Exer cicios resolvidos

1. Um paralelepipedo ABCDEFGH de base ABCD tem volume igua a 9
unidades. Sabendo-se que A(111),B(212),C(1,2,2), o vétice E

® _
pertence aretar de equacdo r : x=-y=2-z e (AE,i) € agudo.
Determine as coordenadas do vértice E.

Solucéo:

®
Como E pertence aretar, temos E(t,-t,2- t)eAE=(t- 1- 1- t,1- t).
Asam,

o ® ® 1 0 1
I[AB,ACAE]|=|]l O 1 1]|=|3-t|=9.

t-1 -t-1 1-t
Logot=-6 ou t=12.

® ® _ ® _
Se t=-6,entéo AE=(-7,57) e AExi =-7. Logo (AE,i) & obtuso.
Como este valor de t contradiz uma das hipoteses do nosso exercicio,

® ®
consderemos t = 12. Neste caso, AE=(11-13-11) e AEx =11

® _ ®
assim, (AE, i) éagudo. Portanto E=A + AE=(12,- 12,- 10).

2. Um quadrado ABCD estdsobreo plano a: x - y+2z- 1=0. Sabendo-
se que A(1,0,0) e B(0,1,1) sdo vértices consecutivos. Determine as
coordenadas dos outros dois vértices.

Solucéo:
®
Tﬁa De A(1,0,0) e B(0,1,1) temos AB=(-111) e
F de a:x-y+2z=1 temos ny =(1,-12).
S ® ® @
Como AD™ AB e AD * i, temos:
a ® ®

AD// AB fiy =(330).
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Além disso, |AD|=|AB|=3. Consderando AD°= (L L 0
em disso, = =4/3. Considerando °=(—,—,
|AD [=| AB | (JE 5 )

® ® o

temos. AD= aaL«/—O D=A+AD= —J—io_

2 2 4 2 2 5

o
C=B+AD= ? 6+2

Podemos obsarvar que considerando A(\@D°—( 1t L 0)
2 J2

encontraremos a outra solucéo do exercicio.

. Determine uma equacéo do plano p que passa pelo ponto P(1,01) e

iX-y+z+1=0
Solucao '
Sgam R(- 1,0,0) um ponto daretar e o vetor R
v, =(11,0)//(0,33)=(4-11) " (21-1). Como

contém aretadeequagaor.%szry_ L4220
®
o ponto P(1,0,1) ndo pertence a retar, temos RP=(2,01) e v, S0
vetores LI com representantes em p. Assim, uma equacao vetorial do
plano p &
p :(X,y,2)=(101) +t(20,1) +h(0,1,1);thl IR

Determine uma condicdo necessaria e suficiente para que um
planoa : Ax + By + Cz+ D =0 sgaortogona ao plano XOZ.

Solucéo:

Observemos que os vetores | =(0,1,0) e (A,B,C) s#0 normais aos
planos XOZ e a, respectivamente. Assim, os planos a e XOZ s&o
ortogonais se, somente se, (A, B, C) x0,,0) =0. Dai, B = 0.

Observacéo: De modo andlogo, podemos mostrar que as condigdes
necessarias e suficientes para que um plano a:Ax+By+Cz+D=0
sga ortogonal ao plano XOY e ao plano YOZ sdo, respectivamente
C=0eA=0.



5. Determine uma equacdo gera de um plano que contém areta
I X+ +
s:iXTl =y-1= ZTS e éortogona ao plano YOZ.
|

Solucéo:

) _z+3 , .,
Observemosqueoplano a:y- 1= 3 contém areta s, ja que todos
0S pontos de s satisfazem aequacdo dea . Alémdisso, a:3y- z- 6=0
é ortogona aplano YOZ ( porque?). Assim, a é o plano procurado.

6. Mostre que um plano a:Ax+By +Cz+ D=0 é paradeo ao eixo OY
se, e somente se, € ortogonal ao plano XOZ.

Solucéo:
v, r  Sabemos que um plano a é paralelo a umaretar
> Se, esomente se, iy X, =0. Assim, oplano a é
A paralelo a0 exo OY s, e somente se
H 0=(A,B,C)x0,1,0)=B. Portanto a condi¢do a
/ a / paralelo ao eixo OY é equivaente a a ortogona
ao plano XOZ.

7. Dados os planos a:Ax+4y+4z+D=0eb:6x+8y+Cz- 2=0,
determine as constantes A, C e D taisque:
a d(a,b)=+/41

b) O plano a sgaortogonal ao plano b e contém o eixo OX.
Solucéo:

a@ Como d(a,b)*0 temos que aCb=f. Assm, os vetores
ny, =(A,44) e n, =(68,C) sdo paraelos e portanto A=3 e C=8.
Tomemos P(L- 1,0) um ponto do plano b. Sabemos que:

|3><_|.+4><(-1)+4>0+D|:m

d(a,b)=d(P,a) = Jo+16+16

Assim, |[D - 1|=41,logo D =42 ou D=-40.
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b)Como o plano a contém o eixo OX temos A=0e D=0. Da
ortogonalidade dos planosa eb temos:
Ny Xy =(0,4,4)46,8,C)=32+4C=0.
Logo C=-8.

8. Determine as coordenadas do ponto P,;, simétrico de P(11,-2) em
rdacéoaretas:x +1=y- 1=z

Solucéo:
Sgam r a reta perpendicular a reta s que

passa pelo ponto P e {lI} =rCs. Enté&o,
| =(t-11+t,t) e podemos considerar

®
VvV, =Pl=(t- 2,t,t+2). Como asretasr e
S s80 ortogonais temos:

Vg =(t- 2,t,t+2) X111 =0

® ® ® ®
Logo, t=0 e PI=(-2,0,2).Como IP, =PI temos P, =1 + P, . Assm
P, =(-110) +(-2,0,2) =(-312).

Observacao:
S O ponto | também poderia ser determinado

através daintersecéo dareta s com o plano a
gue passa pelo ponto P e é ortogonal aretas.

. s Pe Sendoa perpendicular as temos:
a a: x+y+z+D=0.Utilizando o fato de que

Pl a, podemos concluir que D =0.

9. Determine uma equacdo da reta r, Smétrica da reta
ix=1+2t
s:.ly:t t1 IR ,emrdacdaoplano a:x- y+z+1=0.
12=2



Soluco: n r
Observemos que se S e Q sdo pontos da reta \é

sentdo S; e Q; , SMéricos de S e Q, / @
respectivamente, em relagdo ao plano a séo 1o /
pontos daretar.

e a sdo concorrentes. Sga {I} =sCa .
Entdo, | =(1+2t,t,2) e 1+2t- t+2+1=0.
Logo, t=-4¢e I(-7,-4,2). Assim, as equacdes paramétricas da reta
n, normal aa e concorrente com aretasem $(1,0,2) sé0 :

De v, xn, =(210)X(1-11)?* O, temosque s //S

IXx=1+t
n:.ly:-t i1 IR.
1z=2+t
Considerando {I}=nCa, temos I, =@Q+t,-t,2+1) e
1+t+t+2+t+1=0. Logo, t—-ﬂ eportantol1—§1 4 20
3 & 3'3’ 3@

®
Dai, S, =1,+Sl, = gl 4 2% a?f'f-fQ 3e§§_29

®
Como| e S, sdo pontosdistintos der podemos considerar v, = 2 Sll :

Assim, uma equacéo vetorial der é:
X =(-7-4,2)+h(4,5- 2); hl IR.

10. Determine, caso exista, umaretat que passa pelo ponto P(1,-2,- 1) e
€ concorrentes com asretasr e s.

ix=1-1 ix=h-2
r:ty=20 -3 11IR e s:fy=1-h :hiIR.
{ZZI {Z:h

Solucgao 1.

Podemos verificar que r e s sdo retas reversas e que R r. Assim, o
plano a determinado por P e r, contém toda reta que passa por P e €
concorrente com r. Logo, a reta t, caso exista, estd contida em
a:x-y+z-2=0.
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De vgxig 't O concluimos
gues e a sao concorrentes,
sga {Q}=sCa. Como Ql s
temos Q(h- 21- h,h) , por
outro lado, Q também
pertence a a dai,
h-2- (- hy+h-2=0.

Conseguentemente,
=2 e Qa‘? },- ZEQ_ Como
3 3 33g

® ..
PQZS? iﬂﬁg ndo é parddoa v, =(1,21), podemos escrever:

e 33 3g

® ~
t:X=P+I| PQ;l 1 IR

Solucéo 2:

Consideremos que exista uma retat que passa por
P e é concorrente com asretasr e sem A e B,
respectivamente.

Assim, A(l - 12l - 31), B(h- 2,1- hh),

® ®
PA=( -22 -1l +1) e PB=(h- 33- hjh+1). Como P, A e B
® ®
s80 pontos colineares os vetores PA e PB sdo LD. Dai podemos
escrever:
| -2_2 -1_1+1
h-3 3-h h+1

el 22 -1 inos1-2=1-2. Logo, | =1e FC?A:(-L],Z).
h-3 3-nh
®
Considerando v; = PA, as equagOes paramétricas da reta t sdo:
ix=1-a
ty=-2+a:al IR
lz=-1+2a

4



11. Determine uma equacdo da reta que passa pelo ponto Q(2,1,0), é

iX=2+t

concorrente com areta s: % y=3t :tl IR eformaangulosiguaiscom os
1z=t

eixos OX e OY.

Solucéo:

Sgam r a reta que queremos determinar e {l} =rCs. AsIm

®
I =(2+t,3t)ev, =QI =(t,3t- L,t). Como (r,0OX)=(r,0Y) temos a

equacao:

|(L0,0) (1,3t - L) | _ [(0L0) Xt.3t- L) ||
|V | |V |

L ogo, t=1 out=£.
2 4

Considerando t :%, temos v, // (111 e r: X =(210) +h@1D);hl IR.

Considerando t =%, temos v, // (1- 1L1)e r: X =(210) + h(1,- 1)) ;hi IR.

Como vimos o exercicio tem duas solucoes.

12 . Dafiguraabaixo sabe — se que:
|) aretar € perpendicular ao plano a, tem a direcéo

P dovetor =(1,2-1) e P(11,- 1) pertence aretar.
R i) os pontos Q e R(- 1,0,1) pertecem ao planoa.
A Qe 0; i) S=(0,1,2)
]
Determine;

a) umaequacdo do plano a.

b) as coordenadas do ponto Q.

C) uma equacdo do plano QRS.

d) o angulo entre os planos QRS ea.



e) adistanciaentreasretasr e RS.

f) uma equagcdo do plano que contém a reta r e € padelo a reta
t: X =(3,20)+h(20,-1);hl IR

g) uma equacdo do plano perpendicular ao plano a que contém areta QS.

Solucéo:

a Como rnig//lvp=(12-1) temos a:x+2y- z+d=0. Aléem disso
R(-101)1 a,assmd=2.Logoa:x+2y- z+2=0.

iX=1+t
b) As equactes paramétricas daretar sio r:%y=1+2t tT IR .
¥z:—1—t
Como {Q} =rC a temos:
Q+tl+2t-1-1) e l+t+2Q1+2t)- (-1-1t)+2=0.
Logo, t=-1e Q(0,-1,0).

® ®
c)Os vetores QR=(-111) e QS=(0,22) sdo LI. Logo, podemos
escrever uma equacao vetoria do plano QRS como:

X =t(- 1) +h(0,2,2);tehl IR .

d) Sabemos que ny =(12-1) e Ngrs//(-111)" (022)=(02-2).

. _ 6] _+/3 _ o
Assim, cos(QRS,a)=———==—_L0go (QRS,a) =30°.
Q ) N go (Q )
®
€) Sabemos que Vv, =(12-1), RS=(012)- (-101)=(1L) da
® ® gl 2 13
[Vr,RSQR]:él 1 10:-6.Assim,asretasressﬁoreversas
611 1§
[ ®SQ®]| 6 6 3414
v.,RSOR 14
Logo, d(r,RY = —I 5= = = _
3-2-1 7
v Ry 1G-2-DI M



fSga b o plaro que queremos determinar. Os vetores
Vi =(12,-1) eV{=(2,0,-1) sio LI etém representantes b , logo uma
equacdo vetoria doplano b é:
X =P+l (1,2-1)+s(20-1); | esl IR

®
g) Os vetoresniy, =(12,-1) e QS=(0,2,2) sdo LI e tém representantes no

plano que queremos determinar. Assim uma equacéo deste plano é:

X=S+t(12-1)+h(011):tehl IR



