CAPITULO IV - POSICOESRELATIVAS
DE UMA RETA E UM PLANO
E
DE DUASRETAS

4.1 PosicOes relativas de uma reta e um plano
Asposigdesdeumaretar:X =R +tV,, tT IR eum plano p s3o:

R v, r
>

1,
L)

riipU v, xi,=0eRIl p

a rpaddaap
(rilp)

, b) r contidaem p (r1 p)

C) r e p concorrentes

(rCp={P)
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Caso particular:

Exemplos:

1. Determine aintersecéo daretar com o plano p, Nos seguintes casos:

a) r: X=(162+t(1,1,1);tT IR
p:x-2z-3=0

b) r:x-1=y-2=2(z-1
p:X =h(6,21) +t (1,2,1); t,hT IR

IX=t
¢ r:fy=-3+3t:tT IR
lz=-t

p:x+y+2z-1=0

Solucéo:

a Vp X, =(111)x10,-1)=0,logo,rCp=rou rCp=f.
Como R(1,6,2) éum ponto der, verificamosque R1 p.LogorCp=f.

b) Sendo V, :8‘11%9 e np =(621)" (121) =(0,- 510), temos que
e 29

Ve X, =0.Logo, rCp=rourCp=f.ComoR(121) € um ponto de
r, verificamosque R1 p.Logor| p e consequentemente rCp=r.
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b) De Vp X =(13-1)x11,2) =2 0 concluimos que r e p o
concorrentes. Sgja r C p ={P} ={(a,b,c)} . Temos entao:

ja=t
() a+b+2c- 1=0. (2) |lb:-3+3t, paraadgum escalart.
lc=-1t

De (1) e (2) obtemost=2 e P(2,3-2).

2. Determine uma equacao da retar que passa pelo ponto A(10,-2) e €
pardelaaosplanosa:2x- y+2=0eb:x+z- 3=0.

Solucéo:

Comor/la erl/lb, temosv, "1, eV, " N,. Sendo n, enp LI,
temosque v, // "y ~ Np. Assm podemos considerar

Vp =Ny " Np =(10)" (2-10)=(1,2-1).
Dai uma equacdo vetorial daretar €

r:X=(10,-2)+t(1,2,-1); ti IR

4.2 PosicOes relativas de duasretas

Se duas retas estdo contidas no mesmo plano dizemos que sdo
coplanar es. Caso contrario sdo denominadas r ever sas.

As retas coplanares podem ser paralelas (distintas ou coincidentes) ou
concorrentes.
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Resumindo, duasretasr, e r, podem ser:

Coplanares

+ Concorrentes: r, C r, ={P} D

P
/ r/
¢ Paralelas:
+ Digtintas: ry Cry =f + Coincidentes: ry ° rp
/rQ rl ° r2

Reversas

Estabeleceremos a seguir condi¢cbes para a identificacdo da posicéao
relativa de duas retas.

Considereasretas r:X =R+hv, e s:X =S+tvg; h,tl IR.
®
Se r e ssdo coplanares entéo os vetores RS, v, e V4 S80 coplanares e

® ®
portanto [RSV,,Vg] = 0. Reciprocamente, se [RSV,,Vg] =0 podemos

ter:

I) V¢ // Vg, nessecaso r e s sdo paralelas, logo coplanares.
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®

i)V, e Vg LI, nesse caso RSV, evg sdo LD. Como v, e Vg SO

®

linearmente independentes, entdo podemos escrever RS  como
combinagdo linear de v, e Vg. Logo, existem escalares h, e t, tais que
S=R+hgV, +tyVg. Assim,oplano b: X =R+hv, +tVg h,tl IR,
contém as retasr e s, que portanto sdo coplanares. Observemos ainda

gue, neste caso as retas S0 concorrentes.

Um caso particular de retas concorrentes

s&0 as retas perpendiculares. Observemos Vg r
gue se duas retas r e s s80 perpendiculares —

entdo v, xVg =0. Ve > D
Exemplos

1. Estude a posi¢éo relativa dos seguintes pares de retas:

i2X-y-2z+2=0 -
a r:j e s:X=(102+h(@-37); hl IR
TX+3y-z+2=0
1x=h 1
b) r:fy=1-h :hi IRes:=—~=Y=7_8
. 2 3
1Z=4+4h
@rtX=02;$+Kﬁm;Z4&;ﬁIRea&iégzy—Zzng
ix=4
d) r:X=(4-30)+h(021: hi IR es:fy=-1- 2t ;ti IR
¥z=3-t

Solucéo:

a Comov,//(2-1-1)" (13-1)=(4L17) e Vvg/l (1,-3,7) temos que as
retas r e S s4o concorrentes ou reversas. Vamos entdo considerar

R(0,0,2) e 1,0,2) pontos der e s, respectivamente. Assm,
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o 10
[RSV,,Vs]=[4 1 7 |=2810.
1-3

N N O

Portanto, asretasr e s S0 reversas.

c) Como v, // 1-14) e Vg//(-231) temosque asretasr e S S50
concorrentes ou reversas. Vamos entdo considerar R(0,1,4) e §1,0,8)
pontos de r e s, respectivamente.

Asam,

® 1-1 4

[RSV,,Vg]=| 1-1 4|=0.Logoasretasr e s sido concorrentes.
-2 31

c) Como v, //(-10,-2,-18) e v¢// (51,9) temosqueasretasr e SS30
paralelas (distintas ou coincidentes). Além disso, o ponto R(-213)

pertence as retasr e s. Assm, podemos concluir que asretasr e S sao
coincidentes.

d) Como v, //(0,21) e Vg//(0,-2,-1) temosque asretasr e s S80
paralelas (distintas ou coincidentes). Observemos que o ponto R(4,- 3.1
pertence aretar, no entanto ndo pertence aretas, pois o sistema

i 4=4
t-3=-1- 21, nao tem solucéo.
1 1=3-t,

Assm, podemos concluir que asretasr e s sdo paralelas distintas.

2. Dé uma equacdo daretar que passa pelo ponto P(- 1,11) e é paralela a
i2x-y+4z+3=0

retas. | :
TX+5y-z+6=0
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Solucéo:

Sendo r e s retas paraelas podemos considerar v, =vg. Como
ve/l (2,- 1,4)" (1,5,-1) = (- 19,6,11) asequagdes simétricas de s s5o:

X+1_y-1_2z-1

- 19 6 11
IX=4+t
3. Mosreque asretasr:x- 2=-y=z-les:fy=-2-t ti IR
15—
1Z=3

S80 concorrentes e determine o ponto de intersecéo.
Solucéo:

Sgam v, = (1,-11),Vg =(1- 10) e R(2,0,1) e S(4,-2,3) pontosder e
S1

®
respectivamente. Entdo  [V,,Vg,RY = e assim

N
1
N PR
N o B
1l
o

concluimos

que r e s sdo coplanares. Como nédo sdo paralelas pois v, e Vg Sa0
vetores LI, temos que as retas S0 concorrentes.  Sga

{PO} :{(XO’y01zo)} =rCs.

1Xo =4+1,
Ent?m, X0'2:'yO:ZO'1 e %yO:-Z_to.
120=3

Dal,, to :O e PO = (4,' 2,3).

4. Determine uma equacdo da reta r que passa pelo ponto P (1,2,3), €
concorrente com a refa s: X =(-135) +h(2,5,1); hl IR, e tem vetor

direcéo v, ortogonal ao vetor U =(0,1-4).
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Solucéo:
Sgda {P,}=rCs. Entio exise um red h,, td que

®
Po(-1+2hgy,3+5h,y,5+h,). Consideremos v, =PPo. Como v, é

ortogonal a U, temos que (- 2+ 2h,,1+5h,2+ hy) %(0,1,- 4) =0. Logo,
ho =7. Assm,

P, =(131812) e r:X=(123)+t(251); tl IR.

5. Determine uma condicdo necessdria e suficiente para que uma reta r
sgja paraela ao eixo OX.

Solucéo:

O eixo OX tem vetor direcio i =(1,0,0). Entdo, umaretar é paralda ao
eixo OX se, e somente se, v, € paralelo ao vetor i =(1,0,0).

6. Determine uma equacdo da reta que passa pelo ponto P=(10,2), é
concorrente com a reta s: X =(1,01) +t(2,1,1);t1 IR e é pardda ao
plano p:2x - 3y +4z- 6=0.

Solucéo:

\Po P

—  Sda {P,}=rCs entdo, exite tT IR ta que

®
” Po =@+2t,t1+t) e PP, =(2,t,t- 1.

S Como r /[ p temos (2tt,t-1)%2-34) =0.

Assim,t:f'.
5

Considerando v, =(8,4,- 1), uma equagdo vetoria der &

r:X=(02+t(84,-1);tl IR.
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