Exer cicios propostos

01. Escreva uma equacao daretar nos casos a seguir:
a) r passapelo ponto P(- 2,- 1,3) etem adiregdo do vetor U =(211).
b) r passa pelos pontos A(1,3,- 1) eB(0,2,3) .

02. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o ponto P pertence aretar:

a) P(-211) e r:X=(1,00) +h(-1,2,1); hi IR

Ix=1-t
b) P(2-1-7) e r:fy=2+3t ; tl IR
lz=-5+2t
c) P@,l,sge r:x-1=2(y- 2):5
e 2 g 3

03. Escrevauma equacao do plano a nos casos a seguir:

a) a passa pelos pontos A(L0,2)eB(2,-13) e é padeo ao vetor
v=(012).

®
b) a passa pelos pontos A(31- 1) eB(1,0,1) e é paraldo ao vetor CD,
sendo C(1,2,1) eD(0,1,0) .
c) a passapelos pontos A(1,0,2), B(1,0,3) eC(2,1,3).

04. Verifique em cada um dos itens abaixo se o ponto P dado pertence ao
plano p.

a)P(L- 1,0), p:X =(2,1,3) +h(1,0,1) + t(0,1,0); tehl IR
b)P(213), p:x+y- 22+ 3=0.

ix=1-h+t
Q) P(322) , p:ty=2-h-t:thi IR
1z=1-h



05. O ponto P(2,2,- 1) é o pé da perpendicular tracada do ponto Q(5/4,- 5) ao
plano p. Determine uma equagéo de p.

06. Determine um vetor normal ao plano:

a) determinado pelos pontos P(- 1,0,0), Q(0,1,0) e R(0,0,-1).
b) a:2x- y+1=0.
C) que passa pelos pontos A(L0D)eB(221)e é paadelo ao vetor
v=(1-13)
ix=1+t+h
d) a:ty=1- t+2h;tehi IR
¥z:h

07. Determine as equagdes dos planos coordenados naformageral.

o i2X+y+2z=1
08. @ Veifiquese P(1,3-2) pertencear:j :
7-X+y+3z+4=0
b) Escreva uma equacdo da reta r passa pelo ponto P(111) e tem a
direcéo
I X=1+2t
de um vetor normal aoplanoa:.ly:Z— t+3h; tehl IR.
lz=t+h

09. Determine a equacéo gera do plano b paraeo ao plano
ix=1+h+2t
a:ty=2+2h+t:hetl IR e que
¥z=3t

a) passapelo ponto P(3,2,0);
b) passapelaorigem do sistema de coordenadas.

10. Determine uma equagao do plano p:

a) que contém o eixo OX e passa pelo ponto P(5,- 2,1).
b) que passa pelo ponto P(-213) e é pependiculaa a reta
r:X =(01+h(1-32);hl IR.
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11. Verifique seasretas r e snos casos a seguir sdo coplanares:

iX-2y+z=0 -
a r: e s:X=(101) +h(3-11); hl IR
13X +y-2z+1=0
X-1_ 2
b) r.T-y+2 Tes X=(1,-22)+h(0,1,3);h1 IR
jx=1+h 4 2 2
) rily=2-3h:hi IR es: 2 2=2"Y -2
i 2 6 2
1Z=h

12. Determine o valor de a para que as retas r e s sgjam concorrentes e ache
0 ponto de intersecéo, sendo:

ix=3h-1
XY 2 s:%y:2h-5;hT IR.
2 3 a 1
1Z=h

13. Determine, se possivel, uma equacao gera do plano determinado pelas
retasr e s, N0S casos a seguir:

8 r:X=(120)+h(-123);hl IR
s:x-1:y-2:
2 3

b) r:X=(-1,21)+h(12-1);hl IR
$:X =(25,-2) +t(-24,2); 11 IR

) r:X=(123)+h10,2):hi IR
IX=2
s:ty=3 1T IR
{z=1+4



ix=1+h
14. Sgjam a:2x+By+z+1:O,b:x+y+§+D:O, sity=h ;hi IR

lz=A

er:x-1=- —:Z.Determine,sepossivel:

a) B,td que a e b sgam paraelos.

b) B, tal que a e b sgjam perpendiculares.
c) D,tadquerl b

d) A, tal que r e s sgam coplanares.

15. Consdere os pontos P(4,a4)e Q03b+8b), as retas
rix- l:—z- Y=y
3 ~
e s:X=Q+1(1,02);tl IR eosplanos p;:mx - 2y +(m+3)z- 1=0 e
po:X=t(1,-3D+h(2-31);tehl IR. Determine, se possivel:

a) a, de modo que a reta paralela a reta s que passa pelo ponto P sga
reversacom aretar.

b) b em, de modo que areta s sga paraelaao plano p;.
c) m, de modo que os planos p; ep» Sgjam concorrentes segundo aretar.

16. a) Determine uma equacdo dareta s que passa pela origem do sistema de
coordenadas, é paraldlaao plano p:3x - 2y +z- 2=0 einterceptaareta

=+
rix-1=2 2-

Z

b) Ache uma egquacéo do plano a que passa pelo ponto P(2,1,3), € pardelo
areta r:X=(1,23)+h(1,2,-1);hl1 IR, e é perpendicular ao plano
p:X-y+2z- 4=0.

17. Consdere asretasr et, tais que;

. i . iX-y+3z-5=0
(i) r passapelo ponto P(31,- 1) e éparaldlaareta s: ;

13X +2y-2z+2=0
(i) t passa pela origem do sistema de coordenadas e seu vetor direcao tem
angulos diretoresiguais.

Determine;
a) asequacbes smétricas de r.
b) as equaches paramétricas det.
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18. Dado o plano p:X =(0,0) +h(1- 1- ) +t(- 1,- 2-4);h,tT IR e a reta
AB, sendo A(0,0,0) e B(1,1,1), determine uma equacdo do plano a que
passa pelo ponto onde a reta AB fura o plano p e € parddo ao plano
b:x-3=0.

19. @) Determine o simétrico de P(2,1,3) em relacéo:
(i) ao ponto Q(3-11).
IX=1-2t
(argar:fy=t :ti IR.
¥z:2+t
(iii) ao plano 2x - 2y +3z =2.

b) Encontre uma equacdo da reta s dSmérica da reta
t:x- 2=y-1=2z- 3, emrelacdo ao plano do item &(iii).

20. Determine 0 angulo dasretas s: X = (1,0,0) +h(2,1- 1);hl IR e
r: Ll:y:-z.
2
21. Determine 0 angulo dareta r:x =-y =2z com o0 plano a, nos casos a
Sequir:
ix=1+2h-t
a a:2x-y-z-1=0; b)a:ty=h+t htl IR.
%z:4- 2t

22. Determine o angulo dos planos:
a a:X+y-2z2=0 eb:-2x+y+3z- 2=0;
ix=2-h

b) a:fy=1+2t :htl IR eb:-2x+y+3z- 2=0.
1z=2h- 3t

23. Determine uma equacdo da reta s que passa por P(1,0,1) eintercepta areta

r:x =y =z+1, formando um angulo de grd.



24. Determine uma equacdo do plano a que passa pelo ponto P(2,1,1), €
perpendicular ao plano coordenado yz e (a,b)=arccos(2/3) rd, sendo o
plano b:2x - y+2z+3=0.

25. Consdere o plano a determinado pelo ponto P(1,2,0) e pela reta
- - ix-2y=1
x-1_ :Z—4.Calculeoénguloqueaformacomaretas::' y

r—
2 3 1X+4z=0

26. Cacule adistancia entre:
iXx=z+1

a) oponto P(0,0,2) earetar :
1y=2z-2
b) o plano p:X=(12,-D+h(32-1)+t(110);htT IR e o ponto
P(21- 3.

IX-2_

c)asretasr:%l:Z— y=z-3es:| 5 -7
fy=z-1

d) asretasr: X =(1,0,0) +h(-2,4,2); h1 IR e s:2- x:%lzz_—lz.
e aretar.:x=-y=ze o planop:2x- y- z- 1=0.
27. a) Escreva as eguacbes dos planos b e g paaldos ao plano

a:2x- 2y- z =3 distando dele 5 unidades.

b) Encontre uma equacdo do lugar geomeétrico dos pontos equidistantes
de:

() A(L-42eB(7,1,-5  (ii))A(1,21),B(143) e C(321)
c) Dados os pontos A(2,1,3), B(4,-11) eoplano a:2x- y+2z- 3=0,

determine uma equacdo daretar contidaem a, tal que todo ponto der &
equidistante dos pontos A e B.
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28. De um tridngulo ABC temos as seguintes informagoes:
IXx=1+t
) A(L2,-3) (ii)BeCs?opontosdaretar:.ly:t i1 IR.
¥z:1-t
Determine a aturado trigngulo ABC relativa a base BC.

. ix=y+1
29.Consdere a:2x+3y-z+1=0, P(1-45) e s:iZ _3
1z =
Determine, justificando:
a) d(P,s) b) d(P, a)
C) umaequacdo daretam que satisfaz as trés condicoes.
() d(P,m)=0 (ii)d(m,s)=0 (iii) d(m, a) =d(P,a).

30. Dafigura ao lado sabemos que:
(i) osplanos a e p:x-z=0 sdo %
perpendicul ares.
(i) A(0,2-1) e B(-13-1).
(i) CeD sdo pontosdep. Ll

Determine: p

a) Umaequacéo do plano a. r °
b) As equacles paramétricas da reta

r intersecdo dos planosa ep. /J
c) Umaegquacéo do plano b que passapor A eéparaeoap.
d) A aturado tetraedro ABCD rdativa a base BCD.

€) As coordenadas do ponto E, sabendo que o trigngulo ABE é equilétero
er contém a atura deste triangulo relativa ao vértice B.

31. Do paraéeepipedo dado a seguir sabe-se que:
(i) Oplano ABC:x+y- z+6=0eareta DG:X =t(1,2,- 3), tI IR.
(i) O plano ABF é perpendicular ao plano ABC e

F=(0,20). i G
Determine: El : F

a) AsequagOes smétricas dareta AF. Do)
b) As equaches paramétricas do plano ABF. K =
c) As coordenadas do ponto D. A B

d) Umaequacdo gera do plano EFG.
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32. Determine o volume da piramide delimitada pelos planos coordenados e
pelo plano 5x - 2y +4z=20.

33. Escreva as equacOes de uma reta t paralela aos planos a e b, e
concorrente com asretasr e s, considerando:

a:2x+y-z+1=0 b:x+3y+2z- 2=0
r:X=@021)+h@02; hi IR s:X=(23-2)+1 (1-23); I T IR

34. Sga r a reta intersecdo dos planos a:ax+by+cz+d=0 e
b:a;x + by +c;z+d; =0. Mostre que a equacéo
ax + by + cz+d+t(ax+by+cz+dy) =0, tl IR, representa a familia
dos planos que contém a reta r, com excegdo do plano b. Esta familia é
chamada de feixe de planosdeexor.

35. Sga r a reta intersecdo dos planos a:x+y+z-11=0 e
b:x- 4y +5z- 10=0. Determine a equacdo do plano que contém aretar,
e
a) passapelo ponto A(3,- 1,4).
b) é paradelo ao plano 9x - 21y + 33z +1=0.
¢) dista 3 unidades da origem do sistema de coordenadas.
d) é perpendicular aa.

€) éparaldoareta x =- 5:_2'

f) € paralelo ao eixo ox.

Respostas

0L a) r:(x,y,2)=(-2-13) +t(211); tT IR
- - = - :Z—H-
b) r:x-1=y- 3 2

02. @ PIr b) PTr c) Plr



03.a)a:(x,y,2)=(1,02 +t(1,-1,1)+h(0,1,2);tehl IR
b)a:3x -4y +z- 4=0.
IXx=1+t
Q) a:y=t ‘tehl IR
Lz=2+t+h

04. Q) Pl p b)PI p c)PI p
05.p:3x+2y-4z-14=0.

06. a) (1,-11 b) (2,-1,0) c) (2-1-1 d) (1,1,-3
07. plano OXY : z=0; planoOXZ: y=0; plaroOYZ: x=0.

IX=1+2t
08.a) Pir b)r:fy=1+t :ti IR.
1z=1- 3t

09. a)2x-y-z-4=0 b)2x-y-2z=0.

10.a) p:X=t(1,00)+h(5,-2D);tehi IRou p: y+2z=0.
b) p:x-3y+2z-1=0.

11. a) Néo b) Sm C) Sm
12. a=1, 1(2,-3)).
13.a) a:- 11x +5y- 7z+1=0 b)b:x+z=0 ¢)Qg:- 2x+z- 1=0

14. a)B=2 b)B—-g c)D=1 d)A=-

15. a)at -4 b)ym=-2ebDb? 1—57

C) #mT IRtal quep, Cp,=r

16. a) s: X = h%ﬁE gg hl IR b)a:- x+y+z-2=0



ix=h

17.a)r:x—3:y;1:2—+1 b)t:ty=h:hi IR.
2 1 ;
1Z=h
18. a:4x+3=0
| ) 2 53 35
19. a) (i) P¢4,-3,- 1 P4O,- 11 pEE £ 2 30
) (i) P& ) (i) P ) (iii) T g

b) s:X =(-1-20)+h(1587,-3) ; hl IR

20. (r,s)=0°
21. a)(r,a)= arcseng?n/_; b) (r,a)=arcsen§e\/2—?9%
4]

22. a) (a,b) =arc COSQ 0

23. s:X =(,01) +h(x/2,3++/2,- 3++/2); h1 IR e
SEX = (L0 +t(-+/2,3- +/2,- 3- 4/2); 1T IR.

24. a,;:z-1=0 e a,:4y-3z-1=0.

6

&/10 g

25. (a,9)= arcseng

26. ) d(P.r) = 2—: b) d(P,p) =0 c)d(r,s)=%

d) d(r,s) :¥ e) d(r,p) =0.

27.a) b:2x- 2y-z+12=0 e g:2x- 2y- z—18—0

b) (i) Plano p:6x +5y - 7z- 27=0. (ii) Retas |
Ty- 2
2 +2
or: : X-y+2z- 3=0
IX-y-2z-1=0

0 b) (a,b) =arc cosae;—
ﬂ | &V2914

z



28. h=2/2 u.c.

29, a) d(P,s) =23 b) d(Pa)=+14 c)
m:X =(L-45) +t(7,- 35); tl IR.
ix=-1+h
30.a)a:x+y+z-1=0 Mrﬁy=3—2hHﬂIR.<»b:x—z—1=0
1z=-1+h
d)h:%? e) E(- 1,2,0).
iX=t+h
31 area AF:x=Y"2=2 ) Plano ABF:ly=2+2t+h ,t,hi IR.
2 -3 i
1Zz=-3t-h

c) D=(-1-23). d) Mano EFG:x +y- z- 2=0.

32.V :% u.v.

33 t:X=(4,-14)+h@1-1) ; hT IR.

34. Se r € a reta intersecdo dos planos a:ax+by+cz+d=0 e
b:a;x + by +c¢,;z+d; =0, todo ponto der satisfaz as equagdes destes planos.
Ou sga, s P(Xg,Yq,29) € um ponto de r, entdo ax, +by,+cz,+d=0 e
a;Xo +byy, +¢,z, +d; =0. Dai, o ponto P(x,,Yq,2,) Satisfaz a equacdo
ax+by+cz+d+t(ax+byy+cz+d;)=0. Logo, esta Ultima equagdo
representa um plano que contém aretar.

Por outro lado, sgja g:ax+by +ctz+d=0 um plano distinto de b e que
contém aretar. Vamos mostrar que existe um t,1 IR, tal que uma equagdo
doplanogeé ax +by+cz+d+ty(ax+by+c,z+d;)=0.

Ent&o, ser esta contidaem g as condigdes seguintes devem ser satisfeitas:

(i) ngv, =0 (i) Todo ponto P der pertencea g.



Como r é a intersegdo de a e b, temos que Vv, =n, n,, da,
Ny XN, " Ny)=0.Ousga [fg,N,,N,]=0.Logo, os vetores i, n, € N, sao
coplanares. Como 1, e i, sdo linearmente independentes, existem escalares
t e t, taisque Ny =t;n, +t, n,. Observe que como ge b sdo distintos, 4
ndo pode ser igual a zero. Assm, podemos escrever: nNj=n, +t—2ﬁb :
1
Fazendo tO:t—z, temos A, =(a,b,C)=(a+tya,b+tyb,c+tuc)). Entéo
1
umaequacdo do planog € :
(a+tya)x +(b+toh))y+(c+t,c)z+d=0.
Utilizando a condigéo (ii), sgja P(x,Y4,2) Um ponto der, entdo temos:

(a+1toa)Xo + (b +tghy)y, +(C+1t46)Zo +d=0
Portanto,
g:ax+by+cz+d+ty(ax +byy+cz+d;) =0.
35. a) 2x- 3y+42z- 237=0 b) 3x - 7y+11z- 31=0
C) 2x- 3y+6z- 21=0 ou 92x +327y- 96z- 1059 =0
d x-14y+13z- 8=0

e 3x-2y+7z-32=0 f) 5y- 4z- 1=0.
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