6.1

6.2

CAPITULO VI - DISTANCIA

Distancia entre dois pontos 5
A distancia entre um ponto A e um ponto B /
éindicada por d(A,B) e definida por |A@\)B|. A

Considerando A(aj,ajp,a3) e B(by,by,b3) temosque:

®
d(A,B)=|AB|=[(b1- a&,b2 - @2,b3- a3)| .

Dai, d(A,B)=4/(b1- a1)% +(by - ap)2 + (b3 - a3)?

Distancia entre um ponto e um plano

A distancia entre um ponto P, e um plano p é indicada por
d(P,,p) e definida como a menor

entre as distancias de P, a pontos de P,

p

Assm, se P éum ponto qualquer de p, A

entdo a distancia entre P, e p € o / p
® P NN D

modulo da projecéo do vetor PP,, na P,

direcdode .

Considerando p:ax +by+cz+d=0 Py(xq.¥Yo.Xg) € PXX VY, 2)

entao:

:|a(Xo' X) +b(yq - y) +c(zq - 2)]
\/a2+b2+c2

ax, +bhy, +cz, +d
_laXg Yo 0

\/a2 +b? +c?

® |
d(Py, p) =| PP, iy |

Logo, d(Py,p)]
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Exemplos:

Determine a distancia entre o ponto P, e 0 plano p nos seguintes casos:
a) Po(l,]-,Z) e p: 2X - y+22+4:0

b) P,(2,2,4) e p:X =(1,01) + h(1,1,1) +t(1,23); h,t I IR.

Solucéo:
|2.1- 1.1+22+4]|
d(Py,p) = =3
a) d(Fy,p) 7
b) Consideremos P(1,0,1) e np =(1,11)" (1,2,3) =(1,- 22).
AsIm,

® o ]11+(-2.2+13
(P, ) 4 PRy, [ =2 =

6.3 Distancia entre um ponto eumareta

A distancia entre um ponto Q e uma Q
reta r é indicada por d(Q, r) e
definida como a menor entre as
distancias de Q apontos der. d(Q,r)

Assm, se PIr e m é a rea P H r
definida pelos pontos P e Q, temos
que: m

®
® ® Ry
d(@Q.n) =IPQl.sen(r,m) = PQI o2 Vr
IPQI|Y, |
®

_|IPQ” v |

L ogo, d(Q,r)—T.
r
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Utilizando a Interpretacdo
geométrica do produto vetorial,

podemos observar que d(Q,r) € a
dltura do paralelogramo, cujos
lados sd0 representantes dos

®
vetores v, e PQ, em relacédo a
base PR,sendo R=P+V,.

Exemplos:

Determine d(Q,r) nos seguintes casos.

IX=2+t
AQ(ILLO) e r:fy=2t ;tiIR
1z=1-1t
iX-y+2z+1=0
Q123 e rif. 7Y
12x+y-2z+3=0

Solucéo:

a) Sgam P(20,1) e v, =(12-1).

Entao,
CIG11-1)7 (12-0) 21
d(Q1r)_ @ - 3 .

b) S§am P(0,-7,-4) e v, =(-15,3).
Entao,

_1@97) (-153)|_6414

d(Q1 r) - ,\/% = v .
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6.4 Distancia entre umareta e um plano

A disténciaentre aretar e o plano p € indicada por d(r, p) e definida
como amenor distanciaentre ospontosde r a p.

Assim:

d Se r e p S40 concorrentes ou se r esta contida em p entéo
d(r,p) =0.

v
/ \ [

b) Se ré pardda a p entdo d(r, p) =d(R,p); R I .

R

S

6.5 Distancia entre dois planos

A distancia entre os planos a e b € indicada por d(a,b) e definida
como amenor distanciaentre ospontosde a a b. Assm,

a) Se a e b sdoconcorrentes entdo d(a,b)=0. ’

A

b) Se a e b sio paralelosentdo d(a,b) = d(P,b); PI a.
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Exemplos:

1. Calcule d(r, p) nos seguintes casos:

2 r_‘12x- y+z=0
y

e p:3x-y+2z-2=0
iX+y-z+1=0 P Y

b) r:X=(121)+h(-110); hl IR e p:3x+3y+z-2=0

Solucéo:

a Sabemos que V,// (2-11)" (1,1,-1)=(033). Consideremos
Vr =(011) e np =(3-12). Como v, x, =1, temos que r e p SO
concorrentes. Portanto, d(r, p)=0.

b) Como v, ¥, =0 e R(1,21) 1 p, concluimosque ré pardela a
p.

Assm, d(r.p) :d(R’p):|3.1+3.2+1.1- 2| _8V19

J19 19

,sendo R(1,2,1)

um ponto de r.

2. Cacule d(a,b) nos seguintes casos:

a a:X=h1,-10+t0,1,1); htl IR e b:3x+3y-z+3=0
ix=h

b)a:2x+2y- 2z+1=0 e b:fy=-h+t; htl IR
Lz=t

Solucéo:

3 Sgam i, =(1,-10) (011) =(-1-11) e fip =(33- 1.

Como iy e Ny sdo LI temos que a e b sdo concorrentes. Assim,

d(a,b) =0.

b) Sgam 1Ny =(22-2) e np =(1,-1,0)" (01,1) =(-1-11. Como
estesvetores séo LD, concluimosque a e b sGo parados. Assm,
|2.0+2.0- 20- 1| _+/3

d(a,b) =d(P,a) = i 5

de b.

, sendo P(0,0,0) um ponto
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6.6 Distancia entre duasretas

A distdnciaentre asretas r e s € indicada por d(r,s) e definida como a
menor distancia entre ospontosde r e s.

Consideremos as retas r: X =R +1tv,; t1 IR e s:X =S+hvg; hl IR.

Assm,
R r
1) Se r éparaldaasentio -
d(r,s) =d(R,s) =d(Sy) .
m S
S

2) Se r e s sAo concorrentes entdo d(r,s)= 0.
) 9 —
—5
/ 3) Se r e s si0 reversas entéo

d(r,s) =d(r,p) =d(R,p), sendo p um

_l plano que contém s e é paraeoar.
/ S/ A
D =" S _ ®
d(r,s) =d(R,p) =[ projy, - y5 RS

®
ousga, dr,g=Ior Vsl
|Vy ~ Vsl

Da interpretacdo geométrica de
produto misto e produto vetorial,
concluimos que d(r,s) € adturado
paralelepipedo cujas arestas séo
representantes dos  vetores

®

SR, v, e Vg em relagdo a base
SPQ, sendo P=S+v, e
Q=S+Vq.




Exemplos:

1. Calcule d(r,s) nos seguintes casos:
Ar:X=102+h(111); hl IR e s:x-1=y+2=2z-3

iX=6-h
b)r:X =(3-11) +t(20; ti IR e s:fy=-2+h; hi IR
1z=1+h

o) r:X=@111) +h(-121); hl IR e s:X=(11,3) +t(2,1,3); t1 IR.
Solucéo:

a)Asretas r e s sdo pardélas pois v, =(111) =Vq.

Assim, d(r,s) =d(R,s) =d(S)).

Consideremos R(1,0,2) e ¥(1,- 2,3) pontosder e s, respectivamente.
Ent&o:

(0-21)" (1LY _42

N
S =) 3

b) Temos v, =(2,01) e Vg =(-111). Assim, as retas ndo sdo paralelas.

Sgam R(3,-11) e §(6,- 2,1) pontosder e s, respectivamente. Entéo:

.13 -1
e 0
RSV, vgyu=|2 O =0.
€ 011

Logo,r e s séo concorrentes e d(r,s) = 0.

C) Sgam v, =(-1,2,1) e Vg =(2,1,3). Assm, as retas ndo sao paralelas,
Consideremos R(111) e $(1,1,3) pontos de r e s, respectivamente.

Entao:
00
@
RSV, Vsy=|-1 2 1y=-101 0.
e 1o 1

Dai,r e s sdoreversss.
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L ogo,

RSV, Vs
1Vr1VSU
drg=t____ 0.2
|V, " Vs 3
ix=ah
2) Sdamr: X = (1,20) +t(L,L1):t | Re sfy=1+h;hi R.
%z:Z-h

Determine a, de modo que :
ad(r,s)=0
b) r e ssgam reversas.

Solucéo:
a dirrs) = 0 p r e s sd0 concorrentes ou coincidentes. Sgam

v, =(111), Vs =(al-1), R(1,2,0) e S(0,1,2).
Como néo existe ared ta que v, e Vg sgdam LD, podemos

é® u
afirmar que d(r,s) =0 se, e somente se, RS V,,Vs(=0.
é a
Mas,
-1 -1 2
e 0
RSV, Vgg=|1 1 1|=3-3a
€ Ula 1 -

Logo, r e s sdo concorrentes se, e somentese, a= 1.

b) Da solucdo do item @), temos quer € S S0 reversas se, e somente se,
al R-{1}.
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