CAPITULO V - ANGULOS

5.1 Angulo entre duas retas

O angulo entre duas retas r e s, indicado por (r,s), € definido como o
menor dos angulos (v, ,v ) e (V,,- V).

Se r e s sS40 retas paraélas
entdo (r,s)=0.

Nafiguraao lado, o angulo a
(r.s)=(v,-V5)=a.

Na figura ao lado, asretasr e s
sdo reversase (r,s) = (V,,V¢) = Q.

Quando (r,s)= % , dizemos que r e s s30 ortogonais e escrevemos r * s,

Se r e s sd0 ortogonais e concorrentes dizemos que as retas s&o
perpendiculares. Eclaroque r* s U v, xvg =0.
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Exemplos

1. Determine os angulos formados pelasretas r e s, nos seguintes casos.

ix=1-1t
8 r:X=1L-1):1TIR e s:ty=t tT IR
1z=2-1t
iX+2y-2z=0 .
b)r::’ Y e six+1=1_° 2:2.
iX-y+z-1=0 2
iX=1- 2t 2 .
! ) ] .\
Orify=2+2t ;IR e s> “=y+1=27"
i 2 3
1Z2=3
Solucao:

a ComoVv, =(1-11) e vy, =(-11-1), asretasr essdo paralelas.
Assim, (r,s)=0.

b) Temos v, =(1,2-1)" (L-1)=(L-2-3) e V, =(121). Dai,

(r,s)=arc cos 12431 _ e cos@
| V14|46 7

c) Como v, =(-2,2,0) e v, =(213), temos:

-4+2+0] _

1
S——— —arCCOS——.
RENNTY 27

(r,s)=arcco

2. Determine uma equacéo da reta r que passa pelo ponto P(L1-2) e é
ix=1+t
perpendicular aretas:fy=2t  :tl IR.
%z =2-t
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Solucao:

Como r e s sdo perpendiculares, temos que
estas retas sdo0 concorrentes e ortogonais.
Assim, se P, é 0 ponto de concorrénciader e

S, existe to real, tal que
P, =(1+1,,2t,,2- t,). Podemos entdo
®

considerar Vv, =PP, =(t,,2t, - L4- t,).
Pela condicdo de ortogonalidade, temos:

®
Ve XPP, =0. Assm, to+2(2tg-1)- (4- t5) =0, dai, t,=1.
Portanto umaequagdo daretar é r: X =(11,-2)+1 (113 ;1 T IR.

3. Substituindo, no exemplo anterior, a condicdo de perpendicularidade
por ortogonalidade, o problema tem solucéo unica?

Solucio:
Neste caso, a direcdo de r poderia ser
dada por qualquer vetor ortogonal a

—

Vg, Sem restrigoes e, portanto, existe

uma infinidade de solugbes. roda reta

que passa por P e esta contida no
®
plano a : PXX, =0.

4. Determine uma equacdo daretar que passa por P(1,0,0) é concorrente

com s:X =t(110) ;tT IR e (r,)=

N|T

Solu¢ao: P
Observemos inicialmente que o
ponto P ndo pertence a reta s.
Assm, se P, é o ponto de
concorréncia de r e s, existe t,

I e
AT

real, tal que P,=(t,,t,,0) e

®
V, =PP, =(t, - 1t,,0).
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Entéo,
|(:Ll.0) x(to B 1,t0,0)| _ 1

J24(t, - 12 +t02+0_\/§.

cos(r,s) = cos

Dal, [ty - 1+1ty|=1/(to - D +1,2.Logo, t, =0 ou t, =1.
Assim, este problema admite duas solucoes:
et,=0;r:X=(100)+t(-100) ;tT IR

e t,=1; rt X =(1,0,0)+h(010) ;hl IR.

5.2 Angulo entre dois planos

O angulo entre dois planos “n\ Na
a eb,indicado por (a , b),
€ definido como o menor
dos angulos (fy,np) e

(ﬁa" ﬁb)-

Assim, O£(a,b)£g e / /

i
(a,b)=arccos 2
RERILTY

Quando (a,b)=g , dizemos que a e b S0 ortogonais e escrevemos
a”“b.Eclaroquea”bU i, »i, =0.

Chamamos reta normal a um plano a a toda reta que tem a direcéo de
Ny . Assim, podemos dizer que o angulo entre dois planos € o angulo

formado por duas retas normais a esses planos.
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Exemplos

1. Determine 0 angulo formado pelos planos a e b, nos seguintes casos.
a a:2x+y-z+1=0 e b:x+y+z+2=0.

b) a:x+y-z+5=0 e b:X=t(101+h(1-10) ; thl IR
iXx=t+h

Q) a:fy=t t,hT IR e b:2x+y+z-1=0
¥Z:1+h

Solucio:
a) Dasequagbesdea eb temos ny =(21-1) e fip =(L11). Assim,

_1@L-))| - 2 V2
V6+/3 V2 3
Logo, (a,b) =arccos§.

b) Na =(LL-1 e fp =(L01)" (L-10)=(LL-1).

Dai, cos(a,b) = [GL-DHLL-D_, Logo, (a,b) =0.

V343
0) fia =(110)” 10D =(L-1-1) e fip =(21D).

cos(a,b)

Assim, cos(a,b) M) ><(2’]"1”:0 .Logo, (a,b)=

V36

2. Determine uma equacdo do plano a ortogona ao plano
b:2x-y+z+1=0 e que passa pelos pontos A=(102) e
B=(213).

b
Solucio: / i
ue el Np

®
Osvetores AB=(111) e np=(2-1) sdo |

L.I. e possuem representantes em a. Assim, / A./‘y
uma equacdo vetorial do plano a pode ser a

dado por:

N o

a:X=(102) +t(11) + h(2,-11);t,hT IR.
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5.3 Angulo entre reta e plano

n )
O angulo entre umaretar e um plano
a, indicado por (r,a), € definido f a
como o complemento do angulo A ;‘/
formado pela reta r e por uma reta n 7
normal ao plano a.
Nafigura, temos f =(r,n) e g=(r,a).
Assim, O£ (r,a) £g e pode ser calculado como:
(r,a)=E- (r,n)=E- arc cos w

2 2 |V [Ing |

ou,
(r,a)=arcsen w.
| Ve lIng |

Quando (r,a)=g, dizemos que a reta r e 0 plano a sdo

perpendiculares e escrevemos r~ a. Eclaroquer® a U v, /i, .

Exemplo

1. Determine 0 angulo entrer e a, NOS seguintes casos.

a) r:X =101 +t(1,0,2) ;tT IR
a:X=t(101)+h(12-3) ; t,hl IR

iXx-y+2=0

b)l’.|
12X+2y-2z+1=0

e a:x-2y-2z+1=0

Solucao:
a) Como Vv, =(1,0,2) e Ny =(1,0)" (1,2,-3) =(-2,4,2), temos:

_1(L0) K-12)] _ 1
56 V3

sen(r,a)

Logo, (r,a) :arcseni
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b) Temos v, =(1-10)" (22,-1)=(114) e ny =(L-2,-2), assm,
)21 QLAHL-2-2)| V2
J18+/9 2

sen(r,a

Logo, (r,a) =%.
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