CAPITULO | —-EQUACOESDA RETA

1.1 Equacéao vetorial

Um dos axiomas da geometria euclidiana diz que dois pontos distintos
determinam umareta. Sejar areta determinada pelos pontos P, e P..

® ®
Um ponto P pertence aretar se, e somente se, os vetores PP e PP,
®
sdo colineares. Como P, e P, sdo distintos, o vetor PP, € ndo nulo,
- ® ® -

entdo existe um escalar | tal que PP=1 P,P,. Assm, P pertence ar se,

® -
esomentese, P=P, +| PP,; | | IR. Podemos ent&o concluir que todo
ponto daretar satisfaz a equacao:

®
X=P +I PP,; Il IR,

gue é chamada de equacao vetorial daretar.

Observemos que o fundamental na determinacdo da equacao vetorial de
umareta, € conhecermos um ponto desta reta e um vetor ( ndo nulo ) na
sua direcéo. Um vetor na direcdo da reta r € chamado vetor direcdo da
retar, e indicado por v,.
P, r:X=Py+hvy; hl IR
Assm, cada escalar h determina um Unico

' ponto P pertencente a r e, reciprocamente,

— para cada ponto de r, existe um Unico valor
real htal que P=P, +hv,.



1.2 EquacOes parameétricas e simétricas

Fixado um sistema de coordenadas, sgam P, (Xq,Yq.20) €V, =(a,b,C) .
A equacdo vetoria daretar, determinadapor Py ev, &

r:(x,¥,2) =(Xq,Yo,2Zo) +h(ab,c); h IR,

i1 X=Xgo tha
que equivale aosistema r:fy =y, +hb :hi IR @®
lz=z,+hc

As equagdes acima sdo chamadas de equacdes paramétricas daretar.
Se abc! 0, eliminando o parémetro h do sistema ©, obtemos

:X' Xo _Y-Yo_2-72 0
a b C

r

Estas equactes séo denominadas equacdes simétricas daretar.
As equacdes em @, poderiam ser obtidas observando o paralelismo que

deve existir entre os vetores:

®
P,P=(X- Xg,¥- Yo.2- Z,) €V, =(ab,c), abct O.

Exemplos

1. Determine uma equacao daretar que:
a) passapelospontos P(3-11) e P»(212);

b) passa pelo ponto P(4,1,0) e contém representantes do vetor
u=(26,-2).

Solucéo:
a) Como P, e P, sdo distintos, determinam uma reta de equacdo vetorial

®
X =P, +hPP,;h1 IR, ist0 & r:(x,y,2) =(3,- L) +h (- 1,2,1);hl R.



b) r:x- 4:%1: ( equacdes simétricas dareta).

Zz
-1
2. Verifigue se o ponto P(- 1,0,2) pertence asretas.

a r:x,y,2=(-7-3-7)+h(2,13);hi IR

i1Xx=-3+h
b) s:ty=-1+h:hi IR
1z=2n
C) t:X_H':X:Z-_LI'
2 3 2
Solucéo:

a) Pl r se, esomente, existe h, T IR tal que:
(-10,2)=(-7,-3-7)+hy(2,1,3).

Ou sgja, (6,3,9) = hy(213). E facil verificar que h, = 3 torna a igualdade
acima verdadeira, logo P r.

1-1=-3-hg
b) PI s se, e somente, existe h, T IR td que.l 0=-1+h,
1 2=2h,

0 gue é impossivel, pois, da primeiraequacéo temosh, = - 2 eda
segunda h, = 1. Logo, Pl s.

~ -1+ -
c) Pl t se, e somente, L 1=g:£' .Como 01! -1 temos que
Pl t.

: X-1 y+2 : ~
3.5ga r:——="——=1z. Determine uma equacdo de r nas formas

2 4
vetoria e paramétrica.



Solucéo:

Das equagOes simétricas de r temos v, =(2,4,1) e P(1- 20) € um ponto
daretar. Assm, (x,y,2) =(1,-20)+h(241); hl IR e

ix=1+2h

|ly=— 2+4h:h1 IR , S350 equacbes da reta r nas formas vetorial e
%z:h

parameétrica, respectivamente.

CAPITULO Il - EQUACOES DO PLANO

2.1 Equacéo Vetorial

Um dos axiomas da Geometria Espacia nos diz que trés pontos ndo
colineares determinam um plano. Consideremos entdo p o plano

determinado pelos pontos A, B e C. Desgjamos encontrar uma condicdo
necessaria e suficiente para que um ponto X pertenca ao plano p.
Observemos entéo que, como A, B e C sdo ndo colineares, 0s vetores
® ®

BA e AC sdo linearmente independentes com representantes em p.

®
Portanto, um ponto X pertence ao plano p se, e somente se, o vetor XB é
® ®
coplanar com os vetores BA e AC.

Assim, existem escalarest e h

D _ ® ® ®
C p taisque XB =tBA+hAC.

Dai, um ponto X pertence ao
A B X plano p se, e somente s,

® ® A
X=B+tBA+hAC; t, hl IR.

Esta equacdo é chamada de equacéo vetorial do plano p.



2.2

Observemos que o fundamental na determinagdo da equacéo de um plano
€ conhecermos um ponto deste plano e dois vetores linearmente
independentes, com representantes no mesmo. Um vetor com
representante em um plano é dito paralelo ao plano.

Assm, uma equacdo vetorial de um plano a paradelo aos vetores LI
U evVequepassapor P, é:

- . = —a
X =P, +t0+hv; t,hi IR. //Uv ] \/
Fo

Observemos ainda gque para cada ponto X do plano, existe um Unico par
ordenado ( t, h) satisfazendo a esta equacdo e reciprocamente.

Equactes Paramétricas

Fixemos um sistema de coordenadas do espago. Sgjam @ = (ay,b,,c,),
v =(a,,b,,c,) vetores linearmente independentes paralelos ao plano a e
P.(Xx4,Y,.2Z,) UM ponto de a . Assim, uma equacio vetorial do plano a
pode ser escrita como:

(x.y.2)=(x0.¥0.2,) + tlay.by.c; )+ hlag. by c,) , t. AT IR,
A equacéo acima equivale ao sistema:

I X=X, +agt +ayh
%y=y0 +bt+b,h; t,h IR,
}z:z0 +cit+c,h
As equacdes deste sistema sdo chamadas equacles paramétricas do

planoa .

Exemplos

1. Dé uma equacdo vetoriad do plano determinado pelos pontos
A=(110,B=(-121) eC=(32)).



Solucéo:
® ®
Como os vetores AB=(-211) e CA=(-2-1-1) sdo linearmente

independentes, os pontos A, B e C ndo sdo colineares, logo determinam
um unico plano. Uma equacéo vetorial do plano ABC é:

(x,y,2)=(11,0) +t(-211) + h(211) ; t,hl IR
€ as equagbes paramétricas do plano paralelo aos vetores
=(-121), v=(1,0,3) eque passapelo ponto P=(2,4,-1).
Solucéo:

Como os vetores U e V sdo linearmente independentes entéo P, G e v
determinam um plano de equactes paramétricas.

iX=2-t+h
ty=4+2t ; thlIR
lz=-1+t+3h

3. Dé uma equacdo vetoria do plano b, dado a seguir;

ix=1+2h-t
b:ly=-2+h+3 ; thi IR
1z=3+5h

Solucéao:

Das equacdes paramétricas de b temos que P = (1,- 2,3) é um ponto de b
e os vetores U=(215) e v=(-130) sdo linearmente independentes
com representantes em b. Assim, uma equacao vetorial de b é dada por ;

b: (X,y,2) =(1-23)+t(215) + h(-130) ; t,hi IR.

4. Determine as equacdes paramétricas do plano a paralelo ao vetor
U=(512) equepassapelospontos A =(3-11) e B=(2-10).



2.3

Solucéo:
®
Observemos que os vetores U =(51,2) e AB =(- 1,0,- 1) sdo linearmente

independentes com representantes no plano a . Assm, as equagbes
paramétricas de a s&o:

iXx=3+5h-t
a:.ly:—1+h -t hi IR.
lz=1+2h-t

Equacéo Geral

Sga a o plano determinado pelo ponto U/V m a
P(xo,Y0,2o) € pelos vetores U e V. — X

Lembremos gque um ponto X(X, Y, 2)

®
pertencea a se, somente se, os vetores PX, U e V sd0 coplanares.

® ®
Assm, [PX,0,v]=0, ou sga (U V), X=0 . Consderando
0" v=(aDb,c), podemos escrever:

(ab,c)Xx- X5,¥-¥Yy.2-2,)=0,
ou equivalentemente,

ax+by+cz+d=0 , ©)

onde d=- (axg, +byg +cz,). A equagio @ é chamada de eguagio
geral do planoa.
Dizemos que um vetor nd nulo €
Tﬁa normal a um plano se, somente se, é
ortogonal a todos os vetores gue
\74> rl possuem representantes neste plano. E
4 5 Poe usua indicarmos um vetor norma ao
plano a por ni .
Observemos gue os coeficientes a, b e ¢ daequagdo geral do plano a
correspondem as coordenadas de um vetor normal a este plano.




Exemplos

1. Determine uma equacdo geral do plano a que passa pelo ponto
P=(3,-12) e épaaeoaosvetores u=(-112) e v=(1,- 10).

Solucéo 1.

Como U e V sdo LI e tém representantes em a, podemos considerar i,
paralelo ao produto vetorial G~ v =(2,2,0). Considerando 7, =(2,2,0),
uma equacéo gera do plano a tem aforma 2x+2y+d=0 , para um

certo vaor real de d. Como o ponto P pertence ao plano a suas
coordenadas  satisfazem a esta eqguagdo, assSim  temos
23+2(-)+0.2+d=0, dai, d=-4 . Logo, 2x+2y- 4=0 é uma

eguacao do planoa.

Solucéo 2: q
Sgan a =(1,1,0) e X um ponto genérico de a.

Entéo, P X, =0, ou equivaentemente, / \X /

(x- 3, y+1z- 2){1,1,0)=

Dai, uma equacdo geral do planoa é x+y- 2=0.

2. Determine um vetor normal ao plano a nos seguintes casos:
a) a: X=(101+1t(2-13)+h1L0); t,hT IR.

IX=2+3t
b) a:%y:1+2t— h: t,hl IR.
lz=-t+2n

c)a:2x-3y+z-1=0
Solucéo :
8 Mgy =(2-13 " (110)=(-333)
b) iy =(3.2-1)" (0,-1,2) =(3-6,-3)

C) fiy = (2-31)



CAPITULO Il - POSICOESRELATIVASDE DOIS
PLANOS

No espaco IR®, dois planos a e b s3o paralelos ou concorrentes. Se 0s
planosa eb sdo paralel os temos:

Paralelosdistintos: a Cb =f Paradeloscoincidentes: a ° b

o]
Ay g?b' / i Li* ay

Observemos que dois planos sdo paralelos se, somente se, seus vetores
normais sio paralelos. Consideremos a :ayx +byy +ciz+dy =0 e

b:aosx +boy+coz+dy=0. Temos que a e b sdo paraelos se
somente se, existe um real k tal que:

1a) = kao
{ by = kb,
ey =ke,

Se os planos a e b sGo paraleos e, dém disso, possuem um ponto em
comum, entéo eles sdo coincidentes. Suponhamos que P(x1, Y1,21) Sga
esse ponto comum. Assim, as coordenadas de P satisfazem as equactes
dea eb:

jajxq + by +¢1z9 +dy =0
| .
fagXq +boyg +Crz1 +dy =0

Ou equivalentemente,
i, ka2x1 + kayl + kC221 + dl =0

|
fagX1 +boyy +Crzq +dp =0

Da|,, dl = k(- asX1 - b2y1 - 0221). LOgO, dl = kd2



Se os vetores normais dos planos a e b néo
s80 paralelos, entdo estes planos sdo
concorrentes. Neste caso, eles se interceptam Ng A
segundo uma reta r. Assm, um ponto
P(X,y,z) pertence a reta r se, somente se,

suas coordenadas satisfazem ap sistema:

japx +byy+ciz+dy =0
|
’|‘32X+b2y+C22+d2 =0

Este sistema é denominado equacdo geral daretar.

Observemos que um vetor diregéo da reta r v, possui representantes
nosplanosa eb. Dai, v, éortogonal a n, eortogona a Ny . Podemos
concluir entdo que v, € paralelo ao vetor Ny ~ fy,.

pd 5
Se os vetores n, en, SO ortogonais Tﬁb ——ap
dizemos que os planos a e b o
perpendiculares. Assim, dois planos sdo b /
perpendiculares se, somente se, N, xnp =0.

a

e

Exemplos
1. Estude a posicéo relativa dos planos:
a a:2xX+y-z+1=0 e b:4x+2y-2z+2=0.

b) a: X =(101)+t(213)+h(0,01); t,hT IR
e b:2x+y-z+1=0.

0) a: X =(101)+t(21,3)+h(0,01); t hi IR
1X =4t
e b:ly=1+2t: t,hl IR
',Iz:2+5t- h

10



Solucéo :

a) Observemosque ny =21y, assm, os planos a e b sdo paralelos.
Além disso, temos que dq =2d,. Logo, podemos concluir que a e b
S80 coincidentes.

b) Consideremos 0S vetores ng =(213)" (0,01 =(1,-2,0)
Np =(21,- 7). Como estes vetores ndo sdo paralelos, temos que os
planosa eb sdo concorrentes. Se r é aretaintersecéo dea e b, entéo
aequacdo gerd der pode ser dada pelo sistema:

1x-2y-1=0

r: :
}2x+y— z+1=0

Observemos aindaque N, xnp =0, assm a eb so perpendiculares.

c) Consideremos osvetores iy = (1,- 2,0) e iy, =(-2,4,0). Observemos
que N, =-2Np, dai, os planos a e b sdo paraelos. No entanto,

P=@1,0,1) petence ao planho a e ndo pertence ao plano b.
Consequentemente, a e b sio estritamente paralelos.

2. Determine umaequagdo do plano b paraldloa a:2x- 6y+4z-1=0
e que passapelo ponto P=(10,-2).

Solucéo :

Como o plano b é paralelo a0 plano a, temos que np =k, ,k* 0.
Podemos entéo considerar N =(-2,- 6,4). Assm, podemos escreve:
b:2x- 6y +4z+d=0. Para determinarmos o vaor de d basta

utilizarmos o fato de que o ponto P pertence a b e por isso, satisfaz a sua
equacdo. Dai, 2.1- 6.0+4.(-2+d=0, ou sga, d = 6. Logo, uma
equacdogeralde b é 2x- 6y +4z+6=0.

3. Dados os planos a:2x+4y- z+1=0 e b:- x+2y+z+2=0
determine uma equacao vetoria daretar intersecao dos planosa e b.

1



Solucéo :

E fécil obtermos uma equagdo vetorial de uma reta se conhecemos dois
de seus pontos. Ora, uma equacdo geral da reta r pode ser dada pelo
sistema

12x+4y- z+1=0

r:
%- X+2y+z+2=0

Assim, basta conseguirmos dois pontos cujas coordenadas satisfagcam a
este sistema. Como este sistema € possivel e indeterminado, podemos
conseguir uma solugdo considerando y =0. Ent&o,

i2x-z+1=0
%-x+z+2:O

Dai, x=-3, z=-5 e P(- 3,0,- 5) pertence aretar. De modo anadlogo, se

. . 1
considerarmos x=0 no sistema ©, obteremos y:-E ,z=-1 e

®
Q=(0,- % 1) pertence aretar. Dai, o vetor v, =PQ=(3- %,4) é um

vetor direcdo da reta r e uma equacao vetorial desta reta pode ser dada
pela equacéo:
r: (X1 Y, Z) = (- 3101- 5) +h (31- %14)1 hi R.

Uma outra maneira de determinarmos um vetor direcéo daretar € obtida
quando utilizamos o fato de que este vetor é paralelo ao vetor N, ~ Ny .

Assm, podemos considerar V,=(24,-1)" (-1,21)=(6-18) e
r:(x,v,2) =(-30,-5 +h(6,-1,8);hl IR é uma equacdo outra vetoria
der.

4. Dada a reta r:(x,y,2) =(1-20) +h(2,4,1);h1 IR, determine uma
equacdo geral da mesma.
Solucéo :

Devemos determinar as equagdes gerais de dois planos distintos a e b
gue contém aretar.

12



Observemos que se um ponto ndo pertence a uma reta, o plano
determinado por este ponto e esta reta, naturalmente, contém a reta.

Assim, sga a 0 plano determinado pela

reta r e pelo ponto P(0,0,-1). O vetor

normal de a pode ser dado por
®

Ny =V, AP, ondeA €um ponto der.

Entdo, considerando A(1-2,0) temos que n,=(-618 e
a.-6x+y+8z+d=0.

Para determinarmos o0 valor de d, substituimos na equacdo anterior as
cooordenadas de um ponto qualquer de a. Por exemplo, substituindo as
coordenadas do ponto P, obtemos: - 6.0+0+8.(-1)+d=0. Dai, d=8
e a:-6x+y+8z+8=0.

A equacdo geral do plano b é obtida de modo andlogo ao utilizado para
obtencdo da equacdo do plano a. Chamamos porém a atencéo especial
paraaescolha do ponto: agora ele deve ser escolhido fora do planoa.

Considerando o plano b determinado pela reta r e pelo ponto O(0,0,0)
temos que:

®
n, =V,” AO=(-2-18)

e b:-2x-y+8z2+d=0.

Como o plano b passa
pela origem do sistema
de coordenadas temos
qued=0.

Logo, b:-2x- y+8z=0, portanto uma equacdo geral daretar é

r'l_ 6x +y+8z+8=0
1 2x- y+82=0
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