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Prefacio

Esse texto ¢ uma adaptacao de parte de um livro de Algebra Linear que considero uma obra
prima: o livro “Linear Algebra”, de P. Lax.

Adaptar o texto de P. Lax é, no fundo, uma temeridade. Nao acredito que aquele texto
possa ser melhorado. Por outro lado, ele foi escrito tendo como propdsito um curso de pods-
graduacao no Courant Institute. E um texto denso e sintético. Apos umas poucas aulas cheguei a
conclusao que os meus alunos dificilmente conseguiriam acompanha-lo. Dai surgiu a necessidade
dessa adaptacao. Tentei esmiucar algumas passagens; substitui demonstracoes elegantes, mas
sintéticas, por outras mais diretas. Tentando poupar algum tempo na exposicao de assuntos,
suprimi material que servia de motivacao. Inclui pré-requisitos e reordenei parte do material
exposto. Aumentei a énfase em espacos vetoriais reais. Mas, tendo concluido a adaptacao de
quase todos os oito primeiros capitulos (de um total de dezessete, mais oito apéndices, tudo
isso em apenas 250 paginas!), a comparagao do texto original com a adaptagdo é apenas um
desprestigio para o primeiro. Mais do que isso, com o decorrer do curso, verifiquei que algumas
passagens que os alunos julgavam incompreensiveis no livro de Lax puderam ser absorvidas. Ou
seja, bastou um pouco de maturidade matematica para tornar aquele texto inteligivel.

O presente texto é dirigido a alunos que cursam um segundo curso de Algebra Linear. Na
preparacao dessa adaptacgao fiz uso, principalmente, do texto “Geometria Analitica e Algebra
Linear”, 2a. parte, do Prof. Reginaldo J. Santos [15]. Esse é bastante direto, apresentando
a Algebra Linear de um ponto de vista bastante adequado a sua utilizacao por engenheiros e
nao-mateméticos. E dificil encontrar um livro tdo bem escrito de introducao a Algebra Linear.
Sugeri esse texto como leitura complementar aos meus alunos, principalmente aqueles que haviam
cursado seu primeiro curso de Algebra Linear ha algum tempo. Ele apresenta demonstragoes
simples de resultados que, em outros textos, tem tratamento muito mais complicado: compare-se,
por exemplo, as demonstragdes do Teorema de Cayley-Hamilton daquele texto (aqui transcrita)
e aquela do livro do Prof. Elon Lima. Na escolha de material complementando o livro de Lax,
utilizei as notas de aula do Prof. Marcos Montenegro [13] e o livro de Leon [11]. O primeiro
foi especialmente 1til no tratamento de espacos vetoriais reais e o segundo na apresentacao de
alguns resultados da Algebra Linear Numérica.

Os capitulos desse texto cobrem um curso de Algebra Linear usual: espacos vetoriais e
bases, o espaco dual, aplicacoes lineares e matrizes, determinantes, o Teorema da Decomposicao
Priméria e a Forma Canonica de Jordan, espacos euclidianos, formas quadraticas, o Teorema
Espectral para operadores normais (e, com isso, operadores unitérios e ortogonais) e, finalmente,
o Teorema de Valores Singulares.

Faco alguns comentarios sobre os capitulos desse texto. Observo que, apesar de todas as
nocoes basicas da Algebra Linear serem apresentadas, alguns capitulos foram escritos no espirito
“revisao”, notadamente os capitulos 1, 3 e parte do capitulo 6. Assim, é pressuposto que o
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aluno tenha alguma familiaridade com matrizes e sistemas lineares, bases e o produto interno
no espago R"™.

O capitulo 1 introduz espacos vetoriais e bases. Os espagos vetoriais sao considerados apenas
sobre os corpos R ou C, o que é coerente com a linha geral do texto, que é voltado para a area
de Analise. Os alunos que assistiram o curso nao possuiam formacao em Algebra. Isso tornou
necessaria uma apresentacao detalhada do espaco quociente. Inclui no texto alguns dos exercicios
que procuravam esclarecer o assunto, mas nao a interpretacao geométrica apresentada em sala de
aula. Apesar disso, é bom salientar que o espaco quociente é usado apenas duas vezes: uma na
demonstracao do Teorema do Nicleo e da Imagem (que também possui uma prova alternativa,
sem o uso desse conceito) e outra na demonstracao da Forma Canodnica de Jordan, quando apenas
é necessaria a idéia do que é uma base do espaco quociente e nao do espacgo propriamente dito.
Nao ¢é dificil adaptar aquela demonstracao sem se mencionar o espaco quociente, de modo que
sua apresentacao fica a critério do instrutor. Por outro lado, a introducao do espaco quociente
na demonstracao do Teorema do Nicleo e da Imagem unifica conceitos: a mesma demonstracao
se repete no estudo de outras estruturas algébricas. Apresentei o capitulo 1 em ritmo acelerado,
ja que seu contetudo era familiar aos alunos do curso.

O capitulo 2 trata do espaco dual e apresenta uma primeira versao do Teorema de Repre-
sentacao de Riesz (para espagos de dimensao finita). Geralmente o dual e o bidual sdo apresenta-
dos ap0s a introdugao de espacos de aplicagoes lineares, como casos particulares desses. O texto
inverte essa ordem para dar exemplo de um isomorfismo canonico entre espacos vetoriais. Com
modificagoes corriqueiras no capitulo 3, o instrutor pode optar por nao apresentar esse capitulo.

O capitulo 3 comega por mostrar que a definicao de multiplicacao de matrizes é uma con-
seqiiéncia natural da composicao de aplicagoes lineares. Nesse capitulo também sao tratados
outros topicos fundamentais de um curso de Algebra Linear: matrizes e representacoes de
aplicagoes lineares, ntcleo e imagem de uma aplicagao linear, sistemas lineares, espaco-linha
e espaco-coluna, etc. Sua apresentagao foi rapida; decidi nao expor a sua ultima secao.

O capitulo 4 apresenta determinantes, desde o ponto de vista de permutagoes. Procurei
evitar uma apresentacao demasiadamente abstrata. Inclui material sobre ciclos e transposicoes
que nao ¢ estritamente necessario ao estudo de determinantes'; além disso, adeqiiei o ritmo
da minha exposicao a pouca familiaridade dos alunos com esses conceitos. Ainda assim, esses
quatro primeiros capitulos foram cobertos em aproximadamente 30 horas de aula de um curso
semestral de 90 horas.

O capitulo 5 apresenta o Teorema de Cayley-Hamilton e as formas canonicas fundamentais: o
Teorema da Decomposicao Priméaria e a Forma Canonica de Jordan. A primeira secao do capitulo
é escrita de forma a apresentar os resultados basicos sobre diagonalizacao de matrizes. Entao
se estudam os polindomios matriciais e se demonstra o Teorema de Cayley-Hamilton. As provas
dos Teoremas da Decomposi¢ao Priméria (que Lax denomina, no caso de espagos vetoriais sobre
C, de Teorema Espectral) e da Forma Canonica de Jordan sdo bastante objetivas, e se apdiam
em resultados que estao explicitamente demonstrados no texto. Decidi apresentar a versao real
desses dois teoremas, o que nao constava do texto original. Varios exemplos sao dirigidos a
Forma Canonica de Jordan. Dediquei aproximadamente 25 horas de aula a esse capitulo e, no
decorrer de sua exposicao, voltei repetidamente a demonstracao do Teorema da Decomposicao

nterpretando adequadamente, a apresentacao de Lax sobre o sinal de uma permutacao é mais concisa. Lax
deixa como exercicio a demonstragao de que uma permutagao é um produto de transposicoes.
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Primaéria. Achei proveitoso esse procedimento: as idéias fundamentais desse teorema, bem como
seu extraordindrio significado, ficam melhor compreendidos se sua importancia é constantemente
salientada.

O capitulo seguinte trata de espacos com produto interno. Lax segue a tradicao bourbakista
de apresenta-los apenas apds o estudo de espacos vetoriais gerais. Mantive esse ordenamento,
apesar de acha-lo demasiadamente purista para os meus propdsitos, que eram enfatizar espacos
de dimensao finita. O capitulo é leve e pode ser exposto mais rapidamente, mesmo assim trazendo
algum alivio aos alunos apds a maratona do capitulo anterior, ja que apresenta tépicos familiares
de um primeiro curso de Algebra Linear. (Mesmo assim, acho que o instrutor deve ressaltar o
aspecto geométrico introduzido conjuntamente com o produto interno. Por exemplo, o processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt pode ser justificado em casos bi- e tridimensionais. Mais
do que isso, no caso de espacos de dimensao n, uma representagao decompondo-o em um eixo
vertical e seu complementar ortogonal é adequada: muitas demonstragoes podem ser, assim,
geometricamente justificadas). Em coeréncia com o caminho voltado para a Anélise, algumas
propriedades da norma de uma aplicagao linear sao apresentadas. Também sao estudadas as
relacoes entre o nicleo e a imagem de uma aplicacao linear e de sua adjunta, bem como algumas
propriedades basicas de isometrias.

Voltando a diminuir o ritmo da exposicao em sala de aula, o capitulo 7 trata das principais
formas canonicas em espaco com produto interno: o Teorema Espectral para operadores normais,
operadores unitarios e ortogonais. O capitulo comeca tratando do Teorema de Sylvester e entao
apresenta, como um refinamento, a diagonalizacao de matrizes simétricas, cuja demonstragao
é feita a partir do Teorema da Decomposicao Priméaria. Esse enfoque unifica conceitos que
usualmente sao apresentados separadamente: formas bilineares simétricas e diagonalizacao de
matrizes simétricas. As versoes reais dos teoremas também estao presentes, diferindo mais uma
vez do texto original. Os exercicios do capitulo procuram esclarecer duas relagoes de equivaléncia:
a semelhanga de matrizes (B = P7'AP) e a equivaléncia de matrizes (B = PT AP). Dediquei
aproximadamente 20 horas de aula a esse capitulo.

O capitulo 8, que nao consta no livro de Lax e nao foi apresentado no curso, trata de decom-
posicoes matriciais: LU, Cholesky, Schur, Q)R e valores singulares, resultados especialmente tteis
na Algebra Linear Numérica. Decidi inclui-lo por dois motivos. Em primeiro lugar, alguns desses
tépicos (a saber, as decomposi¢oes LU, QR e em valores singulares) sdo apenas a formulacao
matricial de resultados conhecidos. Ja a decomposicao de Schur possibilita uma demonstracao
independente do teorema de diagonalizacao de operadores normais, enquanto Cholesky desvela
o vinculo entre a decomposicao LU e matrizes positivas-definidas. Mas, mais importante do que
isso, esses temas usualmente nao sao abordados em apresentagoes tradicionais, e isso significa
ignorar todo o desenvolvimento proporcionado pela introducao de métodos numéricos no estudo
da Algebra Linear. O capitulo pode ser apresentado em combinagao com capitulos anteriores,
sem um acréscimo substancial em termos de tempo de aula.

Os exercicios incluidos no livro, alguns formulados por mim mesmo e outros compilados de
diversos textos, tém véarios graus de dificuldade. Algumas vezes, eles introduzem notagoes e con-
ceitos que serao usados livremente no resto do texto. Alguns indicam demonstracgoes alternativas
de resultados expostos. Outros complementam o material apresentado, sugerindo generalizagoes.

Belo Horizonte, fevereiro de 2002

Hamilton Prado Bueno
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Capitulo 1

Base e Dimensao

1.1 Espacos vetoriais

Denotaremos por K o corpo R ou o corpo C.

Definicao 1.1.1 Um espago vetorial X sobre o corpo K é um conjunto cujos elementos
(chamados vetores) podem ser somados e multiplicados por escalares, isto €, os elementos
do corpo K. Se x,y,z € X e A\, u € K, as sequintes propriedades devem ser satisfeitas pela
adicao e multiplicacao por escalar:

(1) x4+ vy € X (fechamento);

(i1

(x4+y)+z=a+ (y+ 2) (associatividade);
(i17) v+ vy =y +z (comutatividade);

(1w

existe 0 € X tal que x + 0 = x (elemento neutro);

(v

(vi) Az € X (fechamento);

(vit) p(Ax) = (uN)x (associatividade);

Mz +y) = \x + \y (distributividade);

)
)
)
) existe (—x) € X tal que v + (—x) = 0 (inverso aditivo);
)
)
(vidd)
)

(iz) (A4 p)z = Av + px (distributividade);

(x) 1z =z (regra da unidade).
Denotaremos = + (—y) simplesmente por z — y (veja exercicio 1).

Exemplo 1.1.2 O conjunto K" = {(zy,29,...,2,) : z; € K (i = 1,...,n)} com a adigao e
multiplicagao por escalar definidas coordenada a coordenada é um espago vetorial. O conjunto
F de todas as fungoes {f : S — K} definidas num conjunto arbitrario S e com as operagoes de
adicao e multiplicacao por escalar usualmente definidas é também um espago vetorial. O mesmo
acontece com o conjunto P de todos os polindmios com coeficientes em K ou o subconjunto P,
de todos os polinomios de grau menor do que n. <

1



2 CAPITULO 1. BASE E DIMENSAO

Definicao 1.1.3 Um subconjunto Y de um espago vetorial X é um subespaco se seus elemen-
tos satisfazem as propriedades que definem o espaco vetorial X .

Exemplo 1.1.4 O subconjunto de K" de todos os vetores cuja primeira coordenada é nula é
um subespaco de K. Se S = R, os subconjunto de F formado por todas as fungoes continuas ou
por todas as fungoes de periodo m sao subespagos de F. O mesmo acontece com o subconjunto
de P formado por todos os polinémios de grau par. <

Definicao 1.1.5 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicacao
T: X —-Y

satisfazendo
T(x+ A y)=Tx+ \Ty

para quaisquer x,y € X e A € K € chamada transformacao linear ou aplicagao linear. Se
X =Y também chamamos T de operador linear.

Se T ¢ uma bijecao, dizemos que T ¢ um isomorfismo e que 0s espacos X e Y sdo isomor-
fos.

Observacao 1.1.6 Note que, na defini¢ao de aplicacao linear, estamos denotando as operacoes
nos espagos vetoriais X e Y da mesma maneira: em 7'(z + \y), a soma = + Ay ocorre no espago
X, enquanto em Tz + ATy ela ocorre em Y. <

1.2 Somas diretas

Definicao 1.2.1 Sejam A, B subconjuntos de um espago vetorial X. Denotamos A+ B o con-
junto de todos os vetores x +vy, comx € A ey € B.

Proposicao 1.2.2 Sejam U,V subespacos de X. Entao U +V € subespaco de X. O subespaco
U+ V € chamado soma dos subespacos U e V.

Demonstracao: Se z; = x1 + y; € 23 = x5 + Yo sao elementos de U + V e A € K, entao
claramente Az; 4+ 2o € U + V' (veja exercicio 3).
O

Definicao 1.2.3 Sejam U,V subespacos de X. O subespaco W = U +V ¢é a soma direta dos

subespagcos U e V' se cada elemento de w € W pode ser escrito de maneira inica como
w=z+y.

Nesse caso denotamos W =U @ V.

A definicao de soma direta pode ser generalizada para a soma de um nimero finito de subespacos
de X.
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Proposicao 1.2.4 O subespaco W = U + V' € a soma direta dos subespacos U,V de X se, e
somente se, UNV = {0}.

Demonstracao: Suponhamos que W =U & V. Se z € U NV entao w = x + y também pode
ser escrito como w = (z + z) + (y — z). Como a decomposi¢ao w = z + y é tnica, devemos ter
r=x+4+zey=y—z Assim, z =0 (veja exercicio 2).

Reciprocamente, suponhamos que x; + y; € 2 + y2 sejam duas decomposicoes de w € W.
Entao xy — x9 = yo — y; pertencem simultaneamente a U e V. Logo 1 — x5 = 0 = ys — yy,
garantindo a unicidade da decomposicao.

O

1.3 Bases

Definicao 1.3.1 Seja S C X um subconjunto qualquer de um espaco vetorial X. Uma com-
binagao linear de elementos de S € uma soma

/\11‘1 —|— e —|— )\kxkn

comA,..., s €Kexy,....,x, €85.
O conjunto S ¢ linearmente dependente se existe um niumero finito de elementos

T1,...,Tp €8
e escalares Ay, ..., \x € K, nao todos nulos, tais que
)\11'1‘*"--"")\]@%]@:0'

Caso contrdrio, o conjunto S € linearmente independente.

O conjunto S gera o espago X se, para todo x € X, existem (finitos) elementos xy,...,x; € S
tais que x = A&+ ...+ \jx;, para escalares A, ..., \; € K. Uma base de X € um subconjunto
S que € linearmente independente e gera X. Um espaco vetorial tem dimensao finita se tem
uma base com um numero finito de elementos.

Lema 1.3.2 Suponhamos que S = {x1,...,x,} gere o espaco vetorial X e que {y1,...,y;} seja
linearmente independente em X. Entao
J <n.

Demonstracgao: Suponhamos j > n. Como S gera X, temos que
Yy = )\1.1’1 + ...+ )\nxn,

sendo ao menos um dos escalares A1, ..., A, diferente de zero (veja exercicio 10). Podemos supor
A1 # 0. Temos entao que {xs, ..., x,, 41} gera X. De fato, se z € X, existem escalares ay, ..., a,
tais que r = a1y + ... + a,x,. Mas entao

1

T = )\—(yl—)\gl'g—...—)\nl’n) + Ty + ...+ ATy,
1
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mostrando o afirmado.

De maneira analoga, yo = o+ ...+ 3,2, + B1y1, com ao menos um dos escalares s, ..., O,
diferente de zero (veja o exercicio 11). Supondo [ # 0, verificamos entdo que o conjunto
{3,...,2,,y1,Y2} gera o espago X. Repetindo sucessivamente esse procedimento, obtemos que

{yla"'7yn}

gera o espaco X. Em particular,

Ynt1 =MV + -+ Vnln-

Mas entao
MY — - = VnlYn T+ 1yn+1 + Oyn+2 +...F Oyj = 07
o que contradiz {y;,...,y;} ser um conjunto linearmente independente.
O
Lema 1.3.3 Todo espago vetorial gerado por um subconjunto finito S = {x1,...,2,} possui
uma base.

Demonstracao: Se S é linearmente dependente, um de seus elementos pode ser escrito como
combinacao linear dos elementos restantes. Retirando esse elemento, o conjunto restante con-
tinua gerando X. Continuamos retirando elementos que sao combinacao linear dos elementos
restantes até obter um conjunto linearmente independente que continua gerando X.

O

Um espago vetorial de dimensao finita possui muitas bases.

Teorema 1.3.4 Todas as bases de um espacgo vetorial X de dimensdo finita possuem o mesmo
numero de elementos.

Demonstracao: Se S = {z1,...,z,} ¢ "= {y1,...,y;} s@o bases de X, o lema 1.3.2 aplicado
ao conjunto linearmente independente S’ e ao conjunto gerador S mostra que j < n. Aplicando
entao ao conjunto linearmente independente S e ao conjunto gerador S’, obtemos n < j.

O
Definigao 1.3.5 Se S = {x1,...,x,} € uma base do espago vetorial X, dizemos que X tem
dimensao n e escrevemos
dim X = n.
Se X = {0}, X tem dimensao finita igual a zero.
Teorema 1.3.6 Todo subconjunto linearmente independente S = {y1,...,y;} de um espago

vetorial X de dimensao n pode ser completado para formar uma base de X.
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Demonstragao: Se S nao gera X, entao existe um vetor x1 € X que nao é combinacao linear
dos elementos de S. O conjunto

{yh s ,'yj,l’l}

¢ linearmente independente. Repetimos esse procedimento um nimero finito de vezes, até obter
uma base de X.
O

O teorema 1.3.6 nos mostra como obter diferentes bases para um espaco vetorial de dimensao
finita.

Observacao 1.3.7 Uma base de um espacgo vetorial é um conjunto ordenado. Assim, se S =
{x1,29,...,2,} é uma base do espago X, entdo S’ = {xy,...,x,,21} é outra base de X. <

Defini¢ao 1.3.8 Sejam X um espago vetorial e B = {z1,...,x,} uma base de X. Se x € X,
entao existem escalares M\, ..., \, € K tais que

$:)\1.CC1++)\nLBn

O vetor (Ay,...,A\,) € K" € chamado representagao de = na base B e Ai,...,\, as coorde-
nadas de x na base B. Denotamos também por [x]g o vetor (A1, ..., A,).

Definicao 1.3.9 Seja e; € K™ o vetor cuja i-ésima coordenada € igual a 1, as outras sendo
nulas. O conjunto € ={ey,...,e,} € a base canénica do espaco K".

Teorema 1.3.10 Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Entao vale:
(1) todo subespago Y de X possui dimensao finita;

(i7) todo subespag¢o Y possui um complemento Z C X, isto €, existe um subespaco Z de X tal
que
X=YaqZ

Demonstracao: Se Y = {0}, entdo dimY = 0. Tome 0 # y; € Y. Se existir yo € Y
linearmente independente com y;, consideramos entao o conjunto {y1,42}. Se esse conjunto gera
Y, temos uma base. Caso contrario, podemos acrescentar y3 € Y linearmente independente com
Y1 € yo. Procedendo assim, obtemos sucessivamente conjuntos linearmente independentes, cada
um contendo o anterior. De acordo com o lema 1.3.2, esse processo s6 pode continuar enquanto
esses conjuntos tiverem dimensao menor do que a dimensao de X. Obtemos assim uma base
{y1,...,y;} para Y.

Aplicando entao o teorema 1.3.6, essa base pode ser completada até obtermos uma base
{y1,...,yj,21,...,x,—;} para X. Defina Z como o espaco de todas as combinacoes lineares
dos elementos zy,...,2,_;. Claramente Z é um subespago de X e ZNY = {0}. Logo, pela
proposicao 1.2.4, temos X =Y & Z.

O
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1.4 Espaco quociente

Definicao 1.4.1 Seja Y um subespago de X. Se x1,xo € X, dizemos que x, é congruente a
Ty modulo Y, escrito
r1 =29 modY,

sex;1 —x9 €Y.

Podemos dividir o espago X em diferentes classes de equivaléncia médulo Y (veja exercicio 23).
Denotaremos a classe contendo o elemento x por [z].

Definicao 1.4.2 Se [z] e [z] sdo classes de equivaléncia modulo Y e X € K, definimos
[#] + [2] = [z + 2], Alz] = [Aa].
Com essas operagoes, o conjunto de todas as classes de equivaléncia modulo Y torna-se um

espaco vetorial, denotado

X
v o X/Y

e denominado espago quociente de X porY.
A classe de equivaléncia |x] muitas vezes € representada por v +Y.

A rigor, precisamos mostrar que as operagoes em X /Y estdo bem definidas, isto é, independem
dos representantes de cada classe de equivaléncia. Portanto, suponhamos que x; € [z] e 21 € [2].
Entao x1 = z+y;1 e 21 = 249, com y1,y2 € Y. Mas entao x142; = o+y1+2+y2 = z+2+(y1+y2)
e, assim, x1 + z; =z + 2z mod Y. Do mesmo modo, Axy = Az + (Ay1) e Azg = A\xr mod Y.

Exemplo 1.4.3 Seja x € K" e considere Y o subespaco de todos os vetores cujas duas primeiras
coordenadas sao nulas. Entao dois vetores sao congruentes médulo Y se, e somente se, suas duas
primeiras coordenadas sao iguais. Isto é,

(x1, 22,23, .., Tn) = (Y1,Y2,Y3,---,Yn) modY & x1=1 e T3=1ys.

Cada classe de equivaléncia pode ser vista como um vetor com duas componentes, quais sejam,
as duas coordenadas que eles possuem em comum. |

Teorema 1.4.4 Seja Y um subespaco do espaco vetorial de dimensao finita X. Entdo

X
dim X =dimY + dim v

Demonstracao: Seja {yi,...,y;} uma base de Y. Podemos completéd-la de modo que

{yl,...,yj,ZL‘j+1,...,fL‘n}

seja uma base de X. Afirmamos que {z;41,...,2,} ¢ uma base de X/Y. De fato, se v € X/Y,
entao v = \iy1 + ...+ Ny + Nz + .o+ A, Mas entao v = A\ .+ Az, 1,
emque y = Ay +...+A\jy; €Y.

O

Temos entao, imediatamente, o seguinte

Corolario 1.4.5 Se Y é um subespaco de X e dimY =dim X, entao Y = X.
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1.5 Exercicios

1.

2.

10.

11.

12.

Se —x é o inverso aditivo de x € X, mostre que —z = (—1)z.

Mostre que o elemento neutro aditivo de um espacgo vetorial é tinico. Mostre que Oz = 0
para todo x € X e A0 = 0 para todo A € K, sendo 0 € X o elemento neutro aditivo.

. Mostre que Y C X é um subespaco se, e somente se, A\r + y € Y para quaisquer z,y € Y

e e K.

Se X é um espago vetorial, mostre que os conjuntos X e {0} (que consiste apenas do
elemento neutro aditivo) sao subespagos de X, chamados subespacos triviais.

. Seja X = {(x1,...,2,) : z; € K}. Defina a soma = + y da maneira usual e A\x = 0 para

todo A € K ez € X. Verifique quais propriedades da definicao de espaco vetorial sao
satisfeitas.

Seja V' C K" o conjunto de todas as n-uplas da forma (0,0, z3,...,x,). Mostre que V' é
um subespacgo de K".

Seja U = {(z,y) € R*: >0,y > 0}. Se z; = (71,51) e 22 = (w9,%2) sdo elementos de U
e A € R, defina
21+ 20 = (2122, Y132), Az = (27, 47).

(a) Mostre que U é um espago vetorial;

(b) mostre que, se v; = (e,1) e vo = (1,¢e), entdo B = {vy,v9} é uma base de U (estamos
denotando e a base dos logaritmos naturais).

(c) Defina T : U — R? por T(z) = [z]g, em que [z]g é a representagao de z na base B.
Mostre que T é um isomorfismo.

Seja S C X um subconjunto arbitrario do espago vetorial X. Mostre que o conjunto de
todas as combinacoes lineares dos elementos de S forma um subespaco de X, chamado
espaco gerado por S e denotado < S >. Mostre que se Y C X é um subespaco tal
que S C Y, entao < S > C Y. (Esse exercicio generaliza o procedimento usado na
demonstragao do teorema 1.3.10).

. Mostre que U NV é um subespaco de X, se U e V sao subespacos de X. O subespaco

U NV é chamado intersegao dos subespagos U e V.

Se S C X élinearmente independente, mostre que 0 ¢ S. Mostre que se um conjunto possui
um subconjunto linearmente dependente, entao esse conjunto € linearmente dependente.

Qual a razao, na demonstracao do lema 1.3.2, de substituirmos sempre um dos elementos
zj, ..., T, do conjunto {x;,...,Zn,y1,...,y;—1} pelo elemento y;? Porque nao podemos
substituir y; por um dos elementos yi,...,y;-17

Seja P o espaco vetorial de todos os polinomios na variavel x, com coeficientes em K. Seja
S={1,z,2% ...,2",...}. Mostre que S é uma base de P.
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14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.

CAPITULO 1. BASE E DIMENSAO

Mostre que uma transformacao linear 7 : X — Y é injetiva se, e somente se, ker T = {0},
em que ker T := {v € X; Tv = 0}.

Mostre que K" e P,, sao isomorfos.

Seja T : X — Y um isomorfismo entre os espacos X e Y. Mostre que a inversa T~! :
Y — X é linear.

Mostre que todo espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K ¢é isomorfo a K”. Esse
isomorfismo ¢ unico? Conclua que quaisquer dois espacos de dimensao n sobre o mesmo
corpo K sao sempre isomorfos. Os espagos R™ e C" sao isomorfos?

Mostre que S é uma base de X se, e somente se, todo elemento x € X pode ser escrito de
maneira tnica como combinacao linear dos elementos de S.

Seja X um espago vetorial de dimensao n. Se S = {y1,...,yn} é um conjunto linearmente
independente, mostre que S é uma base de X.

Sejam X um espago vetorial de dimensao n e S = {yi,...,y,} um conjunto que gera X.
Mostre que S é uma base de X.

Seja X um espago de dimensao n e V; @ --- @ V, uma soma direta de subespacos de X.
Mostre que dimV; @ --- @V, =dim Vi + ... +dimV, < n.

Sejam U, V subespagos de X. Mostre que dimU +V =dimU + dim V' — dim(U NV).

Denotaremos por M, o conjunto das matrizes n x n. Defina S = {A € M,x,,; AT = A},
em que AT denota a transposta da matriz A (S é o conjunto das matrizes simétricas);
defina A = {A € Ml,,x,,; AT = —A} (A é o conjunto das matrizes anti-simétricas). Mostre
que M,,»,, =S @ A.

Seja ~ uma relacao de equivaléncia! num conjunto A. Dado x € A, denote
c(x)={y € A,y ~x}

a classe de equivaléncia do elemento x. Mostre que A pode ser escrito como uma uniao
disjunta de suas classes de equivaléncia.

Mostre que a congruéncia médulo Y é uma relagao de equivaléncia.

Seja W C R3 o subespago (verifique!) formado por todas as solucdes da equagio linear
homogénea 2x + 3y + 4z = 0. Descreva as classes de equivaléncia de W em R3.

Seja Y um subespago de X. Mostre que X ¢é isomorfo a Y & X/Y.

A soma direta de espacos vetoriais X1, Xy é o conjunto X; @ Xy de todos os pares
(1, m9) com x; € X7 e x5 € Xy. Definindo adigdo e multiplicacdo por escalar coordenada
a coordenada, mostre que X; @ X5 é um espaco vetorial. Se X; e X5 tém dimensao finita,
entao dim X; & X, = dim X + dim X,.

LQuer dizer, se x,y,z € A, entdo: (i) x ~ x; (ii) se x ~ y, entdo y ~ x; (ii1) se x ~y e y ~ z, entdo = ~ 2.



Capitulo 2

Dualidade

O capitulo visa a apresentacao de uma primeira versao do Teorema de Representacao de Riesz e
também do isomorfismo canonico entre o espaco X e o bidual X”. Ele pode ser suprimido numa
primeira leitura ou a critério do instrutor.

2.1 Isomorfismos

Lema 2.1.1 Sejam X, Y espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K. FEntao, se
T : X — Y € um isomorfismo, a imagem por T de toda base de X é uma base de Y. Em
particular, dim X = dimY.

Demonstracao: Seja {zi,...,x,} uma base de X. Afirmamos que {Tzy,...,Tz,} é uma
base de Y. De fato, seja y € Y qualquer. Existe um unico x € X tal que Tx = y. Mas
r =Mz + ...+ \,x, para escalares \1,...,\, € K. A linearidade de T" entao garante que

mostrando que {T'zy,...,Tx,} gera Y. Suponhamos agora que \{Tx; + ...+ A\, Tz, = 0 para
certos escalares A\q, ..., A,. Entao T (A\z1+. ..+ \,x,) = 0. Como T é injetora, A\jz1+. . .+\,x, =
0. Como {z1,...,x,} é base, \y = ... =\, =0.

O

2.2 O espaco dual

Definicao 2.2.1 Se X é um espago vetorial sobre K, consideremos o conjunto
{¢: X —K: { é€linear}.

De maneira natural vemos que esse conjunto tem uma estrutura de espago vetorial, se definirmos,
para A escalar e £, m nesse conjunto,

(l+m)(z) =L(z)+m(x), (M)(z)=N(x).

Com essas operagoes, denotamos X' = {¢ : X — K : ¢ € linear} o espago dual de X. Os
elementos de X' sao chamados funcionais lineares.
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Exemplo 2.2.2 Seja X = {f : [0,1] — R : f é continua}. Defina ((f) = folf(s)ds e, para

so € [0, 1] fixo, m(f) = f(so). Entao ¢,m € X', <
Seja {x1,...,x,} uma base do espaco vetorial X. Para x € X, existem escalares ¢1(x), ..., ¢, (x)
tais que

r="0(x)r;+ ...+l (z)x,.

Os escalares sao justamente as coordenadas de z na base {z1,...,x,}. (Quer dizer, se z =
a1+ ..o+ apxy, ey = iz + ...+ Bz, estamos denotando £;(x) = ay e Ui(y) = 5;).

Teorema 2.2.3 Seja B = {x1,...,2,} uma base de X e

r="0(x)r)+ ... 4l (x)T).

Entao:
(i) para todoi=1,...,n, {;: X — K € um funcional linear e {;(x;) = 6;;;
(17) o congunto {{,...,0,} € uma base de X', chamada base dual da base B;

(tii) sem € X', entao
m(z) = l(x)m(zr) + ... + Ly(x)m(zy,).

(1v) para todo 0 # x € X, existe m € X' tal que m(x) # 0.

Demonstragao: (i) Suponhamos que x = a1z + ... + apx, e y = By + ... + Gux, (quer
dizer, ¢;(z) = oy e U;(y) = ;). Entao x4+ Ay = (aq + AB1)z1 + ... + (a, + ABp)x, e, portanto
Ui(x + XNy) = a; + AB; = Li(x) + Mi(y).

(77) Suponhamos que A\il; + ...+ A0, = 0 € X'. Avaliando esse funcional sucessivamente
nos vetores x1, ..., T, concluimos que \; = ... =\, = 0. Seja agora m € X'. Entao

m(x) =m(ax; + ... + apxy,) = aym(xy) + ... + aym(xy,) =l (x)m(zy) + ... + Ly (x)m(xy,),

provando nao apenas que (y, ..., ¢, gera X', mas também a afirmagao (iii).
(iv) Se 0 # z, entao alguma coordenada ¢;(x) na expressao = = ¢y(z)x; + ... + £y (x)x, ndo

é nula. Considere m = /;.
O

Observagao 2.2.4 A parte (ii7) do teorema 2.2.3 é uma versao do Teorema de Representacao
de Riesz; veja o teorema 6.3.5. <

Uma vez que X’ é um espago vetorial de dimensao n, temos que esse espago tem o seu dual,
que denotaremos X” e chamaremos o bidual de X. O teorema anterior garante entdo que
dim X" = n, pois ja vimos que dim X' = n.

Note que X" é, por definicao, o espaco vetorial de aplicagoes lineares

X"={L:X"—K: L élinear}.
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Quer dizer, L é uma transformacao linear que associa, a cada funcional linear ¢ : X — K, o
nimero L({) € K. Os elementos de X” sao, aparentemente, complicados. Mostraremos que as
aplicacoes lineares em X" estao canonicamente associadas aos vetores do espaco X. Quer dizer,
existe um isomorfismo entre X e X” que independe da utilizacao de qualquer base nesses espacos
vetoriais. (A existéncia de um isomorfismo entre esses espagos ¢ trivial, ja que eles tém a mesma
dimensao; veja o exercicio 16 do capitulo 1).

Lema 2.2.5 Para cada x € X fizo, considere a aplicacdo L, : X' — K definida por
L.(0) ={(x).

Quer dizer, L, associa a cada funcional linear ¢ € X' o valor que £ assume no ponto x. Entdo
L,e X",

Demonstragao: Suponhamos que ¢, m € X’. Entao, se a € K,
L,({+am) = ({+am)(x) =Ll(z)+am(z) = L,({) + aL,(m).

(Compare essa demonstragao com o exemplo 2.2.2).

Teorema 2.2.6 Todo elemento do espago X" € da forma L, para algum x € X.

Demonstracao: Apesar de ser constituida de etapas bastante simples, a idéia da demonstracao
é relativamente elaborada. Definimos I' = {L, : © € X}. Quer dizer, os elementos de I' sao as
aplicacoes lineares definidas no lema anterior. Vamos mostrar, em primeiro lugar, que I' é um
subespaco de X”. Depois, mostraremos que X é isomorfo a I'. Assim, dimI’ = n = dim X".
Isso quer dizer que I' = X”.
la. parte: I' é um subespaco de X”.

Sejam L, L, € I' e A € K. Consideremos L, + AL,. Queremos mostrar que essa aplicagao
linear é um elemento de I, isto é, L, + AL, = L, para algum z € X. Temos, para £ € X,

(Lo + AL)(0) = Lo(t) + AL, (0) = €(2) + M(y) = €z + Ay) = Loy (0):
2a. parte: X é isomorfo a I'. Definimos

T: X r
T

—
— L.

Vamos mostrar que 7' é um isomorfismo entre X e I". Temos que

T(x+Ay) = Lyyry = Ly + AL, =T(x) + XT'(y),
de acordo com o que mostramos na primeira parte. A aplicacao T' é sobrejetiva por definicao.
A injetividade também é clara: se T'(z) = T'(y), entdo L, = L, e, portanto, L,(¢) = L,(¢)
para todo ¢ € X'. Mas entao {(x) = {(y) e {(x —y) = 0 para todo ¢ € X'. Mas isto implica
que z —y = 0, de acordo com o teorema 2.2.3, (iv). Isto mostra a injetividade e completa a

demonstracao.
O

Concluimos esse capitulo com o seguinte resultado, surpreendente a primeira vista:
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Teorema 2.2.7 Sejam ty,...,t, pontos distintos do intervalo I. FEntdo existem constantes
mi,...,my, tais que

/]p(t)dt =mip(ty) + ...+ m,p(t,)

para todo polinomio p de grau menor do que n.

Demonstragao: O espaco P, de todos os polindémios p(t) = ag + a1t + ... + a,_1t""! de grau
menor do que n é isomorfo a K" e, portanto, tem dimensao n.

Definimos ¢;(p) = p(t;). Entao ¢; € P). Afirmamos que {¢1,...,¢,} ¢é linearmente indepen-
dente. De fato, suponhamos que

MO+ ...+ A\l, =0€P.

Isso implica que

Considere os polinémios
@(t) =t —ta) - (t—tn), @(t) = —t)t—t3) - (t—tn), ... qult) = (t —t1) ... (t — L)

Cada polinomio ¢; possui exatamente n — 1 raizes nos pontos t;, com j # ¢ Substituindo
sucessivamente os polindmios ¢; na relagao (2.1), obtemos A\;q(¢;) = 0, o que implica \; = 0. Isso

mostra que {{1,...,¢,} é linearmente independente em P/ e, portanto, uma base desse espago,
que tem dimensao n.

Assim, todo funcional linear ¢ : P, — R é uma combinacao linear dos funcionais ¢1,...,¢, e,
portanto,

£:m1€1++mn€n

para escalares my, ..., m, € K. O resultado decorre ao considerarmos o funcional linear

pr /1 p(t)dt.

2.3 Exercicios

1. Considere a base B := {vy,v5} do R?, em que v; = (2,1) e vy = (3,1). Acha a base dual
de B.

2. Seja P, o espago de todos os polinomios (com coeficientes em R) de grau menor do que
n. Mostre que as seguintes aplicagbes pertencem ao dual de P,: (a) m;(p(t)) = a; para
todo i = 0,1,...,n — 1, se p(t) € P, é dado por p(t) = ag + a1t + ... + a,_1t"""; (b)
J(p(t)) = [, p(t)dt, para todo p(t) € Py(t).

3. Considere o espaco Py, como acima. Sejam ¢; : P, — R e {5 : P, — R dadas por

li(p(t)) = folp(t)dt e ly(p(t)) = f02p(t)dt. Mostre que B’ = {{1,l>} é uma base de Pj.
Ache a base {vy,v9} de Py da qual B’ é dual.
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4. Sejam X um espaco vetorial arbitrario e f : X — K um funcional linear nao-nulo.

(a) Mostre que ker f tem codimensao 1, isto é, existe w € X tal que
X=kerfd<w>.

(denotamos < w > o espago gerado por w € X).

(b) Se g : X — K é outro funcional linear, entdo g é um miltiplo escalar de f se, e
somente se, o nucleo de g contiver o nicleo de f.

(¢) Sejam ¢, f1, ..., f» funcionais lineares no espago X. Mostre que ¢ é combinagao linear
de fi,..., f. se, e somente se, ker f; N ---Nker f. C ker .

5. Sejam X um espaco vetorial e S C X um subconjunto arbitrario. O anulador de S é o
conjunto St = {f € X': f(s) =0V s € S}. Mostre que S é um subespaco de X’

6. Seja Y C X um subespaco do espaco vetorial de dimensao finita X. Mostre que dim X =
dimY + dimY+. Identificando X e X” (de acordo com o teorema 2.2.6), mostre que
Yyt =v.

7. Seja S = {(2,-2,3,4,—1),(—1,1,2,5,2),(0,0,—1,-2,3),(1,—1,2,3,0)} C R®. Obtenha
o anulador de < S >.

8. Sejam A, B matrizes n x n. Mostre que a igualdade AB — BA = I nunca é satisfeita.

9. Seja W C X um subespago e f : W — K linear. Mostre que existe um funcional linear
¢ : X — K que estende f, isto é, p(w) = f(w) para todo w € W.



Capitulo 3

Aplicacoes Lineares

3.1 Aplicacoes lineares e matrizes I

Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Como sabemos, uma aplicacao linear
(ou transformagao linear) é uma aplicagao 7' : X — Y tal que

T+ y) =T(x)+\T'(y), Vez,ye Xerek.

Exemplo 3.1.1 Um isomorfismo é sempre uma transformacio linear. Se X = Y = R2
definindo 7' como sendo uma rotacao de um angulo # em torno da origem, vemos que T é
linear (verifique!). Se P é o espago vetorial de polinémios T : P — P definida por T'(p) = p’
(derivagao) ¢ uma transformagao linear, bem como S(p) = [ p (integragao). <

Exemplo 3.1.2 Sejam X = R"eY =R eaq;; € R, paraj=1,...,nei=1,...,m. Para
x € X, definimos y = Tz por

yi= Y ayz;, i=1,...,m (3.1)
j=1
(Estamos denotando = = (x1,...,%,) ey = (Y1, ..., Ym), sendo y; = (T'x); a i-ésima coordenada
de y). Afirmamos que 7T é linear. De fato, se w = (wy,...,w,) € R" e A € R, temos
(T'(x 4 Aw)) Z aij(v; + Aw;) = Z a;rj + A Z a;w; = i + AMTw);.
(Escolha i € {1,...,m} e escreva explicitamente a soma que esté sendo efetuada). <

Teorema 3.1.3 Toda aplicacdo linear T : R™ — R™ € da forma (3.1).

Demonstragao: Considere a base canonica {ey,...,e,} do R". Temos entdo que r = xie; +
n ’ .
oot anen =5 xje;. Como T ¢ linear,

y=Tex=T (Z xjej> = ijT(ej).
=1 =1

14
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Denote a i-ésima coordenada do vetor T'(ej) por a;;, isto é, a;; = (T'(e;));. Assim, a i-ésima

coordenada de y é
n
Yi = E TjQig,
j=1

CcOo1mo queriamos provar.
O

E conveniente representar os coeficientes (a;;) da expressao (3.1) como um arranjo retangular:

ayx Qa2 - Q1p

Q21 Q22 -+ Q2p
A= ;

Am1 Qm2 - Amn

denominamos tal arranjo matriz m x n, m sendo o nimero de linhas e n o niimero de colunas.
O elemento t;; é a entrada correspondente a linha 7 e coluna j.

Definicao 3.1.4 Sejam T', S aplicacoes lineares de X para Y. Definimos
(T+ S)(z) =Tx+ Sz, (A\T)(z) =NT=x.

Com essas operacoes, o conjunto de todas as aplicacoes lineares de X para Y € um espaco
vetorial, denotado L(X,Y).

(Compare a defini¢ao acima com a defini¢ao do espago dual).

O exemplo 3.1.2 e o teorema 3.1.3 mostram que existe uma correspondéncia bijetiva entre
o conjunto de matrizes m x n e L(R",R™). Denotamos o elemento a;; da matriz A, chamada
matriz que representa 7' (com relagao as bases canonicas do R™ e R™) por

Tij = aij.

Lema 3.1.5 Sejam S, T : R" — R™. Entdo (S+T);; = Sij + Ti; e (NT);; = NT}5.

Em outras palavras, estao assim definidas a soma de duas matrizes m x n (como a matriz
obtida ao se somar as entradas correspondentes de cada matriz) e a multiplica¢ao de uma matriz
por um escalar (como a matriz obtida ao se multiplicar cada entrada da matriz pelo escalar).
As operagoes no espago L(R™,R™) correspondem das operagoes no conjunto das matrizes m X n,
fazendo desse conjunto, denotado M,,x,, um espacgo vetorial.

Demonstracao: Utilizando a notacao do teorema 3.1.3, temos, por defini¢ao, que a;; e b;; sao
as i-ésimas coordenadas dos vetores T'(e;) e S(e;). Assim, se somamos as i-ésimas coordenadas
desses vetores, obtemos b;; + a;;. Por outro lado, S(e;) +T'(e;) = (S + T)(e;), de modo que a
i-ésima componente do vetor (S + T')(e;) € b;; + a;;.
Do mesmo modo, a i-ésima componente do vetor (AT")(e;) é A multiplicado pela i-ésima
componente do vetor T'(e;).
O
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3.2 Composta de aplicagoes lineares e multiplicacao de
matrizes

Sejam X, Y e Z espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K, eT : X — Y e S:Y — Z aplicagoes
lineares. Denotamos SoT : X — Z a aplicagao composta de T' com S. Quer dizer,

(SoT)z = S(Tx).

E fécil verificar que SoT € £(X, Z). Além disso, se R : Z — W ¢ linear, temos que Ro(SoT) =
(RoS)oT (quer dizer, a composicao de aplica¢oes é uma operagao associativa; isso independe
da linearidade de R, S e T)).

Mais do que isso, temos

(P+S8)oT=PoT+50T Y PeL(Y,Z)

So(T+Q)=S0T+S50Q, VQecL(X,Y).

(também essas propriedades independem da linearidade).

E usual denotar, no caso de aplicacoes lineares, S o T" por ST e chaméa-lo produto das
aplicagoes lineares S e T. Note que, em geral, ST # TS (na verdade, os dois lados nem
precisam estar simultaneamente definidos; mesmo estando, nao hé razao para eles serem iguais).

Através do Lema 3.1.5 foram interpretadas as operagoes no espago vetorial L(R™, R™) em
termos de operagoes entre matrizes, introduzindo assim operagoes em M, ., que fazem desse
conjunto um espago vetorial, isomorfo ao espaco L(R™,R™) (verifique que temos realmente um
isomorfismo!). A composigao de aplicagoes lineares (quando possivel) também pode ser inter-
pretada como operacao entre matrizes. Veremos que elas correspondem a multiplicacao dessas,
o que justifica a denominacao de produto para a composicao de aplicagoes lineares e a notagao
ST ao invés de SoT.

O nosso ponto de partida, para isso, consiste da expressao (3.1). Considerando o vetor z = e;,
vemos que o lado direito de (3.1) produz a j-ésima coluna da matriz (a;;). Mas Te; é justamente
um vetor do R™, cuja i-ésima coordenada é a;;. Assim, é natural interpretar os vetores em R™
como colunas. Para sermos consistentes com esse fato, interpretaremos tanto os vetores no R”
como os vetores no R™ como “vetores coluna”.

Uma matriz A pode ser concebida de duas maneiras diferentes: como uma linha de vetores
coluna ou como uma coluna de vetores linha:

él Qa1;
A=(cr ey ... cy) = : , emque c¢j= : e li=(ajn ap -+ ap). (3.2)

Em Qpj

Enfatizamos a equacao obtida acima:
Te; = c;. (3.3)

Utilizaremos as diversas concepcgoes de uma matriz - arranjo de nimeros ou de vetores linha ou
vetores coluna - para podermos interpretar a composicao de aplicagoes lineares e introduzirmos
a multiplicacao de matrizes.
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Para isso, comegamos por considerar um caso simples: aquele em que a matriz é composta
por uma unica linha. De acordo com o lema 3.1.5, uma matriz linha (¢; ... ¢,) corresponde a
uma aplicacao linear £ : R™ — R. Temos, assim, uma interpretacao para os elementos do espaco
dual do R™: eles sao as matrizes-linha, isto é, as matrizes formadas por uma tnica linha e n
colunas!

Calculando ¢(z) = fx (o vetor x sendo interpretado como um vetor coluna), obtemos, de
acordo com (3.1),

xy
lr=(c1 ... ¢p) : = 121 + CoTo + ...+ CpTy,. (3.4)

Tn

Essa férmula, em particular, define o produto de uma matriz linha por uma matriz coluna!
A férmula de multiplicagao de uma matriz m xn por uma matriz coluna n x 1 decorre também
imediatamente de (3.1): se T' € L(R",R™) é representada pela matriz (a;;), entdo y = Tx tem

coordenadas
n

yi=y agry, i=1...,m (3.5)

j=1

Uma vez que ja convencionamos que 0s nossos vetores sao representados por colunas e

ay; Q12 - Qin €
Q21 Q22 -+ Q2n X2
T.’L' = )
Am1 Am2 - Amn T,
vemos que
1 0 Uz
Yo ly lyx
y = =Tx = o |z= : (3.6)
Ym U, U

o que vem da comparagao de (3.5) com (3.4).

Agora é facil obter a féormula de multiplicagdo de uma matriz p X m por uma matriz m x n:
uma matriz p X m corresponde a uma aplicacao linear S € L(R™,RP) e uma matriz m X n a uma
aplicagao linear T' € L(R™,R™). A composigao ST € L(R",RP) estd bem definida e produz uma
matriz p X n. Vamos caracterizar essa matriz. Pela equagdo (3.3), Te; é igual a c¢;, a j-ésima
coluna de T'. Do mesmo modo (ST)e; corresponde a j-ésima coluna da matriz que representa
ST. Aplicando a féormula (3.6) para z = ¢; = T'e;, temos entao

Elcj
(ST)e; = S(Tej) = Scj = : :
e

em que {; é a k-ésima linha de S. Mostramos assim a regra: se S é uma matriz p x m e T uma
matriz m X n, entao o produto ST é uma matriz p X n, cuja entrada kj é o produto da k-ésima
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linha de S pela j-ésima coluna de T

em que

Note que, uma vez que o produto de transformacgoes lineares é associativo, a multiplicacao de
matrizes € associativa. Outras propriedades béasicas da multiplicacao de matrizes decorrem, do
mesmo modo, das propriedades analogas da composicao de aplicacoes lineares.

3.3 O teorema do nucleo e da imagem

Definicao 3.3.1 Seja T : X — Y uma aplicagao linear. Definimos a imagem de T', denotada
ImT, por

ImT :={yeY;y="Tz}.

Definimos o nicleo de T', denotado ker T, por

kerT :={x € X; Tz = 0}.

O nucleo e a imagem de T sao subespacos vetoriais de X e Y, respectivamente. De fato, se

1,29 € kerT e A € K, entao T(x; + Axg) = T(x1) + AT'(z2) = 0+ A0 = 0, provando que

1+ Axg € kerT. Se y1,ys € ImT, entdo existem zq, x5 € X tais que y; = T'(x1) e yo = T'(x2).

Logo, se A € K, y; + A\ya = T'(x1) + AT (x2) = T'(x1 + Ax2), 0 que mostra que y; + Ays € ZmT.
Temos entao um dos resultados mais importantes da Algebra Linear:

Teorema 3.3.2 (do niicleo e da imagem) Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensao finita
eT € L(X,Y). Entdo
dim X =dimkerT +dimZmT.

Apresentaremos duas demonstragoes distintas desse teorema. A primeira usa a linguagem de
espaco quociente e é bastante sintética. A segunda é bastante construtiva.

Para motivar a primeira demonstracao, cujo fundamento perpassa o estudo de todas as
estruturas algébricas, apresentamos o

Exemplo 3.3.3 Seja A uma matriz m X n e considere o sistema linear ndao homogéneo Ax = b.
Suponhamos que z, seja uma solugao desse sistema. Claramente, z, + 2z também ¢ solucao desse
sistema para qualquer z € ker A. Mas essas sao as unicas solucoes. De fato, se x é outra solugao,
temos que A(x — z,) = 0, de modo que x — x, = z € ker A.

A igualdade x = z,+ 2, com z € ker A, significa que * = x, mod ker A. Portanto, no espaco
quociente R™/ker A a equacao Az = b terd solugao unica [z,)! <
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la. Demonstragao: Essa prova pode ser sintetizada pelo seguinte diagrama:

T
X — ImTCY
)l( /
T,
ker T’ 1
Vamos definir um isomorfismo T, : % — ImT. Como espagos isomorfos de dimensao finita

tém a mesma dimensao, deduzimos que

) X )
dim (kerT) =dimZmT.

Mas, como ja vimos, dim X/ker ' = dim X — dim ker T', de onde segue o teorema.
Definimos, para [z] € X/ker T, T,(|z]) = Tx. Temos:

1. T esta bem definida: x =y mod ker T quer dizer que T'(z —y) = 0, ou seja, T'(z) = T'(y).
2. T, é linear: T,([z] + Aly]) = T,([r + \y]) = T(z + \y) = T+ XTy = T,([z]) + \T,([y])-
3. T, é injetiva: se Ty([z]) = T,([y]), entdo Tx =Ty e T'(x —y) = 0, donde z = y mod kerT.
4. T, é sobrejetiva, por definicao.

Logo T}, é um isomorfismo e o resultado estd provado.
O

A demonstracao acima é a propria esséncia da utilidade do espago quociente. Ela mostra
que, mesmo se 1" nao tiver inversa, podemos construir, de maneira natural, um isomorfismo a
partir de 7', no caso, a aplicacao 7.
2a. Demonstracao: Como ZmT C Y é um espaco vetorial de dimensao finita, existe uma base
{y1,...,y;} para ZmT. Para cada elemento y; existe z; € X tal que Tx; = y;, com 1 <1i < j.

Afirmamos que o conjunto {zy,...,z;} assim obtido é linearmente independente. De fato,
suponhamos que \jz; + ...+ A\jz; = 0. Entao

0= T(/\ll’l + ...+ /\j«rj) = )\1T(Z‘1) + ...+ )\]T(I‘]) = >\1y1 +...+ )\jyj.

Como yi,...,y; sao linearmente independentes, \; = 0 para 1 < i < j, como querfamos.
Consideremos agora uma base {wy, ..., wx} do nicleo de T'. Afirmamos que
{z1,.. . 25, w1, ..., wi}

é uma base de X.
Dado z € X, como Tx € ImT, Tx = My +...+ \;y;, quer dizer, Te = T( Mz +...+\jz;)
e portanto T'(x — \jz1 — ... — A\jz;) = 0. Assim, x — \yzy — ... — \jz; € ker T, donde

T—NT1L— ... — \jTj = Wy + ... + Wy
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Isso mostra que x = A\xq + ...+ \jz; + cquy + ... + agwy, e que {xq, ..., T, wy,. .., W} gera
X.

Suponhamos agora que A\jzq + ...+ A\jz; + oqwy + ... + ogwr, = 0. Aplicando 7' nessa
igualdade temos Ajy; + ...+ Ajy; = 0, o que nos permite concluir que A\; = 0 parai =1,...,7.
Mas entao ajw; +. ..+ apwy, = 0. Como {wy, ..., wy} é linearmente independente, temos «; = 0
para i =1,...,k, o que mostra que todos os escalares sao nulos e completa a demonstracao.

O

Se vocé comparar essas duas demonstragoes, vocé percebera que a esséncia da segunda é o
procedimento aplicado na primeira: mostrou-se que existe um isomorfismo entre Zm T, espaco
cuja base é {y1,...,y;} = {Tx1,...,Tx;}, e o espaco gerado por {zy,...,z;}. Esse tltimo
espago é justamente X/ ker T'!

Mostraremos agora algumas conseqiiéncias do Teorema do nicleo e da imagem. As demon-
stragoes seguem imediatamente da férmula

dim X =dimZmT + dimker T.

Corolario 3.3.4 Suponhamos que dimY < dim X. FEntao existe x # 0 tal que Tx = 0.

Demonstracao: Note que, em particular, dimZm T < dim X.

O corolario 3.3.4 é muitas vezes formulado em termos de sistemas lineares:

Corolario 3.3.5 Seja T : R" — R™ linear, com m < n. Entao o sistema linear homogéneo
Tz =0 (em que T estd sendo identificada com a matriz que a representa) possui solu¢ao nao
trivial, isto €, existe x # 0 tal que Tx = 0.

Corolario 3.3.6 Se dim X =dimY, entdo T € injetiva se, e somente se, T € sobrejetiva.

Demonstracao: Se T' ¢ injetiva, T(x) = 0 implica z = 0. Logo, dimkerT = 0. Assim,
dimZmT = dim X = dimY e, portanto, ZmT = Y. Reciprocamente, se T' é sobrejetiva,
ImT =Y e, portanto, dimker T" = 0.

O

Em particular o coroléario 3.3.6 garante, quando dim X = dim Y, que 7" é injetiva se, e somente
se, ker T = {0}. Esse resultado é valido, na verdade, para quaisquer espacos vetoriais X e Y.
De fato!, se T' é injetiva, claramente ker T' = {0}; se existisse z1 # 3 tal que T'(z;) = T(z2),
entdo T'(x1 — x9) = 0, com 1 — x9 # 0.

A formulagao do corolario 3.3.6 em termos de sistemas lineares é a seguinte:

Corolario 3.3.7 SejaT : R" — R" linear. Entao o sistema nao homogéneo Tx = y tem solucao
unica para todo y € Y se, e somente se, o sistema homogéneo T'x = 0 tem solucao unica.

Finalmente, enunciamos o resultado apresentado no exemplo 3.3.3, que nao passa de uma
caracterizagao do isomorfismo dado na primeira demonstracao do teorema do ntcleo e da im-
agem:

1Veja exercicio 13 do capitulo 1.
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Proposicao 3.3.8 Seja y € R™ um elemento da imagem de T : R™ — R™. Entdao existe um
unico elemento x, € R" tal que toda solugao de T'x =y € congruente a x, mddulo ker T', isto €,
se Tx =y, entdo v = x, + 2, para algum z € kerT'.

3.4 O espaco linha e o espaco coluna de uma matriz

Como vimos, dada uma matriz A = (a;;), podemos vé-la através de suas linhas ou colunas:

ayy ... Qip 41
A= oo =(c1 ... ¢) = : : (3.7)
Am1 -+ Gmn lon
Os vetores colunas ¢y, . . ., ¢, sado vetores do R™. Se C = {cy, ..., ¢, }, chamamos de espago-coluna

o espaco gerado por C, isto é, < C > C R™.

Por outro lado, podemos interpretar as linhas de A ou como elementos do dual (R™)" ou
como elementos do préprio espago R™. Se escrevemos £ = {(1,...,{,,} C R" chamamos de
espago-linha o espaco gerado por L, isto é, < L > C R™.

Comecamos interpretando o espaco-coluna de uma matriz.

s

Lema 3.4.1 Considere o sistema linear nao-homogéneo Tx = b, em que T : R — R™ ¢
representada pela matriz A = (a;;). Entao sdo equivalentes:

(1) FEziste solu¢ao x para Tz = b;
(i1) O wetor b € combinagao linear das colunas de A.

Demonstracao: Basta notar que o sistema T'x = b é equivalente a equacao

a1 a2 A1n by

a21 a22 A2n bo
x . + T9 . +...+x, . =

am1 Am2 Amn bm

O

Em outras palavras, acabamos de mostrar que < C > é o subespaco Zm T, imagem da
aplicacao linear 7.

Definicao 3.4.2 Se A = (a;;) € uma matriz m x n, definimos a matriz transposta de A como a
matriz AT de ordem n X m cujo elemento ij € aj;.

Em outras palavras, se A é a matriz dada por (3.7), entao

ay; ... Qmi
AT =

A1y -+ Amn
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Assim, as colunas da matriz AT sdo justamente as linhas da matriz A. Como conseqiiéncia

imediata do lema 3.4.1 temos que
< L>=7Im A" (3.8)

Se S é a aplicagao linear representada pela matriz A (com relagdo as bases canénicas do R" e
R™), entdao < £ > é a imagem da aplicagao linear ST (que é chamada transposta da aplicacio
linear S e representada pela matriz AT).

Vamos agora relacionar as dimensoes dos espagos < C > e < L > de uma matriz A.
Mostraremos que esses espacos tém a mesma dimensao; isso é um fato notavel, pois eles sao
subespacos de espacos vetoriais diferentes!

Teorema 3.4.3 Dada uma matriz m X n, seu espaco-linha tem a mesma dimensao de seu
espaco-coluna.

Demonstragéo: SupOnhamOS que oS vetores
bl == (blh b127 s 7b1n)7 b2 - (b217 b227 oo 7b2n)7 ORI b?“ - (lea b?"27 s 7b7’n)

formem uma base do espaco-linha da matriz A. Entao cada linha ¢; de A é combinacao linear
desses elementos:

ly = Aaby+ ...+ A\,
62 - )\21()1 + ...+ )\2rbr
by = Apibi+ ...+ by
Igualando a componente i de cada uma das equagoes acima, obtemos
ay; = Auby 4+ Ao + oo+ Arbyy

ay; = )\211)12‘ + /\22b2i +...+ )\2rbm'

ami —= )\mlbl’i + )\meQi + LR _'_ AmrbTi‘

Quer dizer,
ayq A11 A2 A1y
a; 21 A2 Aoy
= by : + by : +... 4+ by : ;
Qs )\ml )\m2 )\mr

mostrando que as colunas de A sao combinagoes lineares dos r vetores

/\11 >\1r
/\21 )\27“

/\ml )\mr
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Isso quer dizer que o espago-coluna tem dimensao, no maximo, igual a r, ou seja,
dm< C>< dm< L >.

Procedendo da mesma maneira com relacao a uma base do espaco-coluna, mostramos que
dim< L£>< dim<C >.

Assim, essas duas dimensoes sao iguais.

Temos entao a seguinte conseqiiéncia imediata:
Coroldrio 3.4.4 Seja A uma matriz m x n. Entdo dimZIm A = dimZm AT

Se denotamos 7 1= dimZm A = dimZm A7, a aplicacao do teorema do ntcleo e da imagem
garante:
dimkerA=n—7r e dimkerAT =m —r.

Assim,
Corolario 3.4.5 Seja A uma matriz n x n. Entao

dimker A = dimker A” .

Esse resultado sé vale para matrizes quadradas.

3.5 Aplicacoes lineares e matrizes 11

Na primeira secao desse capitulo mostramos como associar a cada aplicacao linear 7' : R® — R™
uma matriz A = (a;;) que representa 7' com relacdo as bases canonicas do R™ e R™. Note que
o mesmo procedimento associa a cada aplicacdo linear 7 : C* — C™ uma matriz A = (a;;)
que representa T' com relacao as bases canonicas do C" e C™. Mostraremos agora que a mesma
associacao entre aplicagoes lineares e matrizes é valida para o caso de uma aplicacao linear
T : X — Y entre espacgos vetoriais de dimensao finita X e Y.

A principal diferenca, nesse caso, consiste em nao termos uma escolha “natural” para bases
nos espacos X e Y. Suponhamos que dim X =n e dimY = m. Escolhendo uma base arbitraria

¢

B = {x1,...,2,} do espaco X e escrevendo x = \z1 + ... + \,2,, a aplicacdo B : X — K"
definida por Bz = (A1,...,\,) = Adie; + ... + \ye, é um isomorfismo entre X e K”. Da mesma
forma, ao se escolher uma base C = {y1,...,ymn} no espaco Y, se obtém um isomorfismo C' entre

Y e K™. Temos assim o seguinte diagrama:

T
X — Y
B | 1 C. (3.9)
K* — K™

Tk
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A aplicacao linear Tk é definida como composta de aplicagdes lineares (estamos usando a notagao

de composta para enfatizar)
Tk =CoToB™!

e é representada por uma matriz A, de acordo como o que vimos na primeira secao desse capitulo.
E usual chamar a matriz A de representacio da aplicagao linear T com respeito as bases B
e C (dos espagos X e Y, respectivamente) e denotar A = T§. Temos, assim, uma identificagao
entre a aplicagao linear T e a matriz A = T. Com essa identificagao, o diagrama (3.9) pode ser
condensado: :

Ty

XB > ve (3.10)

(estamos enfatizando, na expressido dos espacos X e Y, as bases que produziram a matriz T§).
E f4cil verificar (veja exercicio 8) que a inversa T~ !, quando existe, é representada pela matriz
A7t = [T§]™!, chamada matriz inversa da matriz A.

Note que, em particular, esse mesmo raciocinio pode ser empregado no caso de uma aplicagao
linear T : R™ — R™, se escolhermos bases arbitrarias em R" e R™.

Associamos assim a cada aplicacgoes linear T' : X — Y uma matriz, cuja expressao depende
dos isomorfismos entre X e K" e Y e K™. Esses, por sua vez, dependem das bases consideradas
nos espacos X e Y. Uma vez que cada escolha de base em X produz um isomorfismo diferente
entre X e K” e o mesmo acontece com Y e K", vemos que existem muitas maneiras distintas
de representar uma transformacao linear por meio de uma matriz. Como se relacionam essas
diferentes matrizes que representam a aplicacao linear 77

Seja, portanto, uma outra representacao Tg, relativa as bases Bde X e C de Y. Consideremos
a aplicacao linear que leva as coordenadas de x na base B nas suas coordenadas na base B. Essa
aplicagao ¢ um isomorfismo e é representada por uma matriz, como acabamos de sintetizar no
diagrama 3.10. Essa matriz é denotada P§ : X — X e chamada matriz mudanga da base
B para a base B (no exercicio 7 se pede para mostrar que essa matriz corresponde a aplicacao
“identidade” entre X com a base B e X com a base B). Da mesma forma, temos o isomorfismo
QS, mudanca da base C para a base C. Temos, assim, o diagrama

Ts
X,B — Y,C
PE | e
X,B — Y, C
7§

Esse diagrama, cujos componentes sao matrizes, nos mostra que
TS = QS TS PE.
Note que [Qg]_l = Qg— (veja exercicio 9), de modo que
T§ = QETSFS.
O caso em que os espacos X e Y sao iguais permite que se tome a mesma base nos dois espacos.
Nesse caso, denotamos T3 por T, que é chamada representacio de T na base B. A relagao entre

Tg e T é dada por )
Tz = [PE) 'TsPE = PETsPg,
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para qualquer outra base B de X.

Exemplo 3.5.1 Considere a aplicacao linear T : R? — R? definida por
T(x,y) = (4o — 2y,2z + y).

Para simplificarmos a notagao nesse exemplo, escreveremos os nossos vetores indiferentemente
como linhas ou colunas.

Sejam B a base do R? formada pelos vetores v; = (1,1) e v, = (—1,0). Vamos achar a
matriz que representa T' com relagao a base B. Quer dizer, estamos utilizando a mesma base no
dominio e na imagem e procuramos a matriz Tg. Para isso, calculamos

T(v1) = (2,3) = 3(1,1) + (—=1,0) = 30 + vo.

Note que escrevemos a imagem de T'(v;) na base B, utilizada também no contradominio. De
acordo com a notacao introduzida na defini¢ao 1.3.8, temos

s = (7)),

Da mesma forma, T'(v9) = (—4, —2) = —2(1,1) + 2(—1,0) = —2v; + 20, e, portanto,

s = 73 ).
TB:(‘;’ _3)

As colunas de Tx sao as imagens dos vetores da base B, escritas na propria base B utilizada,
nesse caso, também no contradominio.

Se quisermos calcular a imagem do vetor (1,2) = le; + 2e5 utilizando a matriz T, primeiro
expressamos esse vetor na base B:

Assim,

(1,2) = 2(1,1) + 1(—1,0) = 2uv; + vs.

()= 5) () -(8)

obtemos a “resposta” na base B. Se quisermos a resposta na base canonica, precisamos escrever
o resultado obtido nessa base:

Calculando

4(1,1) +4(—1,0) = (0,4) = Oey + ey,

que é o mesmo que calcular diretamente 7'(1, 2) utilizando a expressao T'(z,y) = (4o —2y, 2x+vy).
Para entendermos melhor a estrutura desse exemplo, temos o seguinte diagrama

Te
R%2, & — R2%E
PE | | PE.
R2,B — R2%B
Tr
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Aqui, T¢ é a representacao “natural” da transformacao T'(z,y) = (4o — 2y,2z + y). Isso é, a
matriz cujas colunas sao, respectivamente, 7(1,0) = (4 2) e T(0,1) = (=2 1).)

A matriz Tp é a matriz obtida no exemplo. A matriz P? ¢ a matriz mudanga da base £ para
a base B. Ela é obtida pelo mesmo método (veja exercicio 7): escrevemos a imagem dos vetores
e1, o pela aplicagao identidade na base B. Temos

(1,0) = 0(1,1) = 1(=1,0) = 0vy — vy e (0,1) = 1(1,1) + 1(=1,0) = 1v; + luy.

01
PF = ( 1 )
Te = [PF] ' T3P,

() () ()

Se calcularmos a inversa da matriz PZ, verificaremos esse fato. Entretanto, é facil obter P§.
Essa matriz tem como colunas a expressao dos vetores v; e vy na base canonica. Assim, é claro

que
1 -1
E _
pB_(l 0).

Verifique que P§ = [PF]~1. |

A matriz PP é, entdo,

O diagrama anterior garante que

ou seja,

3.6 A transposta de uma aplicacao linear

Existe uma maneira intrinseca de se definir a aplicacdo transposta 77 de um operador linear
T. (No caso de aplicagoes lineares se denota a transposta 77 também por 7', o que faremos a
seguir).

Para isso, sejam T : X — Y uma aplicacao linear entre os espacos X e Y e £ € Y, isto é,
¢:Y — K é linear. Entao o produto dessas aplicagdes (isto é, a composta) ¢T : X — K é um
elemento do dual X’.

T

X — Y
N L
mgK

Estamos denotando (provisoriamente) my(z) = ¢(Tx). Note que, variando ¢ € Y’ obtemos
diferentes aplicagoes m € X'. Consideremos entao 1" : Y’ — X’ definida por

T'(0) = 4(Tx) = my(z).
Afirmamos que 7" é linear. De fato,

T'(ly + Ms) = (b1 4+ M) (Tx) = 01(Tx) + Mo(Tx) = T'(b1) + XT'(bs),
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para quaisquer f1,¢, € Y/ e A € K. Desse modo, a aplicacao T" é definida como uma aplicacao
linear definida no espaco dual Y’ e tomando valores no espaco dual X'.

Vamos agora introduzir uma nova notagao para a avaliacao de um elemento do dual em
um ponto do espago: até agora estamos denotando, se ¢ : Z' — K e z € Z, {(z). Também
denotaremos ¢(z) por

(¢, z).

Abandonaremos a notacao proviséria m, e usaremos a notacao 1’¢. Assim, por definicao,
(T'C,x) = (¢, Tx)

ou, 0 que é 0 mesmo

T'¢ = (T. (3.11)

Nosso préximo objetivo é caracterizar a aplicacdo T para o caso de T : R™ — R™. Vere-
mos que podemos representar 1" (a aplica¢do transposta) por uma matriz, que é justamente a
transposta da matriz que representa T com relacao as bases canonicas do R™ e R™.

O lado direito de (3.11) tem interpretagao imediata: como ¢ € (R™)’, ¢ é dada por uma
matriz linha, de modo que

aip ... Qip

(T =(c1 ... )

aml --- Amn

Se quisermos interpretar 7" como uma matriz, entao devemos identificar (R™)" com R™ e (R")
com R™. Assim 7" : (R™)" — (R")’ passa a ser vista como uma aplicagdo 7" : R™ — R™. O vetor
coluna ¢ € R™, quando aplicado a 7", satisfaz a igualdade T'¢ = (T, ou seja, se B = (b;;) ¢ a
representagao matricial de 7" (com relacdo as bases canonicas do R™ e R"), entao

C1 b11 e blm C1 ay ... Qip
/ . . . .
T : = - : =(c1 ... cm)

Cm b .. aum Cm Ami -+ Qmn

A segunda igualdade acima mostra que B = (b;;) deve satisfazer b;; = a;;, como se verifica
mediante escolha adequada de ci, ..., ¢,,. Mas entdao B = AT, como antes definido.

3.7 Exercicios

1. Represente matricialmente a base dual da base {ey,...,e,} do R™

2. Mostre a proposicao 3.3.8 utilizando o isomorfismo 7, definido na primeira demonstragao
do teorema do nicleo e da imagem.

3. Seja X =W, & Wy e x =w; + wy, com w; € W;. Mostre que Il : X — W, definida por
IIz = w;, é uma aplicacao linear. Seja m : X — X uma aplicacao linear tal que 72 = 7
(uma tal aplicagao linear é chamada projegao). Mostre que X = kerm @ Zm . Mostre
também que IT (definida acima) é uma projecao.
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10.

11.

12.

13.
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Sejam X um espago vetorial e Y C X um subespaco. Mostre que 7 : X — X/Y definida
por m(z) =z + Y = [z] é uma aplicagao linear.

Sejam X e Y espacos vetoriais e B uma base de X (mesmo que X tenha dimensao infinita).
Facamos corresponder, de maneira arbitraria, um vetor y, € Y a cada elemento x € B.
Mostre que existe uma tunica transformacao linear 7' : X — Y tal que Tz = y, para todo
x € B. (Note que, em particular, isso implica que uma transformagao linear 7' : K* — K™
fica completamente determinada pela imagem que ela assume em qualquer base do K").
Mostre entao que uma transformacao linear T : X — Y ¢é injetiva se, e somente se, leva
vetores linearmente independentes em vetores linearmente independentes.

Sejam X e Y espagos vetoriais com a mesma dimensao. Suponhamos que, para as aplicacoes
linear T: X - Y eS:Y — X, seja verdadeiro ST = I, a identidade em X. Mostre que
S =11

. Verifique que a matriz Pg : X — X corresponde a representacao matricial da aplicagao

identidade I : X — X, com relacdo as bases B e B.

Seja T : X — Y uma aplicagao linear invertivel representada, com relagao as bases B e C
dos espacos X e Y, respectivamente, pela matriz Tj5. Mostre que a aplicacdo inversa 7!
é representada pela matriz [T§]".

. Seja Pg a matriz mudanca da base B para a base B. Mostre que (Pé?)_1 = Pg.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Definimos, para v,w € V, v = w se
existe uma transformacao linear invertivel T': V' — V tal que Tv = w. Mostre que assim
estd definida uma relacao de equivaléncia. Mostre também que essa relagao de equivaléncia
possui apenas duas classes: uma formada apenas pelo elemento 0 € V' e a outra formada
por todos os outros vetores de V.

Considere os polindomios p; (t) = Tt5+6t%, po(t) = 1+t no espago Pg de todos os polinémios
de grau menor que 6.

(a) Se S = {p1,p2}, descreva < S >;
(b
(

Cc

)
) ache uma base B de Pg que completa o conjunto linearmente independente S
) determine a representagao de cada um dos vetores de B nessa base;

(d) determine a representagao de g € Pg em termos da base B.
Seja P o espaco de todos os polinomios na varidvel ¢. Considere 1" : P — Py definida da
seguinte maneira: se p € P entao Tp é o polinomio em Py cujos coeficientes de grau menor
que 6 sao iguais aos coeficientes de p. Mostre que T é linear. Ache uma base para ZmT e
ker T'. O teorema do nucleo e da imagem se aplica? Justifique.

Se
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defina T : Moo — My 3 por
T(M) _ ( a2 aij; — a2 G21 — ai2 ) ‘

Q2 Q21 — Q11 Q22 + G2

Sejam

(a) Mostre que T': My — My 3 é linear;
(b) mostre que B e B’ sao bases de M2, enquanto C e C’' sdao bases de Mlyys;

(c) ache a representacao matricial de T relativa as bases B e C, bem como a relativa as
bases B’ e C';

(d) ache a relacao entre essas matrizes;

(e) obtenha bases para kerT e ZmT.

14. Sejam T'(z,y,x) = (z+y+z,y+z2,2) e B={(1,0,1),(0,1,0),(—1,0,1)}. Entao:
(a) ache a matriz Tjg;
(b) usando a matriz acima, especifique uma base para ker T e Zm T}
(¢) calcule T'(1,1,1) utilizando a representagao matricial calculada em (a).
15. A definicao dos espagos kerT' e ZmT de uma aplicagao linear 7' : X — Y independe

(da existéncia) de bases nesses espacos. Contudo, se A é uma matriz que representa uma

transformacao linear, tanto ker A como Zm A dependem das bases consideradas no dominio
e no contradominio. Explique.

16. Sejam X um espaco vetorial de dimensao finita e 7': X — X uma aplicacao linear. Mostre
que

X=kerTOSImT

se, e somente se, ker T' = ker T2,
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17.
18.

19.

20.

21.
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Justifique? o algoritmo utilizado para se obter a inversa de uma matriz quadrada A.
Sejam A, B matrizes quadradas invertiveis. Mostre que (AB)~! = B~1A~1,

Seja A = (a1 ay ... a,) e B uma matriz cuja j-ésima coluna é b; = (by; by; ---bn;)7. Se
estd definido o produto AB, mostre que a j-ésima coluna de AB é dada por

Abj = bljal + ...+ bnjan.

Se V' é um espaco vetorial de dimensao finita n e Wy, ..., W, sao subespagos de V' tais que
V=W &---&W,, mostre que dim W, = 1.

Seja agora T : V' — V uma transformacao linear e V.= W; @ - - - & W}, (os subespagos W;
nao precisam ter dimensao igual a 1). Suponhamos que T'(W;) C W; para i € {1,...,k}
(dizemos que os subespagos W; sdo invariantes por 7. Se B; for uma base de W;, mostre
que B = Ule B; é uma base de V. Ache Tg, a representacao de T' na base B em termos
de Tg,, a representagao de 17" : W; — W, na base B;.

Sejam A, B € M, 0 espaco das matrizes n x n com coeficientes em K. Definimos A ~ B
se existe uma matriz invertivel P € M,,,, tal que B = P"'AP. Mostre que A ~ B é uma
relacao de equivaléncia. Esboce um diagrama que representa essa relacao de equivaléncia.
E usual dizer entao que A e B sao iguais, a menos da uma mudanca de base. Vocé consegue
dar um sentido para essa frase?

2Para esse exercicio é necessério o conhecimento do conceito de matrizes elementares. Veja a secdo 8.1.



Capitulo 4

Determinantes

4.1 Permutacoes

Definigao 4.1.1 Seja S = {1,2,...,n} ou, mais geralmente, um conjunto {z1,...,x,} comn
elementos distintos. Uma permutagao ¢ uma aplicacao sobrejetiva p: S — S.

E claro que p é, necessariamente, injetiva. Assim, permutacoes podem ser compostas e tém
inversa. Denotaremos p° a permutacao identidade, g o p = gp a composta de duas permutacoes
e definimos, para k € N*, p* = pp*~!. Definimos, para k € Z, k < 0, p* = (p~!)~*.

Existem varias notagoes para uma permutagao p : S — S. Em geral escrevemos p(i) = p;

(ou p(x;) = p;) e denotamos

1 2 ... n 12 ...n
p(l,...,n) = ou p=—.
Pr P2 ... Pn P1P2 - - - Pn

Entao

<

Definicao 4.1.3 Seja p : S — S uma permutacao. Dados a,b € S, definimos a ~ b mod p se
eziste i € 7 tal que b= p'(a).

Isso estabelece uma relacao de equivaléncia! em S. De fato:
(i) a ~a mod p, pois a = p°(a);

(it) a ~ b mod p implica b ~ a mod p, pois b = p'(a) implica p~*(b) = p~*(p‘(a)) = «;

Veja exercicio 23 do capitulo 1.

31
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(iti) a ~b mod p e b~ c mod p implica a ~ ¢ mod p, pois b = p'(a) e c = p’(b) e, portanto,

c=p(p'(a)) =P+ (a).

Definicao 4.1.4 Chamamos de 6rbita de a a classe de equivaléncia a que pertence o elemento
a. Assim, a drbita de a consiste de todos os elementos p'(a), i € Z.

Entretanto, p‘(a) € S para todo i. Assim, existe um menor inteiro positivo k (que depende do
elemento a) tal que p*(a) = a. O nimero k = k, é chamado ordem do elemento a.

Definigao 4.1.5 O ciclo de a € o conjunto ordenado {a,p(a),p*(a),...,p* 1(a)}.

Veremos como identificar o ciclo de a com uma permutagao ¢ : S — S. Primeiramente
mostraremos

Lema 4.1.6 Todos os elementos da orbita de a estao presentes no ciclo de a. Os elementos do
ciclo de a sao distintos.

Demonstragao: Consideremos s € Z e p®(a). Seja k a ordem do elemento a. Entao existem
inteiros m e r tais que s = mk + r, com 0 < r < k (divis@o euclidiana). Mas entao

p’(a) = p™*(a) = p™*(p'(a)) = p'(a),

mostrando a primeira afirmacao (veja exercicio 1).
Se fosse p' = p? para 0 <i < j < (k—1), entao a = p’ = p’~*, com j — i < k, contradizendo
a definicao de k.
O

Se conhecemos todos os ciclos de uma permutagao p, conhecemos a imagem de todos os
elementos de p. A cada ciclo corresponde uma permutacao de S. De fato, para cada a € S
e 0 < i <k,—1, considere a permutagao que envia p'(a) em p*'(a), os elementos que nao
pertencem ao ciclo de a permanecendo inalterados. E usual chamar de ciclo & permutacao assim
obtida (e ndo mais ao conjunto obtido através das 6rbitas). Daremos um exemplo ilustrando
essas idéias:

Exemplo 4.1.7 Seja S = {1,2,...,6}. Consideremos p : S — S definida por (2 1 3 5 6 4).
Entao 1 = p°(1), 2 = p*(1), p*(1) = p(p(1)) = p(2) = 1. Assim, o ciclo de 1 é {1,2}. O ciclo
de 3 consiste apenas do 3; o ciclo de 4 consiste dos elementos 4, 5 = p(4), 6 = p?(4) = p(5),
pois p*(4) = p(p*(4)) = p(6) = 4. Note que p(1) = 2, p(2) = 1, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 6,
p(6) = 4. Assim, conhecemos a imagem por p de todos os elementos de S.

Ao conjunto {1,2} corresponde a permutagao p; : S — S tal que pi(1) = 2, p1(1) = 1, os
outros elementos permanecendo fixos. Vamos denotar tal permutacao por (1 2). (Note que,
para um conjunto S fixo, essa nota¢do nao ocasiona ambigiiidade). Da mesma forma, seja py
a permutagao definida por py(4) = 5, p2(5) = 6, p2(6) = 4, os outros elementos permanecendo
fixos; vamos denotar ps por (4 5 6). Verifique que p = p1ps = pop1 (a0 conjunto {3} corresponde
a permutacao identidade). As permutagdes pi,pe e ps sao os ciclos de p. E usual desprezar o
ciclo identidade ps3 e dizer que os ciclos de p sao p; e p. Note que os ciclos de p sao disjuntos,
pois foram gerados por classes de uma relacao de equivaléncia. <
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O que aconteceu no exemplo acima é um fato geral:
Lema 4.1.8 Toda permutagao € o produto (quer dizer, a composi¢ao) de seus ciclos.

Demonstracao: Sejap: S — Ses € S. Sejam py,...,p; os ciclos de p. Como esses ciclos
sao gerados por classes de equivaléncia, existe i € {1,...,;} tal que s € p;. De acordo com o
exercicio 1, temos que

pi=(sp(s) ... pP"7'(s))

em que k é a ordem de s. Mas o ciclo p, afeta apenas os elementos que ele contém, os outros
permanecendo fixos. Assim, (p1...p;...p;)(s) = pi(s) = p(s). Isso mostra o afirmado. Note
que é irrelevante a ordem em que o produto de ciclos é tomado.

O

Definicao 4.1.9 Uma transposicao ¢ uma permutacao p : S — S tal que existem dois ele-
mentos i,j € S (ou a;,a; € S) com

plk) =k, VkeS, k#i, k#j; pi)=j ep(j) =1i.

Consideremos um ciclo (a; as ...am) = (a1 plar) ...p" Y(a1)). E fcil verificar que esse ciclo
pode ser escrito como produto de transposicoes:

(a1 ag ...ap) = (a1 am) ... (a1 az)(a; as).
Essa decomposicao, entretanto, nao é uinica. Por exemplo, podemos escrever
(123)=(13)(12)=(32)(31).

Vamos mostrar, entretanto, que o nimero de fatores numa decomposicao de um ciclo como
produto de transposicoes é sempre par ou sempre impar. Para simplificar a notagao, denotaremos
S =A{xy,...,z,} ao invés de {1,...,n}.

Defini¢ao 4.1.10 Seja S = {x1,...,x,}. Definimos o discriminante P(zq,...,x,) por
P(.I'l, c ,ili'n) = H(.TZ — ij).
i<j
Exemplo 4.1.11 Consideremos S = {x1, z2, 23, 24}. Entao
P(x1, 79,73, 74) = (21 — 22) (21 — 23) (21 — 24) (T2 — 23) (T2 — 74) (73 — 74).

Note que [[,_;(z; — x;) contém todos as combinagdes de termos (z; — z;), com i # j. O

discriminante apenas prescreve uma ordem para essas combinacoes: aquelas com i < j. <
Se p: S — S é uma permutagao no conjunto S = {xy, s, ..., x,}, definimos
P,(xq,29,...,2,) = H(%i —Tp,).
i<j

Afirmamos que
P,(x1,29,...,2,) = £P(x1,29,...,2,).

De fato, como p é uma permutacdo, todas as combinagoes z; — x; constam de P,(xq,...,Z,).
Entretanto, ou elas aparecem com 7 < j ou com j > 7. Isso mostra que elas podem diferir apenas
em modulo.
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Exemplo 4.1.12 Considere a permutacao

Xy T2 I3 $4>

Xr1,TX9, T3, =
p( 1,42, 43, 4) (ZL‘4 To T3 Ty

Entao
Py(x1, 2,23, 24) = H(l‘m — Tp,)
(xpl - xpz)(xm - x/ps)@pl - xp4)(xp2 - xp3)<xp2 - xp4)($p3 - xm)
= (24— 22) (x4 — 23) (24 — 21) (72 — 23) (22 — 1) (23 — 71)
= [—(v — z4)][~ (23 — z0)] [~ (71 — 24)|(72 — 23)[~ (21 — 22)][— (71 — 73)]
= —(21—22)(w1 — 3) (@1 — 24) (w2 — @3) (22 — @) (75 — 24)
—P(xy,...,24).

Definigao 4.1.13 O sinal o(p) (ou paridade) de uma permutacdo p € definido por
Py(z1,...,2,) = 0(p)P(x1,...,%n).

Claramente temos o(p) = %1.

Note que se o(p) = 1, entdo p altera um ndmero par de termos x; — x; na definicao do
discriminante e, se o(p) = —1, p altera um nuimero impar de termos. Assim, se 7 é uma
transposicao, entao o(7) = —1 (justifique esse argumento no exercicio 2). Além disso, temos

Lema 4.1.14 Se py, ps sao permutagoes, entao

o(pap1) = o(p2)o(p1).

Demonstragao: De fato, suponhamos que o(p;) = —1 = o(p2). Entéo p; altera um nimero
fmpar k; de termos de {z1,...,x,} e py altera um niumero impar ks de termos. Escrevemos
ko = ni + ng, em que n; > 0 é a quantidade de termos alterados por py dentre aqueles que ja
havia sido alterado por p; (esses ficam, portanto, inalterados). Assim, o total de termos alterados

pOT popy = P2 © Py €
kl—n1+n2:k1—n1+k2—n1:k1+/€2—2n1.

Como ky + ko é par, temos que o total de termos alterados é par. O mesmo argumento se aplica

a todos os outros casos.
O

E facil agora notar que o nimero de transposi¢oes na decomposicao de uma permutagao é
sempre par ou sempre impar. Suponhamos, por exemplo, que numa decomposicao de p tenhamos

encontrado um numero par de transposigoes. Como o(7) = —1 para toda transposigao T,
concluimos que o(p) = 1. Se fosse possivel escrever p como um produto de um niimero impar
de transposigoes, terfamos o(p) = —1, absurdo. Em outras palavras, mostramos que se p =

T, O -++ 0Ty, €ntao
o(p) = (1)~ (4.1)
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4.2 Determinantes

Definigao 4.2.1 Sejam aq,as, ..., a, pontos do R". Definimos o determinante D(aq, ..., a,)
desses pontos como uma fun¢ao
D:R* x --- x R" — R
(ar , ... , ap) — D(ay,...,a,)

satisfazendo as sequintes propriedades:
(¢1) D(ai,...,a,) =0 sea; =a; parai#j,i,j€{1l,...,n}

(17) D(ay,...,a,) € uma aplica¢io n-linear, isto €, é uma aplicacao linear de cada coordenada,
as outras sendo mantidas fixas; em outras palavras, se todos os a; com i # j estao fixos,

D(ay,...,\Xx +y,...,a,) = AD(ay,...,x,...;a,) + D(ag,...,y,...,a,).

(1ii) D(eq,...,e,) =1, em que {eq,...,e,} € a base canénica do R™.

Se A € uma matriz n X n com vetores coluna ai,...,a,, (quer dizer, A = (a1 as -+ ay)),
definimos det A = D(aq, as, ..., a,).

Temos, como conseqiiéncia imediata da definicao do determinante,
Lema 4.2.2 O determinante satisfaz as propriedades

(iv) D € uma aplicacdo linear alternada, isto €, se trocarmos a; por a;, entdo o valor do
determinante é multiplicado por —1. Sendo mais preciso,

D(ay,...,ai,...,65,...,0,) = —D(ay,...,a5,...,6;...,a4,).

(v) Se ay,...,a, sdo linearmente dependentes, entao D(ay,...,a,) = 0.

Demonstracao: Para mostrar (iv), uma vez que apenas os elementos a; e a; estdo sendo
trocados, indicaremos apenas essas coordenadas no determinante e denotaremos a := a; e b := a;.
Temos:

D(a,b) = D(a,b)+ D(a,a) = D(a,a+ )
D(a,a+b) — D(a+b,a+b) = —D(b,a+b) = —D(b,a) — D(b,b)
—D(b,a).

Se aq,...,a, sao linearmente dependentes, entao um desses elementos pode ser escrito como
combinagao linear dos restantes. Vamos supor que a; = Asaj + ...+ A\,a,. Decorre entao de (iv)
que
D(ay,...,a,) = DAsas+ ...+ \ay,as,...,a,)
= XoD(ag,as,...,a,) + ...+ \yD(an,as,. .., a,).

Pela propriedade (i), todos os termos na tultima linha sdo nulos.
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4.2.1 Determinantes e permutacoes

Nessa subsecao mostraremos a férmula classica do determinante em termos de permutagoes.
Para isso, consideremos vetores aq,...,a, € R" arbitrarios. Escrevendo cada um desses vetores
em termos da base candnica do R”, obtemos

a; = anelr+...+ap€y,
s — A12€1 + ...+ An2€n,
ap = Qaip€1+ ...+ appen,
(estamos usando essa notagao para os indices, pois os vetores ay, ..., a, sdo colunas!).

Assim,

D(ay,...,a,) = D(ajer+ ...+ apien,ag,...,a,)

= anD(ej,ag,...,a,) 4+ ... +anD(ey,as,. .. a,).

Se substituirmos agora as por aise; + ...+ aye,, obteremos uma expressao semelhante. Note
que, a partir de cada parcela da soma acima, essa substituicao cria outras n parcelas. Entretanto,
existem alguns cancelamentos; por exemplo, sabemos que D(ey,e1,as,...,a,) = 0. Feitas todas
as substituicoes de as, ..., a,, chegaremos a

n

D(al,...,an) = Z aillaiﬂ---ainnD(eil,...,ein).

Ulyeensin=

Nesse somatorio sao nulas todas as parcelas em que ha repeticao de algum dos indices iq, ..., %,.
De fato, nesse caso, temos que i, = i; para k # j e entdao e; = e;;. A propriedade (i) do
determinante garante entdo que D(e;,...,€;,,...,€5,...,¢;,) = 0. Quer dizer, como todos os
indices i1,...,1, sao diferentes entre si, estd assim estabelecida uma permutagao dos inteiros
{1,...,n}. Quer dizer, no somatdrio acima precisamos apenas considerar

D(ay,...,a,) = Z Apy1Qpy2 - - AponD(€py ... €p),

p

em que p percorre as permutagoes de S = {1,...,n}. Se p é uma permutacao, podemos escreve-
la como produto de transposigoes. Pela propriedade (iv) do determinante, uma transposi¢ao
altera o valor de D pelo fator —1. Se p é um produto de k£ transposicoes, D sera alterado por
(—1)%. Decorre entao da férmula (1) que D(ep,, ..., ep,) = o(p)D(e1, ..., e,) = o(p), em virtude
da propriedade (7i7) do determinante. Assim temos, finalmente,

D(ay,...,a,) = Z () ap,1py2 -+ Apn,s (4.2)

P

que é a expressao classica do determinante em termos de permutagoes. (Muitos autores usam
essa expressao como defini¢ao do determinante).
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Exemplo 4.2.3 Sejam a; = (a1, a21) € as = (ay2, ax) vetores do R?. Calcule o determinante

D((Il, CLQ).

Precisamos, em primeiro lugar, determinar todas as permutagoes do conjunto {1,2}. Elas
sao p; = id e py = (1 2). Temos que o(p;) =1 e o(p2) = —1 (note que py é uma transposigao!).
Entao

Cbh CL2 E U apllapQZ = (1)CL11&22 + (—1)(112%1 = Q11022 — Q12G21.-

<

O exercicio 4 pede para que se calcule, dessa maneira, o determinante de trés vetores genéricos
do R3. E claro que, depois de ter feito esse exercicio, vocé terda chegado a conclusao que esse
processo para se calcular o determinante nao é muito pratico...Entretanto, o seguinte corolério
é importante:

Coroldrio 4.2.4 Eziste (no mdzximo) uma fun¢ao D satisfazendo as propriedades (i) — (iii).

Demonstracao: De fato, se D também satisfizesse essas propriedades, D satisfaria a mesma

expressao obtida para D em termos de permutacoes.
O

Falta, entretanto, mostrar que existe alguma funcao satisfazendo as propriedades do deter-
minante. E o que faremos agora.

Teorema 4.2.5 Existe uma unica fungao determinante.

Demonstracao: Como vimos, basta provar a existéncia de uma fungao determinante. Mostrare-
mos que a fungao definida pela expressao (4.2), isto é,

D(ay,...,a,) = g (D) Apy1Gpy2 -+ Qprns (4.3)
p
satisfaz as propriedades (i) — (ii7) da fungao determinante. (Lembramos que p denota uma
permutagao do conjunto S = {1,...,n}).
(¢) Suponhamos que os vetores a; e a; sejam iguais. Seja 7 a transposigao entre a; e a;.
Entao arp,1Grpy2 -+ Qrpon = Apy1Gpy2 -+ Gp,.n, POIS T transpoe os vetores a; e a;, que sao iguais, e
mantém fixos os outros vetores. Assim,

D(...,a4...,65,...) = Za(p)apllamz---apnn:Za(p)afpllafng---awnn

p

= — g (TD)Arpy1Grpy2 -+ Qrpon = —D(. .. aj, .. a4, .. ),

Como D(...,a,...,a;,...) = D(...,aj,...,ai,...), resulta que D(...,a;,...,a;,...)=0.
(77) A linearidade ¢ imediata, notando que cada parcela de (4.3) contém exatamente uma
coordenada do vetor a; + kb;, de modo que

D(ay,...,a; +kb;, ... a,) = D(ay,...,a;...,a,) +kD(ay, ..., by ... a,).
(1ii) Se p; # i, a coordenada do vetor a; = e; tomada no somatério (4.3) serd nula. Assim,

apenas a permutacao identidade, produz termo nao-nulo. No caso da identidade, temos sinal

igual a 1 e todos os termos a,,; = 1, de modo que D(ey,...,e,) = 1.
O
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4.3 Propriedades do determinante de uma matriz

Definicao 4.3.1 Seja A uma matriz n X n, com colunas aq, ..., a,. Definimos o determinante
da matriz A por

det A = D(aq,...,an).

Nessa se¢ao mostraremos algumas propriedades classicas do determinante de uma matriz.

4.3.1 O determinante da matriz transposta

Uma vez que o(id) = 1, notamos que 1 = o(pp™') = o(p)a(p™!), o que mostra que o(p) = o(p~).
Teorema 4.3.2 Seja A uma matrizn x n e AT a transposta da matriz A. Entdo

det A = det AT

Demonstragao: A equagao (4.3) garante que

det A = Z U(p)apllam? © Apyn-
p

Mas, se p(i) = j, entao i = p~'p(i) = p~!(j). Como estamos denotando p(i) = p;, denotaremos
pi(j) = p‘lj, de modo que a ultima expressao pode ser escrita como, ¢ = p‘lj. Assim, se
p1 =7, entao ay1 = ajp-1 . Da mesma forma para os outros indices, de modo que

Z (D) apy1Gpy2 -+ Qppn = Z o(p)aip-1,Qgp-1, - Qpp-1, .
p P

Mas se p percorre todas as permutagoes de {1,...,n}, o mesmo acontece com p~!. Uma vez que
o sinal de p e o de p~! é 0 mesmo, chegamos a

_ —1 _
det A = E U(p )alp*11a2p*12 te anpfln - E U(p)a1p1a2p2 s Oy,
-1
p p

que é o determinante da matriz transposta, pois cada uma de suas entradas aparece na forma
aj; ao invés de a;;.
O

4.3.2 O determinante do produto de matrizes quadradas

Teorema 4.3.3 Sejam A, B matrizes n X n. Entdao

det(BA) = det Adet B.
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Demonstracao: A equacgao (3.3) garante que a j-ésima coluna da matriz BA é (BA)e;. Da
mesma forma, a j-ésima coluna de A é Ae; = a;. Assim, a j-ésima coluna de BA ¢é

(BA)e; = B(Aej) = Ba,.

Temos entao, por definicao,
det(BA) = D(Bay, ..., Ba,).

Suponhamos que det B # 0. Definimos entao a fungao C' por

det(BA
C(al,...,an) = #

Em virtude da expressao para det(BA) obtida acima, podemos escrever C' como

D(Bay,...,Bay)
det B

Clay,...,a,) = (4.4)
Vamos provar que a funcao C' satisfaz as propriedades (i) — (7i7) postuladas para a fungao
determinante. Temos
(i) Se a; = aj, para i # j, entdo Ba; = Ba;. Como D satisfaz a propriedade (i), temos C' = 0;
(77) Como B(x + \y) = Bx + ABy, cada Ba; é uma fungao linear de a;. Como D é n-linear, o
mesmo vale para ('
(7i1) Para a; = e;, temos
D(Bey, ..., Bey,)

det B

Clery...,en) =
Mas Be; = b;, a i-ésima coluna de B. Logo

D(by,...,b,) detB
det B detB

C(el,...,en): 1.

Uma vez que existe uma tunica funcao determinante, C(ay,...,a,) = D(aq,...,a,). Mas isso
prova o afirmado, quando det B # 0.

Quando det B = 0 definimos, para cada t, a matriz B(t) = B + tI. Claramente det(B(0)) =
det B = 0. A expressao (4.2) mostra que D(B(t)) é um polinémio de grau n e que o coeficiente
do termo t" é igual a 1 (vide exercicio 6). Isso quer dizer que D(B(t)) = 0 para no maximo n
valores de t. Em particular, D(B(t)) # 0 para todos os valores de ¢ suficientemente préximos de
0, mas diferentes de zero. Assim, pelo que ja mostramos,

det(B(t)A) = det A det(B(t)).

Fazendo t tender a zero, chegamos a det(BA) = 0, como querfamos?.

2Veja exercicio 6.



40 CAPITULO 4. DETERMINANTES

4.3.3 O determinante em termos de cofatores

Lema 4.3.4 Seja A uma matriz cuja primeira coluna é o vetor ey:

1 % -+ %

: Ay
0

em que Ay denota a submatriz (n — 1) x (n — 1) formada pelos a;; com 1,5 > 1. Entdo vale

det A = det AH .

Demonstracao: Notamos inicialmente que podemos considerar apenas o caso em que

De fato, decorre das propriedades (i) e (i7) que o determinante de A nao é alterado se somarmos
a cada uma das colunas as,...,a, um multiplo adequado a primeira coluna. Ora, com esse
processo conseguimos zerar a primeira linha da matriz A.

Para a matriz A com zeros na primeira coordenada de todas as colunas exceto da primeira,
definimos, como funcao das colunas da matriz Ay,

1 0
C(AH) = det < 0 AH > .

Essa funcdo satisfaz as propriedades (i) — (i74) da definicdo do determinante. A unicidade do
determinante entao garante que det C'(A;;) = det Aj;. Mas isso prova o afirmado. (Note que
estamos repetindo o argumento utilizado na equacao (4.4)).

O

Corolario 4.3.5 Seja A uma matriz cuja j-ésima coluna € o vetor e;. Entao
det A = (-1)i+j det Ai]’,

em que A;; € a matriz obtida de A ao se eliminar sua i-ésima linha e sua j-ésima coluna. Em
outras palavras, A;; € o menor (ij) de A.

Demonstracao: Como cada troca de uma coluna por outra corresponde a uma multiplicacao
do determinante por (—1), apds j trocas, faremos que o vetor e; esteja na primeira coluna da
matriz A e as colunas restantes mantendo sua ordem original. Quer dizer,

det A = (—1)3D(€i,a1,- A1, Qg1 ,an).
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Como o determinante de A e de AT sdo iguais (pelo teorema 4.3.2), também podemos alterar a
ordem das linhas da matriz A. Apds i trocas (o que resulta em multiplicacao do determinante
por (—1)), o vetor e; terd se transformado no vetor e; e a matriz resultante estard como no lema
4.3.4. Dai decorre o afirmado.

O

Agora mostraremos a expansao classica do determinante em termos de uma de suas colunas.

Teorema 4.3.6 Seja A uma matrizn xn e j € {l,...,n}. Entao

n

det A = Z(—l)’ﬂalj det Azy

i=1
Demonstracgao: Para simplificar a notacao, vamos considerar 7 = 1. Escrevendo a; como
combinagao linear dos vetores da base canonica, temos

a; = apiey + -+ + apiép-
Como D é n-linear, temos
det A= D(ay,...,a,) = anD(er,as,...,an) + -+ anD(ey, ao,. .., a,).

O resultado segue entao do corolario 4.3.5.

4.4 A regra de Cramer

Consideremos a expressao
Ar = u,

em que A é uma matriz n X n. Podemos interpreta-la, supondo conhecido o vetor x, como a
definicao de u. Por outro lado, conhecido u, ela pode ser vista como uma equacao na variavel x.

Suponhamos conhecido o vetor . Exprimindo x em termos dos vetores da base canodnica,
x = Z;”Zl xje;, a relacdo Ae; = a; (em que a; é a j-ésima coluna de A) garante que

n
E :pjaj =Uu.
j=1

Definimos agora a matriz A, obtida ao se substituir a k-ésima coluna de A pelo vetor wu.
Entao, descrevendo essa matriz em termos de suas colunas,

A = (a1 ... Qg1 U Qggy -. . Gp)

n
= (a1 e Ap—1 E ;a5 Ag41 - - - an).
Jj=1
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Assim, se D é a funcao determinante,
n
det A, = E xjdet(ay ..., ak_1,05, Qgg1s- .., Qn).
Jj=1

Logo,
det Ay = x1, det A,

pois apenas esse termo nao se anula no somatério, pela propriedade (i) da definicao da funcao
determinante. Portanto,

det Ak
Tp = ——o\
"7 det A
desde que det A # 0. Essa é a regra de Cramer para se obter a solucao da equacao Ar = wu,

para um dado u. Ela garante que, se det A # 0, entdo a (dnica) solugdo = de Ax = u é dada por
_ det A

Tk = detAk ’
Se expandirmos det A, com relagao a sua k-ésima coluna, obtemos

(4.5)

det A, = z:(—l)”lC det A;pu;.

i=1
Dividindo essa equacao por det A, encontramos entao

n

_det A i det Agg
= A 2N A

(4.6)

Vamos escrever a expressao acima em linguagem matricial.

Teorema 4.4.1 A matriz A € invertivel se, e somente se, det A # 0. Nesse caso, a matriz
inversa A~' tem a forma
o det Ak

AN = (—1)F 4.7

(Ao = (~1)R (1.7)
Demonstracao: Suponhamos que A tenha inversa. Entao existe A~! com AA~! = I. Aplicando
o determinante em ambos os lados dessa igualdade, obtemos det Adet A~! = det ] = 1. Logo,
det A # 0.

Reciprocamente, suponhamos que det A # 0. Entao a equacao (4.7) faz sentido, definindo

assim uma matriz que, por abuso de linguagem, chamaremos A~!. Facamos essa matriz agir
sobre u. Pela férmula (3.1), temos

n

(A )y = Z(A_l)kz‘ui-

i=1
Substituindo (4.7) nessa férmula e comparando com (4.6), obtemos
(A_lu)k = Tk,

o que mostra que A~! é realmente a inversa da matriz A.
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4.5 Matrizes semelhantes

Definicao 4.5.1 Seja A = (a;;) uma matriz quadrada. Definimos o trago da matriz A, deno-
tado tr A, por
trA = Z ;-
i=1

Teorema 4.5.2 O trago é uma aplicagdo linear e tr (AB) = tr (BA).

Demonstracao: A linearidade do traco é ébvia. Por definicao, temos

n

(AB)ii =Y awbii e (BA)w =Y bra.

k=1 i=1

Assim,

=1 k=1 k=1 =1
O

Definicao 4.5.3 Duas matrizes A e B sao semelhantes, denotado A ~ B, se existe uma
matriz invertivel P tal que B = P~ AP.

Claramente temos assim definida uma relacao de equivaléncia® no conjunto das matrizes n x n.
Teorema 4.5.4 Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante e o mesmo trago.
Demonstragao: Temos
det B = det(P ' AP) = det P~' det Adet P = det Adet(P*P) = det Adet I = det A.
Também, pelo teorema 4.5.2,
tr B =tr (P 'AP) = tr (APP™ ') = tr (Al) = tr A.
O

Como vimos anteriormente, dada uma aplicagao linear 7" de um espaco X de dimensao n
nele mesmo, ao se escolher uma base de X, podemos representar 7' por uma matriz. Duas
representacoes de T', obtidas pela escolha de duas bases distintas, sao semelhantes. Aplicando o
teorema anterior, vemos que faz sentido a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.5.5 Seja T : V — V uma aplicacao linear definida no espaco vetorial de dimensdo
finita V. Definimos

trT =trTs =trTz e detT =detTy = det T,

em que B ¢ qualquer base de V.

3Veja exercicio 21 do capitulo 3.
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4.6 Exercicios

1. Sejap: S — S uma permutacao e {a, p(a),...,p" 1(a)} os elementos da érbita de a. Se b é
um elemento da érbita de a, mostre que p*(b) = b. Em outras palavras, todos os elementos
da érbita de a tém a mesma ordem.

2. Mostre que o sinal de uma transposicao ¢ igual a —1.

3. Mostre que a propriedade (iv) da fungao determinante implica a propriedade (7). Assim,
poderiamos ter definido o determinante como uma funcao que satisfaz as propriedades

(id) — (iid) — (iv).

4. Repita o exemplo 4.2.3 para trés vetores genéricos do R?. Em outras palavras, calcule o
determinante de uma matriz 3 x 3.

5. Aplique as propriedades da funcao determinante para calcular o determinante da matriz

2 5 =3 -2
-2 -3 2 =5
1 3 -2 2
-1 -6 4 3

6. Se B é uma matriz n x n e B(t) = B + tI, mostre que det(B(t)) é um polinomio monico*
de grau n na variavel ¢t e, portanto, uma funcao continua. Se A é uma matriz n X n,
verifique que det(AB(t)) também é um polinémio de grau n em ¢. Mostre que a fungao
determinante é uma func¢ao continua e justifique, assim, as propriedade de limite utilizadas
na demonstragao do teorema 4.3.3.

7. Seja A uma matriz triangular superior, isto é, uma matriz da forma

aip aiz -+ Qin
0 a e Aoy,
g 22 2
0 0 - ap,
Mostre que det A = aq1---an,. A transposta da matriz A é uma matriz triangular
inferior.
8. Seja
A 0 - 0
0 A 0
0 0 A,

4isto é, o coeficiente do termo de maior grau é igual a 1.
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em que cada A; (i =1, ..., j) é uma matriz quadrada. Mostre que det A = det A, - - - det A;.
Generalize para uma matriz A que seja triangular superior por blocos, isso é, uma matriz
da forma

A % e ow
0 Ay -

em que * denota uma matriz de ordem adequada.

. Resolva, utilizando a regra de Cramer, o sistema

2.%1 + T + 5%’3 + Ty = 5

Ty + x5 — 3wz — 4dxy, = —1
31’1 + 6.7)2 — 21’3 + Ty = 8
201 4+ 219 + 213 — 314 = 2

Usando a regra de Cramer, determine os valores de k para os quais o sistema

kx + y + =z =1
x + ky + 2z =1
r + y + kzr =1

possui solucao tnica. Compare com o resultado obtido através de escalonamento (método
de Gauss - veja a segao 8.1).

Utilizando escalonamento, dé uma demonstracao alternativa para o teorema 4.4.1.



Capitulo 5

Teoria Espectral

5.1 Autovetores e autovalores

Dados um espaco vetorial V' de dimensao finita sobre o corpo K e uma aplicacao linear 7 : V' —
V', queremos encontrar uma base B de V' tal que a representagao T desse operador na base B
seja a mais simples possivel.

Consideremos a seguinte situacao: suponhamos que se tenha

Seja {w;} uma base de W;. Entao B = {wy,...,w,} é uma base de V. Como T'(W;) C W},
existe \; € K tal que Tw; = \;w; (ndo estamos supondo que \; # \; parai # j). A representacao
de T na base B (no dominio e na imagem) é a matriz A = Tjg

M O - 0
a0 0
0 0 - X\,

Dizemos entao que T é diagonalizavel. Note que, se T' for diagonalizavel, entao vale a decom-
posicao (5.1), resultado que formalizaremos no teorema 5.1.4, mais abaixo.

Observe que a igualdade Tw; = M\w; garante que (A\;/ — T) ndo é um operador injetivo;
portanto, (A, — T') nado é um isomorfismo. Assim, det(N\;I — T) = det(\I — A) = 0, de
acordo com a defini¢do 4.5.5. Isso quer dizer que \; é uma raiz do polinémio (na variavel t)
p(t) = det(t] — A), chamado polinémio caracteristico do operador 7' (ou da matriz A).
Lembramos® que p(t) é um polinémio moénico de grau n. Assim, como esse polindomio possui n
rafzes no corpo K, podemos concluir (mesmo quando A\; = \; para i # j) que

pt) =t —=A)({Et—Aa) - (t = \p) (5.2)

e w; € ker(T'— \;I). Note que a equagao Tz = \;z é satisfeita para qualquer elemento de W;.

Veja exercicio 6 do capitulo 4.

46
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Consideremos o operador T" e seu polindmio caracteristico p(t) = det(t/ —T). Asraizes A\ € K
do polindmio caracteristico sao chamadas autovalores? de T. Se existirem n raizes distintas,
isto é, se

p(t) = (t=A)--- (= An),

com \; # \; parai # j, o espago W, := ker(T'— \;I) tera dimensao 1. De fato, existe pelo menos
um vetor nao-nulo w; tal que (A1 — T)w; = 0 pois, como \;] — T nao tem inversa, o sistema
(NI — T)x = 0 tem solugao nao-trivial w;. O vetor 0 # w; € W;, solucao de (NI —T)z =0, é
chamado autovetor de T associado ao autovalor \;. Agora afirmamos: autovetores w; associados
a autovalores distintos sao linearmente independentes. (Aceitaremos isso momentaneamente).
Mas entao {wy,...,w,} é uma base de V. Quer dizer, nesse caso especial em que o polinomio
caracteristico possui n raizes distintas, teremos provado que

V=W aeW,d---&W,,

com W; = ker(T — \; 1) e T(W;) C W; (pois T'(cw;) = cTw; = chw; € W;).

Estamos agora na situacao em que iniciamos e, portanto, a representacao de 7T na base
B ={wy,...,w,} serd justamente a matriz diagonal dada por A.

Entretanto, nem sempre o polinomio caracteristico é produto de fatores lineares distintos,
mesmo quando o operador T ¢é diagonalizavel. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.1.1 Para a aplicacao identidade I : K" — K", o polinomio caracteristico p(\) =
det(I — AI) = (1 — A\)™. Quer dizer, Ay = --- = \,,. Temos a decomposicao (5.1)

KnZWl@"‘@Wn
com W; = {ce;; ¢ € K}, mas ker(I — 1I) = ker 0 = K™. <

Antes de mostrarmos que autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente
independentes, daremos algumas defini¢oes e estudaremos uma situagao simples.

Definicao 5.1.2 Sejam V um espacgo vetorial sobre o corpo K, com dimensao finita n, e T :
V — V uma aplicagao linear. O polinémio p(t) := det(tI—T') é o polinébmio caracteristico de
T. As raizes \; € K desse polinomio sao chamadas autovalores de 1. Os elementos nao nulos
do niicleo ker(T — N\, 1) sao chamados autovetores associados ao autovalor \;, ou simplesmente
autovetores de T'. O nicleo

ker(T'— NI) ={v e V; (T = X\I)v=0}

¢ o autoespacgo associado ao autovalor \;.

20 nome espectro, usual no estudo de operadores lineares em espacos de dimensio infinita, refere-se a uma
generalizagao do conceito de autovalor: dado um operador linear T : V' — V| o espectro de T é formado por
escalares \ tais que: (i) (T — AI) nao é injetivo; (1) (T — AI) nao é sobrejetivo; (iii) (T'— AI)~! ndo é continuo.

As duas primeiras opgoes sao equivalentes em espacos de dimensao finita; a terceira nunca ocorre nestes espagos.
Assim, o espectro de um operador é o mesmo que o conjunto de autovalores de um operador linear, no caso de
dimensao finita.
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Frisamos que apenas as raizes \; € K do polinomio caracteristico sao autovalores do operador.
Assim, se T : R? — R2? ¢ definido por T'(z,y) = (—y,z), entdo seu polinémio caracteristico é
p(t) = t* + 1, que nao possui raizes reais. Portanto, 7' nao possui autovalores. Considerando
T : C?> — C? definido da mesma maneira, p(t) = t>+1 = (t—i)(t+1), e T possui dois autovalores
distintos. Isso mostra que a andlise de uma aplicacao linear 7' : V' — V depende muito do corpo
K sobre o qual V' é espaco vetorial.

Observacao 5.1.3 O polinomio caracteristico de T : V' — V ¢ especialmente importante por
causa de suas raizes, os autovalores de T'. Como det(7" —tI) = (—1)"det(tI —T) (em que n é
a dimensao de V') possui as mesmas raizes, também é usual chamar de polinémio caracteristico
de T ao polinomio det(T — tI). <

Teorema 5.1.4 Uma aplicacao linear T : V — V pode ser representada por uma matriz diago-
nal se, e somente se, existe uma base B de V' formada por autovetores de T.

Demonstragao: Suponhamos que B = {v1,...,v,} seja uma base de V tal que T§ = Tp seja
uma matriz diagonal:
A0 0
0 X 0
Ts=D =
0 0 An

(nao estamos supondo que os A; sejam distintos!).

Sabemos que a i-ésima coluna de D é [T'(v;)|s = Aie;. Como e; é a representagdo de v; na
base B, mostramos que T'(v;) = A\v;.

A reciproca é imediata.

(Veja, a esse respeito, o exercicio 3).
Mostraremos agora o fato utilizado anteriormente.

Teorema 5.1.5 Autovetores de T correspondentes a autovalores distintos sao linearmente in-
dependentes.

Demonstracao: Sejam w;, 1 < ¢ < n, autovetores de T associados a autovalores distintos A;.
Faremos indugao no nimero n. Se n = 1, o resultado é ébvio. Suponhamos verdadeiro para
n = j — 1 e consideremos n = j. Se

Q1w + aowg + ...+ ;Wi = 0, (53)
aplicando T em (5.3), obtemos
howl + OéQTUJQ + ...+ OéjTU)j =0.

Mas Tw; = Ajw;. Assim,
al)\lwl +...+ oen)\jwj =0.
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Por outro lado, multiplicando (5.3) por \;, obtemos
o\ jwy + agAjwy + ...+ oA jw; = 0.
Subtraindo essas duas ultimas equagoes, vem
a1 (A1 — Aj)wy + as(Ae — Nj)we + ...+ a1 (Ajo1 — Aj)w,—g = 0.

Como A\, — \; # 0 para todo ¢ = 1,...,j — 1, a hipétese de inducao garante que o; = 0 para
esses valores de i. Levando em (5.3), concluimos que a; = 0 e que os vetores sao linearmente

independentes.
O

Na verdade, temos a seguinte generalizagao do teorema anterior:

Corolario 5.1.6 Se A,...,\; sdo autovalores distintos de T e W; = ker(T — A\, I), entdo o
subespago W = Wy + --- +W; € a soma direta dos subespagos W;, ou seja,

W=wWo - oW,

Em outras palavras, sejam wj, ..., w;, autovetores linearmente independentes associados ao
autovalor \; da aplicagao linear T', com 1 =1,...,7. Entao o conjunto
{wll,wlg, Ce 7w1k1,w21, e ,wng, Ce ,wjl, Ce ,wjkj}

¢ linearmente independente.

Demonstracao: Escolha w; € W;, parai=1,...,j. Cada w; # 0 é um autovetor associado a
Ai. Pelo teorema 5.1.5 temos que ayw; + ...+ o w; = 0 se, e somente se, cada parcela a;w; = 0,
para todo ¢. Isso ¢ o mesmo que afirmar a unicidade da decomposi¢ao w = w; + ... 4+ wj.

([

O corolério acima é importante, pois podemos ter véarios autovetores linearmente indepen-
dentes associados ao mesmo autovalor. Essa ¢ a situagao que ocorre no exemplo 5.1.1.
Para finalizar essa se¢ao, enunciamos o resultado que mostramos anteriormente:

Corolario 5.1.7 Se V € um espago vetorial de dimensao n e o polinomio caracteristico da
aplicagao linear T : 'V — V possui n raizes distintas, entao V possui uma base B formada
por autovetores de T'. A aplicacdo T representada na base B é uma matriz diagonal, sendo os
elementos da diagonal principal os autovalores de T'.

5.2 Polinomios de aplicacoes lineares

Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo K, 7' : V' — V uma aplicagao linear e ¢(¢) um polinémio
com coeficientes no corpo K (denotaremos entao g € K[t]). Se q(t) = apt® + ar_1t* 1 + ayt + ay,
claramente faz sentido calcular

q(T) = apTF + ap T+ - + T + apl,

mesmo que V' tenha dimensao infinita. Se A € M,,«,, ¢ uma matriz, ¢(A) é uma matriz n x n.
Vamos mostrar como os autovalores de A se relacionam com os autovalores de g(A).
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Teorema 5.2.1 (Teorema da Imagem do Espectro)?

Sejam A € M,x,(K) e g € K[t]. Se A € um autovalor de A, entao q(\) é um autovalor de
q(A). Além disso, quando K = C, todos os autovalores de q(A) sao da forma q(\), em que X é
um autovalor de A.

Demonstragao: Se \ é um autovalor de A, entao existe v # 0 tal que Av = Av. Decorre dai
que Ay = Mo para todo j € N. Se q(A) = arA* + ap_1A* 1 + -+ a; A+ apl, entdo

q(Av = arAfv + .+ a1 Av + aglv = ap v + .+ ai v + agv = ¢(N)w.

Isso é o mesmo que afirmar que (g(A) — g(A)I)v = 0, ou seja, que v é um autovetor de g(A)
associado ao autovalor g(\).

Reciprocamente, suponhamos que K = C e que u seja um autovalor de ¢(A). Queremos
mostrar que p = ¢(A), para algum autovalor A da matriz A. Consideremos o polinoémio ¢(t) — p.
Fatorando esse polinomio no corpo C, temos

k

a(t) —p=ar [ J(t = 1),

=1

em que r; a0 as raizes (nao necessariamente distintas) desse polinémio (note que ay, é o coeficiente
do termo de maior grau de ¢(t)). Temos entao que (note que essa expressao independe de p ser

autovalor de ¢(A))
k

g(A) = pI = ai [ J(A = ri). (5.4)
i=1
Como p é um autovalor de ¢(A), a matriz do lado esquerdo da igualdade nao tem inversa. Isso
quer dizer que ao menos uma das matrizes (A — r;/) ndo tem inversa e, portanto, r; é um
autovalor de A. Como r; é raiz de ¢(t) — u, temos q(r;) — = 0, ou seja, q(r;) = p.
O

Dizemos que dois polinémios p, ¢ € K]t] sdo primos entre si se o tinico polinémio ménico
que divide tanto p quanto ¢ é o polinomio 1.

Observagao 5.2.2 Seja A uma matriz real. Como R C C, podemos vé-la como uma matriz
sobre C. Se A € C\ R é uma raiz do polindmio caracteristico p(t) = ag + ait + ... + a,t",
entdao p(\) = 0. De fato, como todos os coeficientes desse polinémio sdo reais, o resultado segue
quando tomamos os conjugados na equacao p(A) = 0. Como conseqiiéncia, fatores quadraticos
que aparecem na decomposi¢ao do polinomio caracteristico em fatores irredutiveis surgem do

produto (t — A)(t — ) das raizes A, A\ € C\ R. <

Lema 5.2.3 Sejam p,q € K[t]. Sep e q sdo primos entre si, entdo existem polindmios a,b € Klt]
tais que
ap+bqg = 1.

3Em toda a bibliografia consultada, nunca encontrei uma traducio para “Spectral Mapping Theorem”. Acho
inadequada a traducao “Teorema da Aplicacao Espectral”.
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Demonstragao: Seja Z o conjunto de todos os polinémios da forma ap + bg, com a,b € K[t].
Como Z possui elemento nao nulo, existe em Z um polinomio nao nulo de menor grau, que
chamaremos d = @p + bg.

Afirmamos que d divide tanto p quanto gq. De fato, se d nao dividisse p, por exemplo,
terifamos p = md + r, em que o grau de r é menor do que o grau de d. Como p e d estao em Z,
r=p—md € Z, o que contradiz a escolha de d. Logo r = 0, mostrando o afirmado.

Como p e ¢ sao primos entre si, d tem grau zero, isto é, d é uma constante, digamos k. Como

d # 0, escolhendo a = @/k e b = b/k temos
ap + bqg = 1.

O

Corolario 5.2.4 Se py,...,pk, prr1 € K[t] sdo primos entre si dois a dois, entdo ps ... pgpr+1 €
P1 Sao primos entre si.

Demonstragao: Isso se prova por inducao em k. Se k = 1, nada ha a provar. Suponhamos
verdadeiro para & = j e seja d um polinomio monico que divide p; e pay...p;p;y1. Como p;
e pj+1 sao primos entre si, existem polindmios a e b tais que ap; + bp;j41 = 1. Multiplicando
por ps...pj, obtemos apy(ps...p;) +b(p2...pjpj+1) = p2...p;. Como d divide tanto p; quanto
D2 -..PjPj+1, vemos que d divide py...p;. Mas entao a hipdtese de indugao garante que d = 1,
provando o afirmado.

O

Lema 5.2.5 Sejam p,q € K[t] primos entre si e 0 # A € M,,»,(K). Sejam N,, N, e N, o0s
nicleos das matrizes p(A), q(A) e p(A)q(A), respectivamente. Entdao

Ny, = N, ® N,.
Demonstragao: Como existem polinomios a, b € K[t] tais que bq + ap = 1, temos que
b(A)g(A) + a(A)p(A) = I.

Se & € N, entdo b(A)q(A)z € N,. De fato, aplicando p(A) a esse ponto, temos p(A)b(A)q(A)x =
b(A)p(A)q(A)x = 0, dada a comutatividade de polindomios da matriz A. Da mesma forma temos
a(A)p(A)x € N,, se x € Np,. Como b(A)q(A)x + a(A)p(A)x = x, mostramos que = = x, + x4,
com x, € N, e x4 € N,.

Para mostrar que essa decomposicao ¢ tnica, suponhamos que x = z, + x4, = T, + T,. Mas
entdo y = x, — T, = T, — ¥, pertence, simultanecamente, a N, e N,. Aplicando b(A)q(A) +
a(A)p(A) = I em y, temos

b(A)g(A)y + a(A)p(A)y = y.
Mas b(A)q(A)y = 0 = a(A)p(A)y, de modo que y = 0, o que implica x = 7, e x, = T,, mostrando
a unicidade da decomposicao.
U

Por indugao, obtemos entao o
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Coroléario 5.2.6 Seja 0 # A € M« (K). Sep1,ps,...,pr sao polinomios em K]t], primos entre
si dois a dois, se N, denota o nicleo de p;(A) e Ny, p, 0 niicleo de pi(A)...pp(A), entao

Npl---Pk = Npl Q- D Npk'

O polinémio minimo m € KJt] de uma matriz 0 # A € M,,,,,(K) é o polinémio ménico e
de menor grau tal que m(A) = 0.

Lema 5.2.7 FEuxiste o polinomio minimo de uma matriz A # 0.

Demonstragao: O espago M,,,,(K) é um espago vetorial de dimensdo n?. Assim, as n? + 1

. 2 . . . . ~
matrizes I, A, A2%,..., A" sao linearmente dependentes. Quer dizer, existem escalares nao todos
nulos ag, ay,...,a,2 € K, tais que

aOI—I—a1A+...—|—an2A”2 =0.

Definindo p(t) = ag + a1t + ... + a2t™, temos 0 # p € K[t] e p(A) = 0. Dividindo pelo
coeficiente do termo de maior grau, podemos supor que p seja monico. O polindmio minimo
entao existe, como decorréncia da aplicagao do Principio da Boa Ordenagao ao conjunto de

todos os polindmios monicos que anulam A.
O

Lema 5.2.8 Se p € K[t] e p(A) =0, entdo p € maltiplo de m.

Demonstragao: Se Z denota o conjunto de todos os polindémios p € K[t] tais que p(A) = 0,
claramente a soma de dois polinomios em Z, bem como qualquer multiplo de p € Z estao em 7
(quer dizer, Z é um ideal). A divisdo euclidiana de p por m nos da p = gm+r. Como r = p—qm

pertence a Z, concluimos que r = 0.
O

5.3 O teorema de Cayley-Hamilton

Nessa secao apresentaremos um dos resultados mais importantes da Algebra Linear*:

Teorema 5.3.1 (Cayley-Hamilton)
Seja V' um espago vetorial de dimensio n. Se p € K[t] € o polinomio caracteristico de
T:V =V, entio p(T) = 0.

Demonstragao: Seja 0 # v € V' arbitrario. Queremos mostrar que p(T)v = 0. Seja m o maior
natural tal que o conjunto

S={v,Tv,..., T" v}

¢ linearmente independente. Entao

T = v + ... + a1 T 0. (5.5)

4Veja a elegante demonstracio apresentada no livro de Lax.
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Seja W =< S >. Entao os elementos de S formam uma base de W. Afirmamos que T'(W) C W.
De fato, se w € W, entao w = SBov + S1Tv + ... + B_1T™ v, para escalares fy, ..., Bm_1 € K.
Assim, Assim,

Tw = BoTv+ /1T*0 + ...+ B T™.

A igualdade (5.5) garante o afirmado.
Seja T; a restricao de T ao subespaco W. A representacao de T; na base S é

00 -+ 0
10 -+ 0 o
A=1 01 -+ 0 o
00 --- 1 Am—1
Logo,
t 0 --- 0 —Q
— t 0 —Q
det(tI — A) = det e T
0 0 -+ =1 t—ay,
0 --- —ay
_1 t .- —Q
= tdet +
0 -+ —1 t—au,
-1 ... 0
o -1 --- 0
(—ag)(—=1)™" det . .
o 0 - -1

Como o determinante da tltima matriz é (—1)™!, o tiltimo termo é justamente —ay. Procedendo
do mesmo modo, obtemos

det(tl — A) =t™ — a1 t™ " — ... — ap = pw(t),

sendo pyw (t) o polinomio caracteristico de 7' restrito a W. Mas a equac@o (5.5) mostra entao
que pw (T)v = 0.

Afirmamos agora que p(t) = q(t)pw(t), para algum polindémio ¢(¢). Dai decorre o resultado,
pois v # 0 foi escolhido arbitrariamente e p(T)v = ¢(T)pw (T)v = 0. Para provar a afirmagao,
basta notar se completarmos S de forma a obter uma base B de V', a representacao de 71" nessa

base é
A B
0o C /-

O resultado entao decorre do exercicio 8 do capitulo 4, pois

det(t] — T) = det(t] — A)det(t] — C) = pw(t)q(t)
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(em cada expressao, as ordens das matrizes I sao diferentes).

5.4 O teorema da decomposicao primaria

Vamos agora generalizar o que fizemos na primeira secao desse capitulo. Suponhamos a seguinte
decomposicao em soma direta:

V=weW,e- -oW,

com dimW; = n; e T(W;) C W;, para 1 < i < j. Seja B; = {w;1,...,wy, } uma base de W;.
Entao

B={wi,. .., Wik, W1, ..., Wy, -, Wity - -+, Wik, |
é uma base de V, de acordo com o coroldrio 5.1.6. Uma vez que T(W;) C W; temos que

T(wip) = crowin + CoWin + -+ - + Ch Wi, -

Assim, a representacao de 1" na base B é

7 0 0
0 1T 0

TB - . Y
0 0 T;

em que 7; é um bloco de tamanho k; x k;:

Ci1 C1 -+ Ciky
Co1  Co2 -+ Co
T, = Z
Crki1 Cki2 " Cik,

(Veja exemplo 5.4.5, abaixo).

Definigao 5.4.1 Seja p € K[t] o polinomio caracteristico da aplicagao linear T :'V — V| em
que V' € um espacgo vetorial de dimensdo finita n. Suponhamos que

p(t) = [pl (t)]sl - [pj (t)]sj

seja a decomposicdo de p em fatores irredutiveis, com p; # px para i #* k. Definimos, para
1=1,...,7, o autoespago generalizado associado ao polinomio p; como o conjunto de todos
os vetores v € V' para os quais existe um inteiro positivo k tal que

[pi(T))*v = 0.

No caso em que p;(t) = t—N;, sendo \; um autovalor de T, os elementos nao-nulos do autoespago
generalizado sao chamados autovetores generalizados de T' associados ao autovalor \;.
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Para k € N*, seja Ni(p;) o niicleo de [p;(T)]*. Claramente temos que
Ni(pi) C Na(pi) C -+ .

Como Ny (p;) é um subespago do espago de dimensao finita V' para todo k € N, esses subespagos
precisam ser todos iguais a partir de certo indice k € N. Seja d; = d(p;) o menor inteiro positivo
com tal propriedade, isto é,

Na,(pi) = Nag+1(pi) = -+-, mas  Ng,_1(p:) # Na,(pi)-
O inteiro positivo d; é chamado indice de p;(T).

Lema 5.4.2 Os subespacos Ni(p;) sao invariantes pelo operador T, para todo k € N*. Se
W; = ker[p;(T)]%, entdo o polindmio minimo de T restrito a W; é [p;(T)]%.

Demonstragao: Seja w € Ni(p;) = ker[p;(T)]*. Entao [p;(T)|*Tw = T[p:(T))*w = 0,
mostrando que Tw € Ni(p;).
A afirmacao sobre o polindmio minimo decorre da definicao de d;.

Teorema 5.4.3 (Decomposicao Primaria)
Seja T :V — V uma aplicagao linear e p € K[t] seu polinomio caracteristico. Se

p(t) = [ ()] - - [p; ()]

¢ a decomposicdao de p(t) em fatores irredutiveis, com p; # px para i # k, entdo, se d; é o indice
de p;(T), o polinémio minimo de T é

m(t) = [pr ()" - [p; (1),

em que 0 < d; < s; parai=1,...,7. Em outras palavras, o polinomio minimo possui todos o0s
fatores irredutiveis do polinomio caracteristico de T'. Além disso,

V:Wl@...@wj’
em que W; = ker[p;(T)]%, com T(W;) C W;.

Demonstragao: Seja m € K]t] o polinomio minimo de 7". De acordo com o Teorema de Cayley-
Hamilton 5.3.1 e o lema 5.2.8, os tnicos fatores irredutiveis presentes na decomposicao de m sao
fatores irredutiveis de p. Incluindo fatores irredutiveis [p;(¢)]° do polindémio caracteristico p que
eventualmente estejam ausentes na decomposicao de m, podemos escrever

m(t) =m(t)---my(t),

com m;(t) = [p;(t)]" e r; > 0 para i = 1,...,5. (Vamos mostrar que r; = d; > 0 para todo
i=1,...,5).
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Como m(T") = 0, vemos que todo vetor v € V pertence ao nicleo de m(1") = my(T) - - - m;(T).
Como os polindémios my(t) = [p1(¢)]™,...,m;(t) = [p;(t)]" sdo primos entre si dois a dois,
podemos aplicar o corolario 5.2.6 e concluir que

V = Ny = Ny @ -+ - ® N, (5.6)

Consideremos agora ¢;(t) := [p;(t)]%. Pela definigao de d;, se 0 < r; < d;, entao N,,, C N,, =
WieV = Npyym; CNg Assim, pelo corolario 5.2.6,

1---9k*
V:qu@...@qu:WI@...@V[/j_ (5.7)

Se r; > d; ainda temos N,,, C N, pois a definicao de d; garante que N, = N,,,. Em outras
palavras, a decomposigdo (5.7) sempre é vélida e, tendo em conta o lema 5.4.2, provamos a
decomposicao afirmada no enunciado do teorema.

Vamos agora provar que r; = d;. Denotando T; = T'|y,, temos que ¢;(T;) = 0, pela defini¢ao
de W;. Assim (¢; ...¢;)T = 0 e, como m(t) é o polinémio minimo de 7', m(t) divide ¢;(¢) . .. g;(¢)
e portanto r; < d;. Mas a defini¢ao de d; garante a existéncia de z € W; tal que = & [p;(T)]"
para r; < d;. Como N,,;, C N,,, isso contradiz a existéncia das decomposicoes(5.6) e (5.7). Logo
T, = dz

O

Observacao 5.4.4 No caso especial em que K = C, o Teorema da Decomposicao Primaria é
conhecido como Teorema Espectral.
Levando em conta o Teorema de Cayley-Hamilton, vemos que d; < r;. <

Exemplo 5.4.5 Considere a aplicacao T : R — R definida por
T(xy1,x2, 3,24, x5) = (1021 — Ty + 5, —3, T2, 1327 — 924 + x5, 421 — 324 + T5).

Procuramos uma base B na qual realiza-se a decomposicao primaria de 7.
A representacao de T na base canonica do R® é a matriz

100 0 =71
0 0 -1 0O
A= 01 0 0O
130 0 -91
4 0 0 -3 1

O polinomio caracteristico de A é o

0
A -1 0

det(A — A) = 0 1 A 0
0
0

_ o O =

0 —9—-AX
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Desenvolvendo esse determinante com relagao a segunda coluna, obtemos:

10—-X 0 —7 1 10—-X 0 -7 1

0 -A 0 0 0 —1 0 0

det(A—AI) = —Adet 13 0 —9_) 1 —det 13 0 —9_\ 1
4 0 -3 1—A 4 0 -3 1—-A

Desenvolvendo esses dois determinantes, obtemos
10— A -7 1 10 — A -7 1
det(A —XI) = Mdet 13 —-9-Xx 1 + det 13 —-9-Xx 1
4 -3 1—A 4 -3 1—A
= (AMH D[N =227+ )
= MM+ =12
Pelo Teorema da Decomposicao Primaéria,

R® = ker A @ ker(A* + I) @ ker(A — )%

Encontramos ker A resolvendo o sistema Ax = 0. Assim,

100 0 =71 10 0 0 =7 1
0 0 -1 0O 010 00
01 0 00— 0 01 00
130 0 —-91 300 -2 0
4 0 0 -3 1 4 00 =31

Logo, ©o = w3 = 0, x4 = 321/2, x5 = —4xy + 3v4 = —4x1 + 921 /2 = 21/2. Assim, a solugao
geral de Az =0 é x = (221,0,0,3x1,2;1) e o vetor vy € B = {vy, v9,v3, 04,04} pode ser escolhido
como vy = (2,0,0,3,1). Calculando A? + I e resolvendo o sistema (A% + I)z = 0, encontramos
a solucao geral

(0, To, T3, 0, 0),

de modo que os vetores vy e v3 podem ser escolhidos como
vy = (0,1,0,0,0) e w3=1(0,0,1,0,0).
Da mesma forma o sistema (A — I)?z = 0, cuja solugao geral é
(21,0,0, 24,321 — 224)
o que nos permite escolher os vetores
vy =(1,0,0,0,3) e w5=(0,0,0,1,—2).

Consideremos entao a base B = {vy, va, v3,v4,v5}. Vamos representar a aplica¢do linear 7" nessa
base. Temos:

7(2,0,0,3,1) = 0=0v,

7(0,1,0,0,0) = (0,0,1,0,0) = lv;

7(0,0,1,0,0) = (0,—1,0,0,0) = —uvy

7(1,0,0,0,3) = (13 0,0 16,7) = 130, + 160s
T(0,0,0,1,-2) = (—9,0,0, —11,—~5) = —9v, — 110
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Assim, a representacao de T na base B é

0 0 0 O 0
0 0 -1 O 0
Is=1 0 1 0 0 0
0O 0 0 13 -9
0 0 0 16 —11

A submatriz (0), (matriz 1x 1) situada na extremidade superior esquerda corresponde a restri¢ao
de T ao subespaco invariante ker A. A matriz

(V)

é a restricao de T ao subespago invariante ker(A% + I). A matriz

13 -9
16 —11
é a restrigao de T ao subespago invariante ker(A — I)2. <

Proposigao 5.4.6 Com a notagio do teorema 5.4.3, o subespaco W; = ker[p;(T)]|% tem di-
mensao igual ao grau de [p;(t)]*, em que s; € a multiplicidade de p; como fator irredutivel do
polinémio caracteristico p(t).

Demonstracao: Como o polindomio caracteristico de uma matriz n X n tem grau n, basta
mostrar que o polinomio caracteristico de 7" restrito a W; é justamente [p;(t)]*.

Seja B; uma base de W;. Como V = W; @ ---W;, a representacao de T na base B formada
pelos vetores de cada base B; é

A, 0 - 0

0 Ay -~ 0
TB:A: . . . )

0 0 - A

em que A; é um bloco de tamanho k; x k;, em que k; é a dimensao de W;. Assim
det(t] — A) = det(t] — Ay)---det(t] — Aj). (5.8)

Observe que det(t/ — A;) é o polinomio caracteristico de T;, a restricdo de T" ao subespago
W;. Como o polinémio minimo de T; é [p;(t)]% (pelo lema 5.4.2), o Teorema da Decomposicao
Primadria 5.4.3 garante que o polinémio caracteristico de T; é uma poténcia de p;(t). Da igualdade
(5.8) segue que o polindémio caracteristico de T; é [p;(t)]*.

O

Lema 5.4.7 Sejam S, T : V — V duas aplicacoes lineares no espaco de dimensdao finita V.
Suponhamos que ST = TS. Entdo existe uma base de V na qual tanto S como T realizam sua
decomposicao primdria.
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Demonstragao: Como no Teorema da Decomposi¢do Primaria, seja W; = ker[p;(T)]%. Se
w; € Wy, afirmamos que Sw; € W; (isto é, que W; é um subespagco invariante também para 5).
De fato,

[pi(T)]% Sw; = S[ps(T)]%w; = 0.

Isso mostra o afirmado.

No caso de K = C podemos obter um resultado mais forte:

Proposicao 5.4.8 Sejam S, T : V — V duas aplicacoes lineares no espago de dimensao finita
V' sobre C. Suponhamos que ST = T'S. Entdao existe uma base de V' formada por autovetores
generalizados de S e T.

Demonstragao: J4 vimos que W; = ker[p;(T)]% ¢ invariante por S. Todos os elementos nao-
nulos de W, s@o, por definicao, autovetores generalizados de T'. Aplicamos entao o Teorema
da Decomposicao Priméria ao subespaco W; com respeito a B e obteremos uma divisao desse

subespaco em subespacos formados por autovetores generalizados de B.
O

Note que a demonstracao anterior mostra que a proposicao 5.4.8 permanece valida para
qualquer ntimero de operadores que comutam. Mais precisamente,

Proposicao 5.4.9 SeTi,...,T,,:V — V sao aplicacies lineares no espaco de dimensao finita
V sobre C e se T;T; = T;T; para i,j € 1,...,m, entao existe uma base de V' formada por
autovetores generalizados para todas as aplicagoes Ty, ..., T,,.

5.5 A forma canodonica de Jordan

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Nessa secao mostraremos como encontrar uma
base de V na qual um operador linear 7" : V' — V assume uma matriz especialmente simples.

Definicao 5.5.1 Uma matriz complexa J, n X n, esta na forma candnica de Jordan se

RN
0 Jy -+ 0
= e , em que J;= T B
- - o0 -« X 1
0 0 00 -~ 0 A
em que X\ € um dos autovalores distintos \q,...,\; da matriz J. (Ao autovalor \; pode estar

assoctado mais do que um bloco J;; as vezes se define J; com a sub-diagonal de 1°s situando-se
abaizo da diagonal principal ).

Mostraremos a seguir que toda matriz complexa é semelhante a uma matriz na forma canonica
de Jordan. Lembramos que, no caso de matrizes reais, sempre podemos vé-la como uma matriz
complexa, de modo que, nesse sentido, o resultado abaixo é geral. Mais do que isso, a necessidade
de considerarmos o corpo complexo ¢ para garantir que os autovalores estao todos presentes no
corpo (veja exemplo 5.5.4, abaixo).
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Teorema 5.5.2 (Jordan)
Sejam A, B € M,,x,(C) duas matrizes semelhantes, isto €,

A= P 'BP.
Entao
(i) A e B possuem os mesmos autovalores \;;

(i) os espagos N;(\;) = ker(A — NI)? e M;(N\;) = ker(B — \I) possuem a mesma dimensao
para todo j € N e todo autovalor A;.

Reciprocamente, se estas duas condicoes se verificam, entao A e B sao semelhantes.

Demonstracao: (“ = ”) Notamos inicialmente que os nucleos de duas matrizes semelhantes
tém dimensao igual. De fato, se C = Q7 'DQ e {x1,...,z;} é uma base do nticleo de C, entdo
{Qx1,...,Qx;} é uma base do niicleo de D.

Temos também que se A e B sao semelhantes, entao também sao as matrizes A—al e B—al,
bem como qualquer poténcia delas:

(A—al)™ =P (B —al)™P.

A relagao (i7) decorre entao dos nicleos dessas matrizes terem a mesma dimensao. Em particular,
como um elemento v € ker(A — \;I)% \ ker(A — \;1)%~1 é tal que (A — \; )%~ 1y é um autovetor
de A associado ao autovalor \;, (i) decorre de (ii).

Para mostrarmos a recfproca, denotaremos N, = ker(A — \;1)¥. Comecamos pelo

Lema 5.5.3 A aplicacao

A— NI N

k

. . N, P
tem imagem contida em Nkk1 e € nyjetiva.

Demonstragao: Seja x € N]’\“,—:l Isso quer dizer que (A — NIz = 0e (A — NI)Fz # 0.
Consideremos entdo (A — \;I)z. Como (A — NI)*(A — N\i)x = (A — NI, vemos que
(A — Xil)x € Ny. Por outro lado, (A — NI (A — N\ D)x = (A — \I)¥z # 0, mostrando que
(A= NIz & Ny

Afirmamos agora que essa aplicacao ¢é injetiva. Sejam z,y € N]@ZI, com (A—NI)x = (A—
Ail)y. Entao (A — NI)(z —y) =0, o que é um absurdo, pois entdo z — y estaria em Nj.

|

Vamos agora construir uma base especial para W;. Lembramos que uma base de Ny /Nj_; é
obtida ao se escolher uma base para N,_; e entao completd-la para uma base de N; os elementos
introduzidos formam a base procurada. (Veja o Teorema 1.4.4).

Seja x1, ..., x, uma base de Ny, /Ny 1. De acordo com o lema, os elementos

(A — )\i])l'l, ey (A — )\,])Z‘g
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sao linearmente independentes e pertencem a Ng_1/Ny _o. Completamos esses elementos até
obter uma base desse espago. Pelo mesmo raciocinio, a imagem por (A — \;I) dos elementos
dessa base ¢ linearmente independente e podemos novamente completar esse conjunto até obter
uma base; procedemos desse modo até chegarmos ao espaco Ni. A base de W, assim construida
é a base de Jordan do subespaco W;. Obtemos entao uma base do espago inteiro ao obtermos
as bases de Jordan de cada espaco W;. Essa base é chamada base de Jordan.

De acordo com a hipétese (ii), os subespacos M) = ker(B — )\;)* tém a mesma dimensao
do espaco correspondente Ni. Em outras palavras, o procedimento aplicado a Ny, se repetido
para a matriz B, produzird o mesmo numero de elementos para cada base de My/M;_;. Em
outras palavras, existe uma aplicacao P que faz corresponder a cada elemento da base de Jordan
x; € Ni/Ni_1 o elemento correspondente na base de y; € M /Mj_;, de modo que (A — N\, I)x;
seja levado em (B — \;I)y;. Conhecida a imagem dos vetores da base, existe uma tnica aplicagao
linear que estende essa aplicacao; seja P tal extensao. Como base esta sendo levada em base,
essa aplicacao linear tem inversa. O mesmo procedimento aplicado ao autoespago associado a
A; constréi a aplicacao P.

Finalmente, a definicdo de P garante que P(A — \;[)z; = (B — Nl)y; = (B — N I)Px;.
Assim, P(A — \;I) = (B — \I)P. Decorre dai que PA = BP, como desejado.

([

Exemplo 5.5.4 Seja T : R* — R* definido por

T(xy,x9, x5, 24) = (201 — Ty + X4, 3T2 — T3, To + T3, —To + 3T4).

Vamos obter a forma canonica de Jordan de T', bem como a base na qual T" assume essa forma.

O polindémio caracteristico de T de p(t) = (t — 3)(t — 2)® (verifique!). Assim, todos os
autovalores de T estao no corpo R e podemos obter a forma de Jordan de 7. Para o autovalor
3, a forma escalonada reduzida de

1 -1 01 100 —1
0 0 —1 0 ) 010 0
(T-31)= 0 1 -2 0 © 001 0
0 -1 0 0 000 0

Assim, o subespaco Wi = ker(T — 31) do Teorema da Decomposi¢ao Primaria é dado por
{(l’l, 0,0, {L‘l); X1 € R}
Da mesma forma se verifica que

ker(T'—21) = {(x1,22,22,22); 21,22 € R}
ker(T — 2I)* = {(x1, 2 + 23,213, 229); 21, T, T3 € R},

Como a dimensao de ker(T — 2I)? é igual & multiplicidade de 2 como raiz do polinémio carac-
teristico p(t) de T', temos que o espago W5 do Teorema da Decomposi¢gdo Primaria é dado por
ker(T — 21)?* (veja proposigao 5.4.6).

O subespago W; tem base (1,0,0,1) = w;. Esse é o primeiro elemento da base de Jordan
(ele é responsavel por um bloco 1 x 1 no Teorema da Decomposi¢ao Primaria).
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Agora vamos obter a base de Jordan de W,. Para isso, comecamos por obter um vetor em
Wy = Ny = ker(T — 21)? que nao estd em N; = ker(T — 2I) (é possivel obter apenas um vetor
assim, pois a diferenca de dimensao entre esses espagos ¢é 1). Ele fornecera a base de Ny/N; da
demonstracao do Teorema de Jordan. Ora, claramente o vetor wy = (0,1,0,2) € Ny e wy & Nj.
Calculamos entao wy = (T — 2wy = (1,1,1,1). (A demonstracdo do Teorema de Jordan
garante que ws € Nj e que ws,w, sdo linearmente independentes). Para obtermos uma base
de Ny, escolhemos o vetor wy = (1,0,0,0) € Ny, que claramente é linearmente independente
com ws. (Mais uma vez, a demonstracao do Teorema de Jordan garante que {ws, w3, w,} s@o
linearmente independentes).

Temos assim a base B = {wy,ws, w3, wy}, que é a base de Jordan de T. Os vetores wy e
wsy sdo autovetores de T associados ao autovalor 2 (pois eles pertencem a Np). Finalmente,
(T — 21wy = ws, de modo que Twy = 2wy + ws. Assim, representando 7' na base B, obtemos

Tp=J =

S OO W
S o N O
o NN OO
N = OO

que ¢é a forma canonica de Jordan de T'. <
Observacao 5.5.5 Comparando com o exemplo acima, se tivéssemos encontrado dois vetores
distintos para N5 /N7, considerariamos o ciclo formado pelo primeiro e entao o ciclo formado pelo

segundo e ordenariamos a base nessa ordem. <

Exemplo 5.5.6 Obtenha uma base B na qual a matriz A esteja na forma candnica de Jordan:

20000 O
12000 O

-1 0200 0

A= 010240 0
11112 0
00001 —1

O polinomio caracteristico de A é p(t) = (t — 2)°(¢t + 1), pois a matriz A é triangular superior
(enuncie e demonstre esse resultado sobre matrizes triangulares).

Se chamamos de W; o subespaco relacionado ao autovalor —1, vemos que dim W; =1 e que
uma base para esse subespaco é dado pelo vetor eg. (Vocé consegue obter essa base sem fazer
qualquer conta?). Denotaremos v; = eg 0 primeiro vetor da base procurada.

Consideremos agora o espaco Ws, associado ao autovalor 2. Temos que dim W5 =5 e que

O = = O OO
O = OO oo
O = OO oo
_—o O O OO
W oo Do oo
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Se chamamos de Ny = ker(A — 2I), vemos que dim N; = 2. (Vocé consegue perceber isso sem

fazer qualquer conta?” Lembre-se que o nimero de linhas nulas no escalonamento de A — 21

fornece os graus de liberdade nas solugoes de (A — 21)z = 0, isto ¢, a dimensao desse espago.)
Temos

Ny =ker(A—2I) = {(0,0,z3, —x3,24,24/3); x3,24 € R}
Ny = ker(A—20)* = {(0,0, 23,14, 25, (3x5 — 24 — 13)/9)}
N3 = ker(A— 2[)3 = {(0,I2,$3,$4,I5,(—21’2 —31’3 - 3$4+9$5)/27}
Ny =ker(A —20)* = {(z1, 29,23, 24, 25, (2725 — 914 — 913 — 625 — 1021)/81}
Uma vez que dimker(A — 2I)? = 5, vemos que o coeficiente que estabiliza o espagco A — 21 é 4.

Se W5 é o autoespaco generalizado associado ao autovalor 2, temos Wy = Ny.
Claramente o vetor vg = (1,0,0,0,0,—10/81) € N4\ N3. Uma vez que a aplicagao
Ny N
A-2: — — —

Ns Ny
é injetiva e dim N3/N; = 1 (pois existe em N3 apenas um grau de liberdade a mais do que em
Ny, temos que

vy = (A —2Ivg = (0,1,—1,0,1,10/27)

é o quinto vetor da base procurada.

Pelo mesmo motivo, vy = (A — 2I)?vg = (A — 21 )vs = (0,0,0,1,0,—1/9) é o quarto vetor da
base procurada (note que vy € No/Ny).

O terceiro vetor da base é v3 = (A — 2I)3vg = (A — 2I)vy = (0,0,0,0,1,1/3) é um autovetor
de A, pois ele pertence a N;. Como N; tem dimensao 2, existe um outro vetor nesse espago,
linearmente independente com vs. Esse é o vetor vy = (0,0,1,—1,0,0).

Tendo obtido os vetores {vy,...,v6}, a representagao de A nessa base é dada por

Av; = —v; (pois (A4 I)v; =0)
Avy = 2vy (pois (A —2[)vy =0)
Avs = 2v3 (pois (A —2I)vs =0)
Avy = wvz3+2vg (pois (A —21)vy = v3)
Avs = wvyi+2v5 (pois (A —21)vs = vy)
Avg = wvs+2vs (pois (A — 21)vg = v3)

A representacao de A nessa base é

-1 0 00 0 O
020000

J_ 002100
000210
000021

00 0O0O0 2

A matriz J tem um bloco 1 x 1 associado ao autovalor —1. Associado ao autovalor 2 ela tem
dois blocos de Jordan: o bloco 1 x 1 associado ao autovetor vy, e 0o bloco 4 x 4 associado aos
elementos {vs, vy, vs, v} = {(A — 21)3vs, (A — 21)%vg, (A — 21 )vg, vg }- <
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Exemplo 5.5.7 Seja

-1 1 -1 -3 -1 7
o -1 1 2 3 2
o o0 -1 0 -2 1
A= o o0 0 -1 1 =2 |’
o o0 0 0 -1 3
o o0 o0 0 0 -4

cujo polinoémio caracteristico ¢ (obviamente) p(t) = (¢ + 1)°(t + 4). Temos

ker(A + 41) {(—=221,0, =21, 21, —x1,21) : 1 € R}

ker(A+1) = {(x1,22, —272,72,0,0) : x1, 29 € R}

ker(A+ 1) = {(w1, 79, —223 — 224, 73,74,0) : 71,79, 73,24 € R}
ker(A+ 1) = {(x1,72,73,24,25,0) : T1, 9, 73,74, 75 € R}

Escolhemos v; = (—2,0,—1,1,—1,1) € ker(A 4 41). Esse é o primeiro vetor de uma base na
qual A é representada por sua forma canonica de Jordan.

Claramente, vg = (0,0,1,0,0,0) € ker(A + I)? \ ker(A + I)?. Seja entao (A + Ivg = vs =
(—=1,1,0,0,0,0) e (A+ I)vs = vy = (1,0,0,0,0,0) € ker(A + I). Como dim lf;((‘:f]); = 2, existe
mais um vetor nesse espaco, linearmente independente com vs. A primeira vista, poderiamos

escolher o vetor v = (0,1,0,0,0,0), pois ele estd em ker(A + I)? e nao estd em ker(A + I).

Entretanto, em lf;(af};, os vetores v; e v sao linearmente dependentes: basta notar que a
diferenga entre eles ¢ um vetor em ker(A 4 I). Uma escolha correta para o vetor de lifrr(ﬁ;% ,
linearmente independente com vs é v3 = (0,0, —2,0,1,0) (verifique). Entao (A + I)vs = vy =

(1,1,-2,1,0,0).

Notamos, em particular, que pode ser complicada a escolha de trés vetores linearmente
independentes num espago quociente N;/N; ;. (Em geral, isso pode ser obtido por simples
inspecao: o vetor vy escolhido acima tem uma coordenada que nao estd presente no espago
ker(A 4 I)). Se essa inspegao nao ¢ suficiente, a melhor maneira ¢ pensar como ¢é construida a
base do espago N;/N;_1: partindo de uma base de N;_; os elementos que completam a base de
N; formam a base do quociente. Esse é o processo computacional adequado quando a dimensao
do quociente for grande. <

Teorema 5.5.8 Toda matriz A € M,,.,(C) € semelhante a sua transposta.

Demonstracao: Uma vez que det A = det AT, obtemos que o polinémio caracteristico dessas
duas matrizes ¢ igual. Em particular, elas tém os mesmos autovalores.
Notamos que se ¢ ¢ um polinémio e B uma matriz n x n, entao [¢(B)]" = ¢(BT) (basta tomar
a transposta). Se \; é um autovalor de A (e, portanto, de AT), aplicando esse resultado para
os polinémios (t — \;)* e entdo considerando a dimensdo de seus nicleos, decorre do Corolério
3.4.5que a condigao (ii) do Teorema de Jordan também é cumprida.
O
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Teorema 5.5.9 Um operador linear T' : 'V — V € diagonalizavel se, e somente se, o seu
polinomio minimo € produto de fatores lineares distintos.

Demonstragao: Suponhamos que 7T seja diagonalizavel e A, ..., Ay os autovalores distintos de
T. Entao V possui uma base formada por autovetores de T, de acordo com o teorema 5.1.4.
Considere o polinomio

h(z) = (t— M) ... (t—\p).

Se v é um autovetor de T' associado ao autovalor \;, entdao (T'— \;I)v = 0. Isso implica que
Rh(T)v = 0 para qualquer autovetor de 7. Como o Teorema da Decomposi¢ao Primaria implica
que o polinomio minimo e caracteristico possuem os mesmos fatores irredutiveis, mostramos que
h é o polindomio minimo de 7.

Reciprocamente, se p(t) = (t — A1)...(t — Ag) é o polindmio minimo de 7', entdao W; =
ker(T'— \;I). Claramente todo elemento de W; é um autovetor de 7. Tomando bases B; de cada
espago W, temos que B = {By,..., B} é uma base de V formada por autovetores de T'.

O

5.6 A forma de Jordan real

Definicao 5.6.1 Sejam A € M, x,, € z € K® um vetor qualquer. Definimos A € M, ,, como a
matriz obtida ao se tomar o conjugado em cada uma das entradas de A e z € K™ como o vetor
obtido ao se tomar o conjugado em cada uma das coordenadas de z.

E de verificacao imediata que A + AB zz—i- /_\_E, AB = A B para quaisquer matrizes A, B €
M,,x, € A € K. Além disso, também vale Az = AZ para qualquer z € K".

Definicao 5.6.2 Seja V' um espaco vetorial real. Definimos a complexificacao de V' como
sendo o conjunto
Ve = {u+iv; u,v € V}.

Em Vi soma-se e multiplica-se por escalar (complexo) de maneira “natural”. E facil verificar
que Vi torna-se, assim, um espaco vetorial sobre os complexos.

Seja T -V — V uma aplicagdo linear. Definimos a complexificagcao de T' como sendo a
aplicagao Tc : Ve — Vi definida por Te(u + iv) = Tu + iTw.

Se identificarmos o vetor v € V com o vetor v +i0 € Vg, V é um subespaco de V. Essa
identificagao sera usada no préximo resultado:

Lema 5.6.3 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e T : V — V uma aplicagao linear.
As sequintes afirmativas sao vdlidas:

(1) toda base de V' € base de V;
(i7) os polinomios caracteristicos de T e T¢ sao iguais;

(1ii) se X € um autovalor de T, entao X\ € também um autovalor de Tg; as multiplicidades
algébricas dos autovalores A e X\ sao 1guais;
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(1v) seja W wm subespaco tal que w = u + v € W implica que © = u —iv € W. Entio W
possui uma base formada por vetores reais.

Demonstragao: (i) Basta notar que as partes real u e imaginéria v de qualquer vetor u + v
podem ser escritas como combinagao linear dos elementos da base de V.

(77) Decorre imediatamente de (i) com a identificacdo V' 3 v = v + 0 € V¢, pois entdo as
representacoes de 1" e Tz numa base de V' sao iguais.

(73i) Sejam A um autovalor de T¢ e p(z) o polinémio caracteristico de Tg. Como p(z) também
é o polinomio caracteristico de T', os coeficientes de p(z) sdo reais. Tomando o conjugado na
equacdo p(\) = 0, obtemos p(\) = 0, o que mostra que A também é uma raiz do polinémio
caracteristico de T¢. Se p'(A\) = ... = pl@"D(\) = 0 e p@(X\) # 0 (isto ¢, se A é raiz de multi-
plicidade d do polindémio caracteristico®), tomando o conjugado em cada uma dessas equagoes
obtemos p'(\) = ... = pld=(X) = 0 e p'D()\) # 0, mostrando que A também tem multiplicidade
d.

(iv) Seja {wy, . . ., w;} uma base de W, com w; = uj+iv;, 7 =1,..., k. Somando e subtraindo
os vetores w; e wj, obtemos que u; = u; + 10 e v; = v; + 0 estao em w. Assim, o conjunto
S = {uy,vy,...,ug,vp} ¢ um conjunto de vetores reais que gera 1. Uma base formada de
vetores reais é obtida ao se tomar um subconjunto de S com k elementos que seja linearmente
independente em V. O

Lema 5.6.4 Sejam T : V — V um operador linear e Tc sua complexificagio. Se o subespago
W C Vi possut uma base formada por vetores reais, entao ele € a complezificacdo de um sube-
spaco W C V.

Demonstracao: Todo vetor de W é da forma w = u+iv, sendo u e v vetores reais. Escrevendo
u e v em termos dos vetores da base real, segue imediatamente que W é a complexificacao do
espago real W gerado pelos vetores dessa base. O

Teorema 5.6.5 (Forma de Jordan real)

Seja T : V. — V um operador linear real. Entao existe uma base C de V' na qual T € repre-
sentado por uma matriz J, diagonal em blocos, cujos blocos diagonais, além daqueles associados
a autovalores reais e que sao como na definicaio da forma de Jordan complexa, também podem
ter a forma

Jap = : : : em que Daﬁ:(_g ﬁ),
0 0 0 D.g Iy
0 0 0 0  Dapg

sendo o+ i3 um autovalor complexo de Tc e Iy a matriz identidade 2 X 2.

Veja exercicio 6.
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Demonstragao: De acordo com o Teorema da Decomposicao Primaria, o espago vetorial V'
pode ser decomposto como soma direta de espacos invariantes pela aplicagao T. Se A € R é um
autovalor de T', obtemos o espago invariante W,. A base do espago W) na qual T assume sua
forma de Jordan nesse espaco é entao construida como na demonstracao do teorema de Jordan
5.5.2.

Assim, podemos nos limitar ao caso de autovalores A € C \ R da complexificacao T¢ de T.
Suponhamos que T¢ possua um autovalor A € R. Decorre do lema 5.6.3(ii1) que A também é
autovalor de T¢, o que garante a existéncia dos espagos Wy e Wy. Se os vetores w; = u; + 1v;
(j =1,...,k) formam uma base de W), temos que os vetores u; — iv; formam uma base de W7,
de acordo com o exercicio 13.

Afirmamos que

S = {uy, v, ug,va, ..., U, Vg }

¢ uma base de W), ® W5 formada apenas por vetores reais. De fato, como dim W, = dim W5 = k,
o conjunto S tem a dimensao do espaco W, @& W3. Por outro lado, todo vetor desse espago é
combinacao linear dos elementos de S. Isso mostra o afirmado.

Finalmente, se wy = uy + iv; satisfaz Tew; = Aw; para A = a+ i € C\ R, entao

T(uy) +iT(v1) = (quy — Bvy) + i(Buy + avy).
Se, para j € {2,...,r}, temos Tew; = Aw; + w,_1, vemos que
TUj + iTUj = (Oéu]' — ﬁUj + 'Lbj,1> + Z(ﬁlb] + Qv + Ujfl),

de onde segue que, na base {uy, vy, us, va, . .., ug, vi} de W@ Wy, T é representado por bloco(s)
da forma descrita no enunciado do teorema. Como T = T para qualquer dos vetores dessa base,
a demonstragao esta completa.

([

5.7 Exercicios

1. Ache o polinomio minimo de T : R3 — R? dada por T(z,y,2) = 3z +y — 2,2z + 2y —
2,2z + 2y).

2. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Mostre que o polinomio caracteristico e o
polindmio minimo da aplicagao linear 7': V' — V independem da base B de V.

3. Sejam T : K* — K" uma aplicacao linear e A a representacao de T na base canonica
do K". Suponhamos que T possa ser representada por uma matriz diagonal na base
B = {vi,...,v,}. Se P é matriz cujas colunas sdo as coordenadas de v; (com relagao
a base canonica do K"), mostre que D = P™'AP, em que D é a matriz diagonal cujos
elementos diagonais sao os autovalores de T'.

4. Demonstre a Proposicao 5.4.9.
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Uma aplicagao linear N : V' — W ¢é nilpotente se existe m € N tal que N™v = 0 para
todo v € V. Dé exemplo de uma matriz A, 2 x 2, tal que A # 0 e A2 = 0. Ache um vetor
v € R? tal que {v, Av} seja uma base do R? e que A coincida com sua representacao nessa
base. Considere agora uma matriz N, n X n. Seja mgy o menor de tais nimeros m € N. Se
mgo > 1, mostre que existe v € V tal que

{v,Nv,..., N™ 2y N™~ 1y}

¢ linearmente independente. Dé exemplo de uma matriz 4 x 4 tal que A # 0, A2 =0e
existam vetores v,w € R* tais que {v, Av, w, Aw} seja uma base de R* e A coincida com
sua representacao nessa base. Dé exemplo de uma matriz 5 x 5 tal que A2 # 0 e A3 =0,
para a qual existam vetores v, w € R® tais que {v, Av, w, Aw, A%*w} seja uma base do R’ e
A coincida com sua representacao nessa base.

Suponha que o polindémio p(z) seja da forma (z — X)4q(z), com g(A\) #0 e d € {2,3,...}.
Mostre que p'(A) = ... = pl@=Y(X\) = 0, mas p'?()\) # 0. Dizemos entdo que a raiz A de
p(z) tem multiplicidade algébrica d.

Encontre a decomposicao primaria da matriz

1 1111
01111
A= 00 1 1 1
000 21
0000 2

Leia o paragrafo 6.8 (Teorema da Decomposi¢ao Primaria) do livro Algebra Linear, de
Hoffman e Kunze. Estude o exemplo 14 daquela secao.

Seja A uma matriz n X n diagonalizavel. Se B comuta com A, mostre que A e B sao
simultaneamente diagonalizaveis.

Obtenha uma base B na qual as seguintes matrizes estejam na forma canonica de Jordan:

25 0 0 0
02 0 0 0

@]oo-1 0 -1
00 0 -1 0
00 0 0 —1
110 0-1 0 4 0
011 -1 -1 -3 3 —4
001 0 1 1 -2 1

Gy [000 1114
000 0 1 0 -1 -5
000 0 0 1 1 -1
000 0O 0 0 1 -2
000 0O 0 0 0 3
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Sejam

mt) = (t—=A)" .. (t=MN)" pt) = (t—=A)" .. (=N
os polindmios minimo e caracteristico do operador T': V' — V| sendo V' um espaco sobre
os complexos. Mostre que

(1) existe ao menos um bloco d; X d; associado ao autovalor A;;

(#2) o numero de blocos associados ao autovalor \; é igual a multiplicidade geométrica
de \; (isto é, a dimensao do espago W; associado ao autovalor );). (O inteiro s; é a
multiplicidade algébrica do autovalor ;).

Determine todas as possiveis formas canonicas de Jordan para uma matriz

() cujo polinémio caracteristico é p(t) = (t — 2)3(t — 5)%

(i1) cujo polinomio minimo é m(t) = (t — 2)?;

(ii7) cujo polindmio caracteristico é p(t) = (t — 3)*(t — 5)* e cujo polinémio minimo é
m(t) = (t — 3)%(t — 5)2.

Sugestao: em cada caso, quais sao as possiveis dimensoes dos subespacos associados ao
Y
polinémio minimo?

Definiremos a conjugada B de uma matriz B qualquer como a matriz obtida ao se tomar
o conjugado em cada uma de suas entradas. Mostre que B+ C = B+ C e BC = BC.
Em particular, se v = (o ... a,)? é um vetor, @ = (a7 ... @,)T é o conjugado do vetor
u. Seja T : V. — V um operador linear real e T¢ sua complexificacao. Mostre que, se
u+iv € ker(Te — M), entdo u —iv € ker(Te — M)". Conclua que se u; +ivy, .. ., ug +ivy,
¢ uma base de W), entao uy — ivy, ..., ur — ivx € uma base de Wi.

Verifique que a demonstracao do teorema 5.6.5 garante, em particular, que os subespacos

s Y ) s
Wy e W5 associados aos autovalores conjugados A\, A possuem a mesma dimensao. Voce é
capaz de dar uma outra demonstracao desse fato?

Seja T¢ a complexificacao do operador T': V' — V', sendo V' é um espaco vetorial real.
Suponhamos que A € R seja um autovalor de Tt (e, portanto, de T'). Mostre que,
se {wy,...,wx} é uma base do espago invariante Wy, com w; = u; + iv;, entdo tanto
{uy,...,ux} quanto {vy,...,v;} sdo bases de W,. Dé entdo uma demonstragao do teo-
rema 5.6.5 usando a complexificacao T¢ também para o caso de um autovalor A € R.

Suponhamos agora que A € C\ R seja um autovalor de T¢ e {wy,...,wg} uma base de
Wy, sendo w; = u; +iv;. E verdade que {us, ..., u;} é uma base de W,?

Seja T : R* — R* um operador que tem a forma de Jordan complexa dada por

i1 0 0
0 0 O
00 —i 0
00 0 —i

Ache a sua forma de Jordan real.



Capitulo 6

Estrutura Euclidiana

6.1 Produto interno

Definicao 6.1.1 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Um produto interno em V ¢é
uma aplicagao (-,-) : V x V — K satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) (v,w) = {w,v);
(17) (u+ v, w) = (u,w) + ANv,w);
(17i) (v,v) > 0 e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.
Um espaco V' com produto interno é chamado euclidiano se ele tem dimensdo finita'.

Exemplo 6.1.2 Se V' = R", o produto interno canénico (também chamado produto escalar) é
definido por

n hn
<$=y>:$'y:Z$z‘yz’=($1~--$n) N I
=1 Yn
em que r = (T1,...,%n) €Y= (Y1, -, Yn)-
Com a mesma notacao, esse ¢ um caso particular do produto interno canénico em C”, definido
por
n (7
<$ay>:$‘y:Z$iE=($1m$n) :
=1 %
|
Observagao 6.1.3 Se o espaco vetorial V' possui uma base B = {vy,...,v,}, entao

(@,y) = [2]5[7]s

define um produto interno em V.

'Em alguns textos, um espaco euclidiano é um espaco com produto interno, mesmo em dimensao infinita.

70
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Assim, ao dizermos que um espacgo vetorial é euclidiano, nao estamos atribuindo uma pro-
priedade especial a esse espago. Estamos, na verdade, especificando que naquele espaco foi
escolhido um determinado produto interno, entre os varios produtos internos com que ele pode-
ria ser considerado.

Note que a definicao do produto interno através de uma base é a generalizacao do exemplo
6.1.2. Veremos posteriormente uma certa reciproca a esse resultado, caracterizando produtos
internos em espacos de dimensao finita. <

Definicao 6.1.4 Sejam u,v vetores do espaco com produto interno V. Fsses vetores sao or-
togonais (ou perpendiculares) se (u,v) = 0. Nesse caso escrevemos u L v.

Posteriormente justificaremos geometricamente essa defini¢ao.

6.2 Norma

Definicao 6.2.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma em V € uma
aplicagao || - || : V — [0,00) satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) |jv]| >0 sewv #0;
(i) 2ol = 1Al [[o]l, para A € K;
(idd) v+ w] < floll + 1wl
Se V' possui uma norma, dizemos que V' € um espaco normado.

O valor ||v|| pode ser interpretado geometricamente como o comprimento do vetor v. Se ||v|| = 1,
o vetor v é chamado unitario.

Seja V um espago com produto interno. Consideremos (com abuso de notagao) |jv|| :=
(v,v)"/2. Vamos mostrar que essa notacdo se justifica, isto é, que (v, v)'/? realmente define uma
norma. Comecamos justificando a definicao de perpendicularidade dada acima.

Teorema 6.2.2 (Pitiagoras)

Seja V' um espago com produto interno e ||z| = (z,z)"/?

. Entao, se x 1y, temos
Iz +yll* = ll=]l* + !
Demonstragao: Basta desenvolver ||z + y||*:
lz +yl* = (@ +y,2 +y) = (@,2) + (2,9) + (v, 2) + (v, 9) = [2]* + Iy ]1*,

pois = e y sao ortogonais.
O

Suponhamos agora que V seja real. Entao (x +y,z +y) = ||z[|* + 2(z,y) + ||y||*. Se vale o
Teorema de Pitagoras, entao x L .
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Proposicao 6.2.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Seja V' um espaco com produto interno. Entdo, se ||z|| = (x,z)/2, temos para todos x,y € E

[z o) < =l llyll-

Demonstragao: A prova que apresentaremos é bem geométrica (interprete!). Se x = Ay, entao
(=, ) = Al (g, 9) = [l lylI> = [lz]| [y]l. Se = # Ay, existe o € K tal que [(y — ax,x)| = 0. (De
fato, basta tomar « := (y, z)/||z||*; note que ||z]| = 0 estd incluido no caso anterior). Entao

|(y, z)|?
0< lly —azl® = lyll* — laf* l=]* = llylI* - TR
donde obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
O
Agora estamos em condicdes de justificar a notacdo ||z|| = (z, 2)'/2.

Proposicao 6.2.4 Todo espago com produto interno V' tem uma norma definida por ||z| =
(w, )12,

Demonstracao: A primeira propriedade de norma decorre imediatamente da definigao do pro-
duto interno. Além disso,

IA0][* = (A, M) = AX(v, v) = [A]*[Jv]]*.

Finalmente, temos que

lv+wl® = (v+wv+w)=[ol*+(v,w) + (w,v) + [w]|* = [v]* + 2Re (v, w) + [Jw]|*
< oll* +2Re | (v, w)] + ||wl|*
< ol* +2lvl lwll + wl* = (o]l + lw])®

|

A seguinte propriedade de espagos com produto interno é imediata (desenvolva o lado es-
querdo da equagao):

Proposicao 6.2.5 Em todo espaco com produto interno vale a identidade do paralelogramo:

lz+ yll* + llz = ylI* = 2 (l=]* + [ly[I*) -

6.3 Bases ortonormais

Definicao 6.3.1 Seja V um espaco com produto interno. Um conjunto X C V € ortogonal se
u L v para quaisquer u,v € X. Se, além disso, todos os seus vetores sao unitdarios, entio X €
ortonormal.

O proximo resultado vale até em espacos vetoriais de dimensao infinita:
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Lema 6.3.2 Todo conjunto ortogonal formado por vetores ndo nulos € linearmente indepen-
dente.
Demonstragao: Sejam zq,...,x,, € X e suponhamos que
o1+ ...+ oy, = 0.
Entao,
0=1(0,2;) = {11+ ... + T, ;) = a1 (X1, ;) + - .. + O {Tp, ;) = {4, 25).
Como (z;, ;) = ||z;]|* # 0, temos o; = 0.
O
Proposicao 6.3.3 Seja {v1,...,v,} uma base ortonormal de um espago euclidiano V. Entdo
(1) u= (u,v1)vy + ...+ (u,v,)v,;
(é) flull® = [u, vi)? + ... + Ku, va) .

Demonstracao: Se u = ajv; + ... + a,v,, entdo (u,v;) = a;{v;,v;) = ;. Isso mostra (7).
Como

n

|ul|? = <<u,vl>vl + o (U, v, (u, vy (u,vn)vn> = (u,v;){u, v;) = Z | (u, v;)|?,

=1

(74) também se verifica.

O

Teorema 6.3.4 (Gram-Schmidt)
Dada uma base arbitrdria {uy,...,u,} do espago euclidiano V', existe uma base ortonormal
{z1,...,2,} de V formada por vetores x; que sido combinagies lineares dos vetores uq, ..., u;,

para todo i =1,...,n.

Demonstracgao: Utilizaremos indugao na dimensao do espago, o caso n = 1 sendo trivial.
Suponhamos construidos os vetores x1,...,zr_1. Consideramos entao

k—1
T = C uk—g C;x; | .

i=1

Para obtermos xj ortogonal a todos os x; ja escolhidos, basta definir ¢; = (ug,x;) para i =
1,...,k — 1. Escolhemos entao 1/c como a norma do vetor uy — Zf;ll c;xi;. Note que ¢ > 0.
O

Uma interpretacao do teorema de Gram-Schmidt em termos de decomposi¢ao matricial sera
dada na secao 8.4. O teorema de Gram-Schmidt garante a existéncia de uma infinidade de bases
ortonormais para espagos euclidianos. Dada uma base ortonormal {z1, ..., z,}, temos

r=a1x1+ ...+ a,x,.
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Os escalares a; podem ser facilmente determinados. Como a base é ortonormal, temos que
a; = (z,x;) i=1,...,n.
Consideremos entao um outro vetor y € V. Entao
(z,y) = (@121 + ... + QpTn, b1y + ...+ bpzy) = a1by + ...+ apby,

o que mostra que, com relacao a uma base ortonormal?, qualquer produto interno em V tem a
forma dada pela observagao 6.1.3. Em particular, quando y = x, temos

||| =af + ... +a2.

Podemos ainda explorar mais as relagoes acima com a observacao 6.1.3. Se x = a1x1+. ..+ a, 2y,
concluimos facilmente que a aplicagao

S:V—-K" Szr=(ay,...,a,)

¢ um isomorfismo que transforma um dado produto interno em V' no produto escalar usual no
K™,

Notamos que, para y € V fixo, a aplicacdo = +— (x,y) é uma aplicagao linear. Reciproca-
mente, temos o importante

Teorema 6.3.5 (de representagao de Riesz) Toda aplicagio linear ¢ .V — K num espago
euclidiano V' pode ser escrita como um produto interno. Mais precisamente, existe um unico
y €V tal que

Ux)=(z,y) VzeV.

Compare o enunciado acima com o teorema 2.2.3. Existe uma generalizacao desse resultado para
certos espagos com produto interno de dimensao infinita (os espagos de Hilbert).
Demonstragao: Considere uma base ortonormal zy,...,x, € V. Se x = (z,x1)x1 + ... +
(x,z,)x, entao

Ux) = (zyx)l(xy) + ...+ (x, 2.)0(x,)
= (z,l(z)z1) + ... + (2, lxp)xn) = (@, 0(x1)T1 + . oo+ (20)T0)-

Defina y = {(z1)x1 + ... + ¢(x,)z,. A unicidade de y decorre de {z1,...,x,} ser uma base.
O

Decorre entao o seguinte

Corolario 6.3.6 Se V' é um espacgo euclidiano real, a aplicagao ¢ — y é um isomorfismo entre

V'ieV.

2Veja o exercicio 2.



6.4. PROJECOES ORTOGONAIS 75

6.4 Projecoes ortogonais

Definicao 6.4.1 SejaY C V um subespaco do espago com produto interno V. O complemento
ortogonal de Y, denotado Y=+, € o conjunto

Yit={veV{ny) =0VyecY}
Claramente Y+ é um subespaco de V.

Teorema 6.4.2 Para qualquer subespaco Y C V de um espaco euclidiano temos

V=YaoY™
Além disso, vale
(YHt=Y.
Demonstragao: Seja y € Y NYL. Entao (y,y) = 0 e, portanto, y = 0.
Seja y1, ..., Y, uma base ortonormal de Y e v € V. Defina z = v — (v, y1)y1 — . . . — (U, Yun) Y-

Entdoz € Yt ev=y+ 2, comy = (v,y1) + ... + (U, Yo ) Yrm-
Temos, por (i), V=Y @Y+ e também V =Y+ & (Y1)L. Daf decorre que (ii).
O

Observacao 6.4.3 A demonstragao acima continua valida para espacos de dimensao infinita,
desde que Y C V tenha dimensao finita. Uma outra demonstracao é a seguinte: considere

uma base ortogonal {y1,...,yn} de Y e entao complete essa base de modo a obter uma base
de V. O processo de Gram-Schmidt mostra que podemos completar com uma base ortogonal:
{1, Ym, W1, ..., wi}. Claramente temos que Y+ é o espaco gerado por {wy, ..., wy}. <

Definicao 6.4.4 Na decomposi¢ao
V=Y o Yt
v=y + =z
a componente y € chamada projecao ortogonal de v em Y e denotada y = mywv.

Teorema 6.4.5 Sejam V um espaco euclidiano e Y C V um subespago. A aplicagio wy 1V —
Y € linear e satisfaz 3 = m,. A aplicagdo my € a projecao ortogonal de V em Y.
Demonstracao: Seja w € W qualquer. O teorema 6.4.2 garante que w = §y + z, com §y € Y
ez €Yt Logo, Mo = A\j+ A\z. Assim, z + Mw = (y + \y) + (2 + A\Z), o que mostra que
7Ty(1' + )\U)) =Y+ )\g =TyX + )\7Ty’w.
Se v =y + 2 é a decomposigao de v, entdo Tyy = y, mostrando que T = Ty
([

Teorema 6.4.6 Seja Y um subespaco do espaco euclidianoV ewv € V. Entre todos os elementos
y €Y, aquele com menor distancia até v é o elemento wyv.

Demonstragao: A decomposicao dada pelo teorema 6.4.2 garante que v —y = (myv — y) + 2,
com z € Y. Pelo teorema de Pitagoras,

lv = ylI* = llmyv — ylI* + |21

Assim, ||v — y|| ¢ minima quando y = myv.
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6.5 A adjunta de uma aplicacao linear

Sejam V, W espacos euclidianos.

Proposicao 6.5.1 Dada uma aplicagao linear T : V — W, existe uma unica aplicacao linear
T : W — V, chamada adjunta de T', satisfazendo

(Tv,w) = (v, T*w)y YoveV, weW.

Demonstragao: Para w € W fixo, a aplica¢ao v — (Tv, w) pertence ao dual de V. O teorema
de representacao de Riesz garante entao que existe um dnico y € Y tal que

(Tv,w) = (v,).

Defina T*w = y. Esta assim definida, para cada w € W, uma aplicacao T : W — V.
Sejam u,w € W e X € K. Entao,

(0, T*(u+ M) = (Tv,u+ Aw) = (Tv,u) + MTv,w) = (v, T*u) + (v, \T*w).

Dai decorre a linearidade de T*. Se S* : W — V fosse outra aplicacao linear tal que (Tv, w) =
(v, S*w), entao (v, T*w — S*w) = 0 para todo v € V. Escolhendo v = T*w — S*w, concluimos
que T* = S*.

O

Exemplo 6.5.2 Seja T : R? — R? dada por T'(z,y) = (ax + by, cx +dy). A representagao de T
com relacao & base canonica do R? é a matriz

b
Tg=<i d).

(T(x1,31), (x2,92)) = (axy + by1)za + (cx1 + dy1)ye
= (amg + cy2)x1 + (bra + dys)1n
= ((w1,41), (ax2 + cya, bry + cyp)),

- (3 5)

Note que se T : C* — C? ¢é dada por T(z,y) = (ax + by, cx + dy) para a,b,c,d € C, entao a
representacao de sua adjunta com relacao a base canonica seria a conjugada da transposta da
representagao de 7' com rela¢do a base canonica (verifique!). <

Entao

de onde concluimos que

Seja B = {x1,...,z,} uma base ortonormal de V e T : V' — V uma aplicagao linear. E facil
verificar que, se A = (a;;) é a representacao de 7' na base B, entao a;; = (T'x;,x;). (Veja o
exercicio 17).

Se C é uma base arbitraria de V e T': V' — V uma aplicacao linear, a relacao entre [T]¢ e
[T*]c é mais complicado do que no exemplo acima.
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Proposicao 6.5.3 Sejam V,W, U espacos euclidianos e T, S :V — W e R: W — U aplicagoes
lineares e A € K. Entao vale:

(i) I* = I;
(i) (T + 8)* = T* + S*;
(iii) (AT)* = AT*;
(i) (RT)* = T*R*;
(v) (T7)" =
) (

(vi) (T71)" = (")~

Demonstracao: As provas dos resultados afirmados sdao muito semelhantes. Faremos apenas
algumas delas.

(13) (v, (SH+T)*w) = ((S+T)v,w) = (Sv,w)+(Tv,w) = (v, S*w)+(v, T*w) = (v, (S*+T*)w).
A unicidade da adjunta garante entdo que (S +7)* = S* + T™.

(v) (v, T**v) = (T*w,v) = (v, T*v) = (Tv,w) = (w, Tv). De novo, a unicidade da adjunta
garante o afirmado.

O

Teorema 6.5.4 Sejam V. W espacos euclidianos e T' : V. — W wuma aplicagao linear. Entao
vale:

(i
(i) ker T = (ZmT*)*;

ker T* = (ZmT)*;

) )
) )
(i4i) ImT* = (ker T)*;
(iv) ImT = (ker T*)*;
(v) posto de T'= posto de T*.

Demonstracao: Também nesse caso as demonstragoes sao muito semelhantes. Temos:

(wekaT " T'w=0s (v, T*W) =0VveV & (Tv,w)y=0VveVeowlInT.

Do mesmo modo se mostra (ii).

(iii) Basta passar (ii) ao complementar ortogonal: ((ZmT*)1)t = (ker T)*. Similarmente
para (iv).

Finalmente, temos V' = dimker T' + posto de T' = dim(Zm T*)* + posto de T. Decorre daf
que dimZm T™ = posto de T, mostrando o afirmado.

O

Definicao 6.5.5 Uma aplicacao T :V — V é chamada auto-adjunta se T" = T.

Note que, se B é uma base ortonormal de V, [T*]g = ([T]p)*. Além disso, se Tz = A é auto-
adjunta, P~'AP = B implica que B ¢ auto-adjunta.

Uma matriz A é auto-adjunta se A* = A. No caso real, isso equivale a AT = A e a matriz
¢ simétrica.
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6.6 Norma de uma aplicacao linear
Seja T : V — V uma aplicacao linear definida no espaco euclidiano V.

Definicao 6.6.1 Definimos

T
1T = max L2201

Chamamos ||T|| de norma da aplicagao linear T.

Decorre imediatamente da definicao que || Tz|| < ||| ||=||. O préoximo resultado garante que || -||
definida acima é uma norma no espago vetorial £(V') de todas as aplicagdes lineares de V em V.

Proposicao 6.6.2 Seja T : V. — V uma aplicacdo linear definida no espaco euclidiano V.
Entao

(1) A aplicagdio || - || : L(V) — [0,00) € uma norma;

(id) [1ST < [[SIHITY].

Demonstragao: Claramente ||T'|| > 0 e ||T|| = 0 se, e somente se, Tz = 0 para todo x # 0.
Além disso T T T
AT = max T2 o PO 2L,
w20 lzf a0 [l 20 ||
Além disso,
S+T S T S T
A0 ||z 20 ] A (| I ]

(@) [(ST)z|| = [|S(Tx)| < [SIHITzl < [STIT]H]]]-

6.7 Isometrias

Definigao 6.7.1 Seja M : V. — V wuma aplicagdo (nao necessariamente linear) definida no
espaco euclidiano V. A aplicacao M ¢ uma isometria se, para quaisquer x,y € V, temos

[Mz— My = |lz -yl (6.1)

Decorre imediatamente da definicao que a composta de duas isometrias é uma isometria. Um
exemplo elementar de uma isometria é uma translagao:

Tr=x+a

para a € V fixo. Dada uma isometria, podemos compoé-la com uma translacao e produzir assim
uma isometria que leva 0 € V em 0 € V. Reciprocamente, toda isometria é a composta de uma
que leva 0 € V no 0 € V com uma translagao.
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Teorema 6.7.2 Seja M : V. — V uma isometria no espago euclidiano V', com M(0) = 0.
Entao:
(1) Se V' é um espaco sobre R, entdo M € linear;
Supondo adicionalmente que M seja linear no caso complexo, entao vale:
(11) M*M = I; reciprocamente, se essa igualdade é satisfeita, entao M é uma isometria.
(1ii) M possui inversa e sua inversa € uma isometria.
(iv) Se V' é um espaco vetorial sobre R, entao det M = £1. No caso complexo, |det M| = 1.
Demonstracao: (i) Tomando y = 0 em (6.1) vem que
(M| = =]
Vamos denotar Mx = 2/, My = v/, etc. Temos entao
1= N=ll, 1=yl e [l2"=yl=lz—uyl, (6.2)

de acordo com o que acabamos de mostrar e a equagao (6.1). Elevando ao quadrado a tltima
igualdade vem

(@, y) = (z,v), (6.3)
mostrando que 7' preserva o produto interno. Desenvolvendo ||z’ —2’—/||* em termos do produto
interno, obtemos

12" =2’ =/ IP = 121 + Iy 1" + 1211 = 22", ") — 20, 3/) + 2(2", o).
Do mesmo modo,
Iz — 2 = ylI* = ll21” + yll* + l=[I* — 2z, 2) — 2(z, ) + 2(x, ).
Decorre entao de (6.2) e (6.3) que
12 =" =/ | = Iz — 2 — y|I”

Escolhemos entao z = = + y. O lado direito da igualdade acima é, entao, nulo. Isso garante
que o lado esquerdo também é, o que implica que 2/ — 2’ — 3y = 0. Mas isso garante que
M(x +y) = Mx + My. Mas também temos que

(M(Az), My) = Az, y) = Mz, y) = MMz, My) = (AMz, My),

o que garante que M (Az) = AMz. Isso mostra a linearidade de M no caso real.
Para mostrarmos (i7), partimos de (6.3) (note que essa expressao também vale para o caso
complexo): a relagao
(z,y) = (Mx, My) = (z, M"My)

¢ valida para quaisquer x,y € V', de modo que

(x, M*"My —y) = 0.
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Escolhendo x como o termo no lado direito do produto interno, vemos que M*My = y para todo
y. A reciproca é obtida invertendo a ordem na prova dada acima.

Decorre imediatamente de M*M = I que M tem inversa. Quando tomamos z = M 'y na
igualdade |[Mz| = ||z|| vem ||M~'y|| = ||y||. Como M~! é linear, essa aplicacao ¢ uma isometria.
Note que M ~! = M*.

Finalmente, no caso real, como M* = M7 e det MT = det M, a igualdade M*M = I garante
que (det M)? = 1 e, portanto, det M = +1. No caso complexo, M* = MT. Decorre dai que
det M* = det MT = det M. Assim, det Mdet M = 1, provando o afirmado.

O

O significado geométrico de (iv) é que uma aplicacao que preserva distancias também preserva
volumes. Uma aplicacao linear M que satisfaz M*M = I é chamada ortogonal no caso real e
unitaria no caso complexo.

Como antes, uma matriz A é ortogonal (respectivamente, unitaria) se ATA = I (resp.,
A*A=1).

6.8 Exercicios

1. Seja V um espaco euclidiano complexo. Dé um exemplo mostrando que a validade do
Teorema de Pitagoras nao implica que x L y.

2. Seja {vy,...,v,} uma base arbitrdria do espago euclidiano real V. Defina g;; = (v, v;). Se
U=01V1+...4 QU €0V = Givr + ...+ B,v,, mostre que

(u,v) = Z i 0;- (6.4)

ij=1
Mostre também que a matriz G = (g;;) é simétrica e positiva, isto é, se x = (z1,...,2,) €
Rn
n
> =a’
9ijvix; =x Gor >0

ij=1
para todo x # 0.

Reciprocamente, fixada a base {vy,...,v,} do espaco real V e dada uma matriz simétrica
positiva G, mostre que (6.4) define um produto interno em V.

3. Seja V um espago euclidiano complexo e {vy,...,v,}m uma base desse espaco. Defina
gij = (v;,v;) e mostre a equacao 6.4. Verifique entdo que a matriz G é hermitiana (isto é,
GT =@G), e

'Gr >0 VO#£zeC (6.5)

Reciprocamente, se G é uma matriz hermitiana e a equacao (6.5) se verifica, entao (u,v) =
uTGv define um produto interno.
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. Seja C([a, b], K) o espago das fungoes continuas f : [a,b] — K. Mostre que

wywz/juﬁﬁﬁ

define um produto interno nesse espaco.

. Considere agora o espago C(|—m, 7], R). Mostre que o conjunto

X :={1,sent,cost,sen2t, cos2t,...}

¢ um conjunto ortogonal.

. Considere entao o espago vetorial C'([—1,1],R). Seja P C C([—1,1],R) o subespago for-
1

mado por todas as fungoes pares e Z C C([—1,1],R) o subespago formado por todas as
funcdes fmpares. Mostre que Z = P+,

. Seja R[t] o espago vetorial de todos os polinomios com coeficientes em R. Verifique que

X ={1,t,t* ..}

¢ uma base desse espago. Encontre os 4 primeiros termos da base obtida ao se aplicar o
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a base X.

. Seja V um espago com produto interno. Mostre as identidades de polarizagao:

(7) Se V' é um espaco real, entao
1 1
(1, ) = Flu 0] & u = o],
(73) Se V' é um espago complexo, entao

1 1 . |
() = llu+vll” = Zllu = ol + Zllu+ ol = 7 Jlu—iv]”

. Prove o corolério 6.3.6. O que acontece se V' for um espaco complexo?

Seja A = (a;;) uma matriz m x n real. Considere o sistema Az = b, em que b € R™. O
sistema

ATy =0
é chamado sistema homogéneo transposto. Mostre que o sistema Az = b possui solucao
se, e somente se, b for ortogonal a qualquer solugao do sistema homogéneo transposto. (Isso
implica que podemos garantir a existéncia de solucoes para o sistema Az = b sem necessitar
exibir uma de suas solucoes; basta verificar se b é ortogonal as solugoes de ATy = 0).

Seja T': V — V uma aplicacao linear. Mostre que se T*T = 0 entao 1" = 0.

Seja V' um espaco euclidiano complexo. Mostre que 7' : V. — V é auto-adjunto se, e
somente se, (T'v,v) € R para todo v € V.
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Seja V' um espago com produto interno e «, 3 € V' vetores fixos. Mostre que Tv = (v, )3
define uma aplicacao linear em V. Mostre que T™* existe e obtenha sua expressao.

Sejam Wy, W5V subespacos do espaco com produto interno V. Mostre que (W + Wy)t =

Wf‘ ﬂWQJ' e (W1 QWQ)J' = Wf‘ +W2J'

Seja wy, . .., w,;, uma base ortonormal do subespago W do espaco com produto interno V.
Mostre que, para todo v € V, vale a desigualdade de Bessel

m
loll> > " 1w, w))]”
j=1

Sejam B = {vq,...,v,} e C = {wy,...,w,} bases ortonormais dos espagos euclidianos V'
e W, respectivamente. Seja T : V — W uma aplicacao linear. Mostre que

T = A= (ay), em que a; = (T(v;),w;), parai =1,...,mej=1,...,n.
Conclua que (T*)5 = B = (b;;), em que b;; = Gj;, generalizando assim o exemplo 7.6.
Sejam V, W espagos euclidianos. Dadas as aplicagdes S, T € L(V, W), defina

(S,T) = tr (S*T).

Mostre que estd definido assim um produto interno em L(V,W). Se A = (a;; ¢ B = (b;;
sao, respectivamente, as matrizes de S e T" com relacao a bases ortonormais de V' e W,
mostre que

<A, B> = Z aijbij.
Y]

Um isomorfismo dos espagos com produto interno V' e W é uma bijecao linear T': V — W
que satisfaz, adicionalmente, (T'u, Tv) = (u,v), para todos u,v € V (isto é, T preserva o
produto interno). Se dim V' = dim W, mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T preserva o produto interno;

(72) T é um isomorfismo (de espagos com produto interno);

(77i) T leva toda base ortonormal de V' em base ortonormal de W;

(iv)

Sejam V' e W espagos com produto interno. Mostre que 7' : V. — W preserva produto
interno se, e somente se, | Tv|| = ||v|| para todo v € V (T preserva norma).

T leva alguma base ortonormal de V' em uma base ortonormal de V.

Mostre que M é uma matriz unitéria (respectivamente, ortogonal) se, e somente se, suas
colunas formam uma base ortonormal de K".

Seja T': 'V — V um operador auto-adjunto no espaco com produto interno V. Mostre que

(1) ||v+ iTv|| = ||v —iTv| para todo v € V;
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(17) v+iTv = u+ iTu se, e somente se, v = u;
(1i1) ker(I +4T) = {0};
(iv) ker(I —iT") = {0}.

Mostre que se dim V' = n, entao
U:=(I—iT)(i+iT)""

¢ um operador unitario, chamado transformada de Cayley de T

83



Capitulo 7

Teoria Espectral Euclidiana

7.1 Formas bilineares e quadraticas

Definigao 7.1.1 Seja V um espago vetorial. Uma forma bilinear! ¢ uma funcio B : V xV —
K tal que, para quaisquer o € K e uy, us,vy1,v9 € V,

(i) Blauj + ug,v) = aB(uy,v) + B(ug,v);
(11) B(u,ov1 4+ v9) = aB(u,v1) + B(u,vy).

Uma forma bilinear € simétrica se B(u,v) = B(v,u).

Exemplo 7.1.2 Se V' é um espago euclidiano real, entao (-,-) é uma forma bilinear simétrica.
Seja A € M, (K) uma matriz. Definindo B : K" x K® — K por

ay; Q2 - Gl "
B(u,v) = v Av = (u1 uz ... uy) a;21 a:22 a?n 1);2 ;
Ap1 Qpo - G Un
obtemos uma forma bilinear. )

Denotaremos £2(V') o conjunto das formas bilineares definidas em V. Lo(V') é um espago vetorial
com as defini¢oes usuais de soma de fungoes e multiplicagao por escalar.

Vamos mostrar que todas as formas bilineares definidas em espacos euclidianos sao como no
exemplo 7.1.2.

Proposicao 7.1.3 Seja B = {x1,...,x,} uma base do espaco vetorial V sobre o corpo K.
Eziste um isomorfismo entre Lo(V) e My xn(K) tal que B(u,v) = [u]5Av]s, em que [u]s € a
representacao de u na base B. A matriz A é chamada matriz de B na base B.

1O termo bilinear é um caso particular da denominacio utilizada na definicao 4.2.1.

84
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Demonstragao: Seja B = {z1,...,x,} uma base de V, v = wyzqy + ... + up,z, € v = vi27 +
...+ v,x,. Entao
B(u,v) = Buixi+ ...+ UpZp, 121 + ... + 0,25)
= ulle(xl,xl) + uvaB($1,$2) 4+ ...+ u1UHB<JZ’1, l’n) 4+ ...
+u, v B(xy, 1) + ... + upvpn B(2n, )
= Z Uﬂ)jB(Ii,.fj). (71)
ij=1

Isso mostra que B fica completamente determinada pelos n? valores B(x;, z;). Definimos entao
a matriz A = (a;;) por a;; = B(x;, ;). Entao

11 aiz ... Qin U1
Q21 QA2 ... Q2 Vg

B(u,v)=(us ...w) | . . . | = Wl5ARs. (7.2)
Ap1 Ap2 ... Qpp U,

Assim, estabelecemos uma bijegdo ¥ entre Lo(V) e M, (K), associando a matriz A a forma
B. Temos que ¥(B; + ABy) é uma matriz C' = (¢;;) tal que ¢;; = (B1 + AB2)(z;, z;). Mas entao
Cij = Bl(l’l, J]j) + )\BQ(ZIJZ‘, Ij) = Al + /\AQ, em que Al = \I/(Bl) € AQ = \I/(BQ), O que mostra que
U ¢ linear.

O

Observagao 7.1.4 Sejam B uma base do espago euclidiano real V| e (-,-) o produto interno
canoénico do R™. Denotando o vetor [w]z € R™ simplesmente por w, temos

u’ Av = (u, Av),
como se verifica facilmente (veja também o exercicio 2 do capitulo 6). <

Observagao 7.1.5 Pode-se mostrar que a derivada segunda de uma aplicagao f : R" — R é
dada por uma forma bilinear f”(z) (que varia com o ponto x € R™). A proposicao 7.1.3 garante

que, para vetores h, k € R",
f"(x)(h, k) = W H.k,

em que H, é a matriz (que varia com o ponto z) hessiana de f. A forma quadrética g aparece
no desenvolvimento de Taylor de f:

Flo by = F() + 1 )b+ ae(h) + (R,

em que
fl(@).h =(Vf(x),h)

¢ o produto interno do gradiente de f em x por h,
¢(h) = f"(z).(h,h) = K" H,h

e r(h) denota o resto de Taylor. <
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Definigao 7.1.6 Seja B € Lo(V) uma forma bilinear sobre o espago real V.. A aplicag¢ao q :
V' — R dada por q(v) = B(v,v) chama-se forma quadratica.

Assim, se v = v121 + ... + v, 7, é a expressao de v na base {z1,...,x,}, de acordo com (7.1),
toda forma quadratica g(v) se escreve como

n

q(v) = Zaijvivj = (v, Av). (7.3)

=1

Quando trabalhamos com formas quadraticas, podemos supor que a matriz A seja simétrica:
é claro que (A 4+ A*)* = A+ A*; o operador

A+ A
2

é chamada parte auto-adjunta do matriz A. Temos que

q(y) = (y, Ay) = <y, 4 EA*Z/> :

7.2 Diagonalizacao de formas quadraticas

Dada uma forma quadrética (7.3) podemos, com uma mudanca de coordenadas, obter que ela
seja representada por uma matriz diagonal.
Para mostrar isso, introduziremos novas coordenadas:

Lv =z
em que L é uma matriz mudanca de coordenadas.

Teorema 7.2.1 (Sylvester) Dada uma forma quadrdtica (7.3), € possivel fazer uma mudanga
de coordenadas Lv = z de modo que, na nova varidvel z, a forma quadrdtica q é diagonal, isto

s

67
q(L7'2) = Zdzzf (7.4)
i=1

Ezistem muitas mudangas de varidveis que diagonalizam q. FEntretanto, o numero de termos
positivos, negativos e nulos entre os coeficientes d; € sempre o mesmo (Lei da Inércia).

Demonstracao: Seja q(v) = (v, Av), a matriz A = (a,;) sendo simétrica. Se todos os termos
a;; sao nulos, ¢ ja é diagonal. Suponhamos que todos os termos diagonais de ¢ sejam nulos, mas
que exista um termo a;; diferente de zero, digamos a2 = ag; # 0. Os termos de ¢ envolvendo v
€ Uy Sao

n n n n
12V1Vg + G21V201 + (ijg aljij) + (Zj:3 ajlvjvl) + (ijs @23‘“2“]‘) + (Zj::a aj2vjv2>

= 2@12’01?}2 + (2;123 a1j2?)1”l)j) + <Z?:3 anQUQUj)
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Definimos entao wy = vy + vy € wy = v — Vg € wy, = v, para k = 3,...,n. (Assim, 2v; = w; +wy

e 2vy = wy; — we). Obtemos

12
5w

mostrando assim que podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ possua um termo diagonal
diferente de zero.
Suponhamos entao que ay; # 0. Agrupamos entao os termos contendo vy:

—w3) + ...,

n
2 § :

110y + 2 a1;V1V5.
j=2

Logo, podemos escrever esses termos como

2
ap | v+ — E 15V - — E 1505
< a11 a1

Definimos entao a mudanca de variavel linear

n

1
21 =v1 +— E a15V;.

a
155

Podemos entao escrever
q(v) = a112{ + g2(v),

em que ¢ € uma forma quadratica que depende apenas de vs, ..., v,. Tendo diagonalizado o
termo em z1, repetimos entao o processo com a forma quadratica ¢s.

Vamos agora mostrar a Lei da Inércia. Para isso, denotamos p., p_ e py o nimero de termos
positivos, negativos e nulos em (7.4).

Dizemos que ¢ é positiva num subespaco Y C V se ¢(v) > 0 para todo 0 # v € Y.
Afirmagao: A dimensao do maior subespaco de V' no qual ¢ é positiva é p:

pr = maxdim Y, ¢ positiva em Y.

Similarmente,
p— = maxdim Y, ¢ negativa em Y.

Para mostrarmos a afirmagao, reordenamos os termos d; de (7.4) de modo que os p primeiros
sejam todos positivos, com p = p...

q(Z) = dlz% -t d Z + dp+1 pt1 T T dnzi (75)

Para z = (z1,...,2,) € V, seja ST o subespago dos vetores da forma (zy,...,2,,0,...,0).
Claramente ¢ é positiva em S*. Isso mostra que pt < maxdimY, com ¢ positiva em Y.
Suponhamos que exista algum subespaco Y com ¢ positiva em Y e dimY > p. Claramente
ST CY. Considere a aplicagdo 7 : Y — ST, w(2) = 7(21,...,2,) = (21,--,%,0,...,0). Como
dimY > dim S*, existe z # 0 tal que 7(z) = 0. Mas isso implica que as primeiras p componentes
de z sdo nulas. Mas entao, de acordo com (7.5), ¢(z) < 0, contradi¢ao. Analogamente se mostra
a outra igualdade.
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A afirmacao garante entao que os nimeros p,, p_ e pg podem ser definidos em termos de ¢,
independente das coordenadas que colocam ¢ na forma diagonal. Uma vez que p, +p_ +pg = n,
isso completa a demonstracao.

O

Teorema 7.2.2 Dada uma matriz real simétrica, existe uma matriz invertivel real M tal que
M*AM = MTAM = D, (7.6)
sendo D uma matriz diagonal.

Demonstracao: Considerada a mudanga de variaveis Lv = z que diagonaliza a forma quadrati-
ca q(v) = (v, Av), seja M = L™, Entdov = Mz e

q(v) = (v, Avy = (Mz, AMz) = (z, M*AM z).

Claramente ¢ tem a forma (7.4) se, e somente se, M*AM é uma matriz diagonal. Mostramos
assim que os teoremas 7.2.1 e 7.2.2 sao equivalentes.
]

7.3 Aplicacoes auto-adjuntas

Em muitas aplicagoes é importante utilizar mudancas de coordenadas tais que os comprimentos
euclidianos da velha variavel e da nova sejam o mesmo, isto é

lvll* = 11=]1%.

Em termos da expressao matricial v = Mz, isso significa que M é uma isometria. Assim, de
acordo com o teorema 6.7.2, M deve satisfazer M*M = I.

Um dos resultados mais importantes da Matematica garante que, dada uma forma quadrética
q, ¢ possivel diagonalizé-la por meio de uma mudanca isométrica de coordenadas. Em outras
palavras, que tanto (7.6) como M*M = I sejam satisfeitas.

Teorema 7.3.1 Seja V' um espaco euclidiano complexo e H : V. — V uma aplicagao auto-
adjunta. Entao os autovetores de H estao associados a autovalores reais e formam uma base
ortonormal de V.

Demonstragao: De acordo com o Teorema da Decomposicao Priméaria (especializado para o
caso K = C), os autovetores generalizados de H geram o espaco V. Para mostrarmos o afirmado,
precisamos mostrar que uma aplicagao auto-adjunta satisfaz as seguintes propriedades adicionais:

(a) H possui apenas autovalores reais;
(b) H possui uma base formada por (auténticos) autovetores;

(c) Autovetores correspondentes a autovalores distintos sao ortogonais.
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De fato, uma vez mostrado (b) — (¢), podemos aplicar o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt e obter bases ortonormais para os subespacos invariantes associados a cada autovalor.
A afirmagao (c) ent@o implica que teremos uma base ortonormal formada por autovalores de 7.
(Assim, como conseqiiéncia do teorema 5.1.4, H serd representada nessa base por uma matriz
diagonal).

(a) Seja v um autovetor associado ao autovalor A de H. Entao

Mov,v) = (M, v) = (Hv,v) = (v, Hv) = (v, \v) = M v, v),

de modo que (A — A)(v,v) = 0. Isso mostra que A € R, pois A = .

(b) Suponhamos que v seja um autovetor generalizado de H associado ao autovalor A. Entao
(H — M)% = 0 para algum d € N. Queremos mostrar que (H — A)v = 0. Suponhamos
inicialmente que d = 2. Entao, tomando o produto interno com v, obtemos

0= ((H—M)*v,v) = {(H— X)v,( H— X)v) = ||(H— \)v|>

Mas isso implica que (H — A )v = 0, como desejado.

Suponhamos agora que d > 2. Reescrevemos (H—\I)% = 0 como (H—\I)?(H—\I)%%v = 0.
Definindo w = (H — AI)?2v, podemos concluir que (H — A )w = 0, ou seja, (H — A )¢ "1v = 0.
O resultado pode entao ser mostrado por inducao.

(c) Sejam v, w autovetores associados aos autovalores distintos A, p € R. Entao

Mo, w) = (Hv,w) = (v, Hw) = (v, pw) = pi(v, w),

de modo que

Como A # p, isso implica v L w.
O

O proximo resultado nao passa de uma reformulacao do teorema 7.3.1 em termos de matrizes.

Teorema 7.3.2 Seja H uma matriz complexa auto-adjunta. Entao existem uma matriz unitdria
U e uma matriz diagonal D tais que

U*HU = D.

Demonstracao: Decorre imediatamente dos exercicios 3 do capitulo 5 e 20 do capitulo 6

A versao para matrizes reais é a seguinte:

Teorema 7.3.3 Seja H uma matriz real auto-adjunta (isto é, simétrica). Entdao existem uma
matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tais que

PTHP = D.
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Demonstracao: Considerando a matriz H agindo sobre C", a expressao
Hv =M

e o fato dos autovalores de H serem reais implicam que a parte real (e também a imaginaria) de
V' também sao autovetores de H. Assim, existe uma base ortonormal formada por autovetores
reais de H. A demonstracao entao é como no teorema 7.3.2.

O

Observacao 7.3.4 E possivel dar uma demonstracao alternativa do teorema 7.3.3, sem fazer
uso dos exercicios utilizados naquela prova. Como ja vimos, obtemos uma base ortonormal

formada por autovetores (reais) de H. Seja B = {v1,...,v,} essa base ortonormal. Se v € R",
consideremos sua representagao z = (21 2o ... z,) na base B (quer dizer, z = [v]p):

V= 2101 + 29V9 + ... + 2, Up. (7.7)
Entao

oll* = (v,0) =) 27 = ||=]*. (7.8)
i=1

Aplicando H em (7.7), obtemos
Hv = Nziv1 + ...+ A\zpp, (7.9)

em que A; é o autovalor associado ao autovetor v;.
Substituindo (7.7) e (7.9) em ¢(v) = (v, Hv), vemos que
q(v) = Mzl + .+ A2

Essa expressao mostra que a nova variavel z diagonaliza a forma quadratica q. Combinando com

o teorema 7.2.2, vemos que
P*HP = D.

A equacao (7.8) mostra que P é uma isometria e, portanto, P* = PT = P~1, <
Vamos agora reescrever o teorema 7.3.1 em termos de projecoes.

Teorema 7.3.5 (Resolucao Espectral dos operadores auto-adjuntos)

Sejam V' um espago euclidiano e H : V. — V uma aplicagao linear auto-adjunta, com auto-
valores distintos A1, ..., A\x. Seja Ey, o autoespago associado ao autovalor \j, para 1 < j < k.
Se mj . V. — E); denota a proje¢ao ortogonal sobre Ey,, entdo

k
I = Zﬂ'j.
j=1

k
H = Z/\jﬂ'j.
j=1

As projegoes ortogonais m; satisfazem

mm; =0, sei# 7, 7TJ2»:7Tj e m =T,
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Demonstragao: De acordo com o teorema 7.3.1 (ou teorema 7.3.3), vale
V:E)\l@'..@E)\k7
em que os espagos E); sao ortogonais dois a dois. Em outras palavras,

V=014 v, v € By (7.10)

Definimos entdo m;(v) = v;. Claramente 7; é uma aplicagao linear, satisfazendo 72

J
mim; = 0sei# j. A expressao (7.10) pode ser escrita como

k
1= Z?Tj.
j=1

Aplicando o operador H em (7.10), como os elementos de E); sao autovetores associados ao
autovalor A;, obtemos

k
HU:H01+...+Hvk:)\1@1+...+)\kvkzz)\jﬂj(v)-

j=1
Falta apenas mostrar que as projegoes 7; sao auto-adjuntas. Se w = w;+...+wg com w; € Ey

entao
k

(mjv,w) = <%sz’> = (v, wi) = (v, wy),

=1

devido a ortogonalidade entre os espagos E,. Analogamente,
(v, mjw) = (vj, w;).

Isto mostra que
(mjv, w) = (v, Tjw).

O

O teorema 7.3.5 é especialmente 1til para se definir funcgoes de aplicagoes lineares auto-
adjuntas. Por exemplo, decorre imediatamente daquele teorema que

k
2 2
j=1
e, por indugao,
k
Hm = Z /\gnﬂ'j.
j=1

Assim, para qualquer polinémio ¢ € K[t], temos
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Definimos, para uma funcao f definida em R,

FOH) =Y f)m.

Essa defini¢ao é conhecida como o calculo funcional da aplicacao auto-adjunta H. Por exemplo,

k

eHt = E 6)‘j7Tj.

J=1

Uma outra conseqiiéncia importante do teorema 7.3.5 diz respeito a aplicagoes auto-adjuntas
que comutam:

Teorema 7.3.6 Sejam H,K : V — V aplicagoes auto-adjuntas tais que
HK = KH.

Entdio H e K podem ser simultaneamente diagonalizadas, isto €, existe uma base ortogonal de
V' formada por vetores que sdo, ao mesmo tempo, autovetores de K e H.

Demonstragao: (Essa demonstragao deve ser comparada com aquela da proposi¢ao 26 do
capitulo de teoria espectral). Notamos inicialmente que H — A\;I comuta com K. Uma vez que

K(H —\Dz = (H — \I)Kx,

vemos que se z € ker(H — \;I), entdo Kz € ker(H — A\;1).
Consideremos entao a aplicagao auto-adjunta K : ker(H — ;1) — ker(H — \;I) e aplicamos
o teorema 7.3.1 (ou teorema 7.3.3). Obtemos entdao uma base de ker(H — A;I) formada por
autovetores de . Como todo elemento de ker(H — A,;I) é um autovetor de H, obtivemos assim
uma base ortogonal desse espaco formada por autovetores tanto de K quanto de H. Aplicamos
entdo esse processo a cada autoespago ker(H — \;I).
O

Note que o resultado anterior pode ser generalizado para qualquer nimero de aplicacoes
auto-adjuntas que comutam duas a duas.

7.4 Aplicagoes normais

Definicao 7.4.1 Seja V um espaco euclidiano. Uma aplicacdo linear T : V — V € anti-auto-
adjunta se
T =-T.

No caso real, diz-se também que T" € anti-simétrica.
De acordo com a proposicao 6.5.3, temos
(1) = —iT" =iA,

mostrando que i7" é uma aplicagao auto-adjunta. Decorre imediatamente do teorema 7.3.1:
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Teorema 7.4.2 Seja T : V. — V wuma aplicagdo anti-auto-adjunta no espaco euclidiano com-
plexo V. Entao

(1) Os autovalores de T' sdo imagindrios puros;
(17) Erxiste uma base ortonormal de V' consistindo de autovetores de T

Demonstracao: Considere uma base ortogonal {vq,...,v;} para iA. Entao (iT)v; = v, com
A;j € R. Logo
Twj = (—iX)vj,

mostrando que 7' tem os mesmos autovetores de 7, associados aos autovalores imaginérios puros
(—iA;).
O

Introduzimos agora uma classe de aplicagoes lineares que engloba as aplicagoes auto-adjuntas,
anti-auto-adjuntas e unitarias (ou ortogonais) como casos particulares.

Definicao 7.4.3 Seja V um espaco euclidiano. A aplicacdo linear N : V — V' ¢ normal se ela

comuta com sua adjunta:
NN*= N*N.

Teorema 7.4.4 Uma aplicagcao linear normal N : V. — V no espaco euclidiano complexo V
possut uma base ortonormal consistindo de autovetores.

Demonstragao: Uma vez que N e N* comutam, o mesmo acontece com

N + N* N — N*
H=—— ¢ A=——.
2 2
As aplicagoes H e N sao auto-adjunta e anti-auto-adjunta, respectivamente. Aplicamos entao o
teorema 7.3.5 as aplicagoes H e iA: existe uma base ortogonal formada por autovetores tanto

de H quanto de iA e, assim, por autovetores tanto de H quanto de A. Como
N=H-+A,

vemos que essa base é formada por autovetores de N. Note que, segundo os teoremas 7.3.1 e
7.4.2, se Hv = av (com a € R) e Av = (bi)v (com b € R), entao Nv = Hv + Av = (a + bi)v.
O

O exercicio 13 pede que se mostre a reciproca do resultado acima. Assim, existe uma base
ortonormal B na qual Tx é diagonal se, e somente se, T é normal.

Teorema 7.4.5 Uma aplicacao linear normal N :'V — V no espaco euclidiano real V' possui
uma base ortonormal B na qual N € uma matriz diagonal em blocos, com blocos diagonais
Ay, . A, em que

s

Aj=)N€ER ou Aj—(_bé ZJ)
J J

o ultimo caso ocorrendo quando \; = a; +ib; € um autovalor da complexificacao N¢ : Ve — V.
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Demonstracao: Afirmamos inicialmente que a complexificagao N¢ de N é uma aplicagao nor-
mal. De fato, para u + iv € V¢, temos que N§(u + iv) = N*u + iN*v. Assim,

NeNE(u+iv) = Ne(N*u+iN*v) = NN*u+iNN*v = N*Nu + iN*Nv = NZN¢(u + iv).

Se A € R é um autovalor de N, entao é um autovalor de N¢. Considere o polinomio minimo
my(t) de N:

my(t) =t =) ... (t = X)(t? = 2ap 41t + aiq + biq) ... (2 — 2amt + a2, +b2,),

em que os fatores (t* — 2a,t + aj2 + b?) surgem das rafzes complexas conjugadas \; = a; £ tb;.
Os termos lineares do polinémio minimo sdo diagonalizaveis, como sabemos (veja o teorema
5.5.9).
Consideremos um fator (t* — 2at + a* + b*) de segundo grau do polindémio minimo. Seja
W = ker(N? — 2aN + a® + b*). Denotando S = Ny, temos S : W — W (pelo Teorema da
Decomposicao Primaria). Consideremos entao a complexificacao W de W. De acordo com o
Teorema da Decomposicao Primaria temos

We = ker(Sc— M) @ ker(Sc— M)
= W, ) Ws.

Seja C = {uy + ivy,...,up + ivy} uma base ortonormal de W).
Como

T(uk) + iTUk = TC(Uk + ivk) = )\(uk + @'vk) = (CL + bz)(uk + ivk) = (auk — bvk) + Z(buk + ka),
vemos que
Tu, = auy, — bv, e T, = buy + avy.

Afirmamos que {uy, vy, ...,usv,} é uma base ortogonal de W. A ortogonalidade de C e dos
vetores de C e de C garante que uy, + vy, L uj +v; para j # k, e ug + vy L u; —iv; para todos
k,j,com k,7 € {1,...0}.

De fato, temos que

0= (u; + ivy, uy — ivy) = [luyl|* + i(uy, v5) + i{vg,u5) — oyl
A igualdade acima mostra que ||u;|| = ||v;|| e que
uj L vj.

Da mesma forma,
0 = (u; + 105, up, + ivg) = (uj, ug) — i{uj, vg) + (s, ug) + (V;, vk,

mostrando que
(uj, up) + (vjve) =0 e (uz,v) = (v), u).- (7.11)

Por outro lado,

0 = (u; + ivj, u, — ivg) = (uj, ug) + i{u;, vg) + i(vj, uk) — (v}, Vg),
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provando que
(uj, ug) = (vj,vE) e (uj,vg) + (v, ug) = 0. (7.12)

Decorre de (7.11) e (7.12) que
uj Lup e v Lo

Como dim W = 2/ e os vetores uy, v € We e também a W, provamos o afirmado.

Aplicamos entao os teoremas 7.4.4 e 7.4.5 e obtemos:

Teorema 7.4.6 SejaU : V — V uma aplicagao unitdria definida no espaco euclidiano complezo
V. Entao:

(1) Existe uma base ortonormal formada por autovetores de U;
(i7) Os autovalores de U tem valor absoluto igual a 1.

Demonstragao: Como U*U = I, U tem inversa U~! = U*. Isso implica que U é normal,
possuindo assim uma base ortonormal formada por seus autovetores. Se A é um autovetor de U
associado ao autovalor v, entao |Uv|| = ||Av|| = |A] ||v]]. Como U é isométrica, |A| = 1.

O

Teorema 7.4.7 Seja T : V. — V um operador ortogonal (isto €, uma isometria) definida no
espaco euclidiano real V. Entao existe uma base ortonormal B na qual T € uma matriz diagonal
em blocos, com blocos diagonais 1, —1 e blocos 2 x 2 da forma

cosf senf
( —senf cosf ) ’
Demonstracao: A demonstragao do teorema 7.4.5 mostra a existéncia de uma base ortonormal
com blocos de tamanho 1 x 1 ou 2 x 2.
A demonstracao do teorema 7.4.6 mostra que os autovalores de T tém valor absoluto igual
a 1. Como T é uma isometria, a imagem de uma base ortonormal é uma base ortonormal. Isso

mostra que cada coluna das matrizes diagonais 2 x 2 devem ter norma 1. Mas, de acordo como
o teorema 7.4.5, essa matriz tem a forma
a b
—b a )

Como a? + b? = 1, podemos escrever essa matriz na forma
cosf senf
—senf cosf )
O

Considerando as defini¢coes dadas anteriormente, a matriz A é anti-auto-adjunta se A* =
—A (no caso real, anti-simétrica) e normal se A*A = AA*.
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7.5 O teorema dos valores singulares

Definigao 7.5.1 Uma aplicagdo linear auto-adjunta T : V — V é nao-negativa se (Tv,v) > 0
para todo v € V. Nesse caso, escrevemos T > 0. Quando (Tv,v) > 0 para todo v # 0,
escrevemos T > 0 e dizemos que T ¢ positiva.

Note que todos os autovalores de uma aplicacdo positiva (respectivamente, nao-negativa) sao
maiores que zero (resp., maiores ou iguais a zero). De fato, se T > 0 e Tv = v, entdo
Mo, v) = (Tw,v) > 0.

Exemplo 7.5.2 Seja T' : V' — W uma aplicacao linear entre os espacos euclidianos V e W.
Como sua adjunta é uma aplicacao de W para V, existe a composta T*T : V — V, que é
auto-adjunta e nao-negativa. De fato,

(T*T) =TT =TT e (T"Tv,v) = (Tv,Tv) > 0.
<4

O préximo resultado é, em certo sentido, o andlogo a diagonalizagao de operadores lineares
para o caso de aplicagoes T : V' — W entre espacgos euclidianos distintos. Algumas implicagoes
matriciais desse resultado serao estudadas no capitulo 8.

Teorema 7.5.3 (Decomposi¢cao em valores singulares)
Sejam V., W espacos euclidianos e T : 'V — W wuma aplicacdo linear de posto r. FEntao

existem bases ortonormais B = {vy,...,v,} de V e C = {wy,...,w,} de W tais que
Tv, = ww; para 1=1,...,r, com pu; >0
Tv, = 0 para t=7r+1,...,n
T w; = v, para 1=1,...,r
T"w; = 0 para i=r+1,...,m.

Denotando D; a matrizn X n

M1
2

a representacio [T €, portanto, a matriz m x n

ms= (50 )-
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Demonstragao: O exemplo 7.5.2 mostra que T*T : V — V é uma aplicacdo nao-negativa.
Temos ker T' = ker(T*T). De fato,

Tv=0& (Tv,Tu)y=0VueV < (I"Tv,uy)VueV & T"Tv=0.

Isso mostra que posto(T*T) = n — dimker T*T = n — dimker T" = r.
Uma vez que T*T é um operador normal, o teorema 7.4.4 garante que existe uma base
ortonormal B = {vy,...,v,} de V tal que

T*T(v;) = plvs, i=1,...,7 e T*T(v;)=0,i=r+1,...,n.

(Note que os autovalores do operador T*T' sao nao-negativos, como vimos).

Defina, parai=1,...,r,
1
Hi

Entao Twv; = psw;. (Note que, se i € {r+1,...,n}, como 0 = (T*Tv;,v;) = (Tv;, Tv;), temos
Tv; = 0. Assim, os vetores v,,1,...,v, formam uma base ortonormal de kerT" = ker T*T', se
esse subespaco é nao-vazio).

Mostraremos que {wy, ..., w,} é base ortonormal de Zm T. Claramente esses vetores per-
tencem a imagem de T e, se 4,7 € {1,...,7}, entdo

(wi, wj) = L (Tv;, Tv;) = (T*Tv;,v;) = L (p2v;, v) = &@- vj) = His.
N U g AT R

Como dimZm T = r, provamos o afirmado.

Além disso,

1 1
Seja {w,41,...,w,} uma base ortonormal de ker T*. Entao T*w; = 0 para i = r + 1,...,n.
Uma vez que ker T* = (Zm T)*, os vetores {wy, ..., w,,} formam uma base ortonormal de W,
de acordo com o teorema 6.4.2. Isso completa a prova.
O

Usualmente a base B é ordenada de modo que p; > ps > ... > p,.. Veja um exemplo na
secao 8.5.
7.6 Exercicios

1. Sejam B = {z1,...,z,} e C = {y1,...,yn} duas bases no espaco vetorial V. Se a matriz

de B na base B é A, mostre que a matriz de B na base C é PTAP, em que P ¢é a
matriz mudanga da base B para a base C. Isso significa que formas bilineares mudam suas
representacoes em bases de maneira diferente da mudanca de base de matrizes!

2. Seja V um espago euclidiano real. Mostre que, dada uma forma quadratica ¢ : V — R,
entao

B(u,v) = Slg(u+v) — q(u) — q(v)] (7.13)

N~
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é a (tinica) forma bilinear simétrica B : V' x V — R tal que ¢(v) = B(v,v). A identidade
(7.13) é a identidade de polarizagao.

. Dada a forma quadratica az? + bry + cyQ, encontre a matriz que a representa.

. Seja V' um espago vetorial complexo. Além das formas bilineares definidas em V', sao

importantes as formas B : V x V' — C tais que para quaisquer o € C e uq, us, v1,v9 € V,

(i) Blauy + ug,v) = aB(uy,v) + B(uz,v);
(7i) B(u, vy + v9) = a@B(u,v1) + B(u, vs).

Essas sao as formas sesquilineares definidas em V. Denotaremos B(V') o conjunto das
formas sesquilineares em V.

Uma forma sesquilinear é hermitiana se B(u,v) = B(v,u) para quaisquer u,v € V. (Um
produto interno definido no espaco euclidiano V' é um exemplo de uma forma sesquilinear
hermitiana).

Verifique:

(a) Seja V um espago euclidiano. Mostre que existe um tinico operador linear 7' : V' — V
tal que
B(u,v) = (Tu,v)

e a aplicagdo B +— T é um isomorfismo entre B(V') e L(V'). (Em particular, escolhida
uma base de V', a forma sesquilinear B é representada por uma matriz A).

(b) Se B é uma forma (sesquilinear) hermitiana, definindo ¢(v) = B(v,v) (chamada
forma quadratica hermitiana), vale
1 i , :
Blu,v) = {la(u+v) —glu— o) + Clalut i) —glu—)],  (7.14)

chamada identidade de polarizagao (veja os exercicios 8 do capitulo 6 e 2, desse
capitulo);

(¢) Seja B € B(V). Entao B é hermitiana se, e somente se, B(u,u) € R para todo u € V.
Se V' é um espaco euclidiano, conclua que A : V — V é auto-adjunto se, e somente
se, (Tu,u) € R para todo u € R;

(d) O Teorema de Sylvester 7.2.1 (incluindo a Lei de Inércia) pode ser generalizado, se
B(u,v) é uma forma sesquilinear hermitiana;

(e) Generalize, tendo em vista o item (a), o teorema 7.2.2: mostre que se A é uma matriz
hermitiana A, entao existe uma matriz invertivel M € M,,,,,(C) tal que M*AM = D,
sendo D uma matriz diagonal.

(Note que, se V é um espago vetorial real, toda forma sesquilinear é bilinear e uma
forma hermitiana é simétrica. Em particular, os resultados desse exercicio sao validos
para espagos vetoriais reais).
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. Seja H : V — V uma matriz auto-adjunta definida no espago complexo V. Tendo em

vista o exercicio 4, verifique que o teorema 7.3.3 pode ser generalizado: existe uma matriz
unitaria M tal que M*HM = D, sendo D a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao
os autovalores de H.

. Defina a equivaléncia de duas matrizes A e B, denotado A = B, se existe uma ma-

triz invertivel M tal que A = M*BM. Mostre que assim estd definida uma relacao de
equivaléncia em M,y (C).

. O teorema 7.2.2 mostra que toda matriz simétrica é equivalente a uma matriz diagonal.

Dada a equivaléncia entre os teoremas 7.2.1 e 7.2.2, podemos concluir que a Lei de Inércia
¢ uma afirmacao sobre matrizes simétricas. Ela garante que, no teorema 7.2.2, o niimero
de termos positivos, negativos e nulos na matriz diagonal D independe da mudanga de
variavel utilizada. Por outro lado, sabemos que se D é a diagonalizacao da matriz A, entao
os elementos diagonais de D sao os autovalores de A. Mas sabemos que os autovalores de
A independem da base na qual a matriz é representada. Isso nao implica a Lei de Inércia?

. Explique a relacao M*AM = D em termos de mudancas de coordenadas.

. Considere a matriz simétrica

A:

N DN~

2
4
2

=N N

Ache uma matriz ortogonal (isto é, PT = P~!) e uma matriz diagonal D tais que

P~ 'AP = D.

Seja T : V — W uma aplicacao linear entre espacos euclidianos.

(a) Mostre que se T' é injetiva, entdo 7T possui inversa,
(b) Mostre que ZmT* =ZIm (T*T);

(c) Mostre que se T' é sobrejetiva, entao TT* possui inversa.

Sejam S, T : V — V aplicacoes lineares, S sendo normal. Suponha que ST =T'S. Mostre
que S e T sao simultaneamente diagonalizdveis por uma (mesma) matriz mudanga de base
ortonormal.

Seja T': V — V uma aplicacao linear no espaco euclidiano V. Mostre que

IT| = sup [(Tz,y)l
llzll=1=]lyll
Conclua entao que ||T|| = ||T7||.
Mostre que se T' : V' — V possui uma base ortonormal v4, ..., v, constituida de autovetores,

entao T é normal.
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Seja T : V. — V um operador linear definido no espago real V. Mostre que existe uma
base ortonormal B na qual T é diagonal se, e somente se, T é auto-adjunto.

No decorrer da demonstragao do teorema de Sylvester 7.2.1 se introduziu o conceito de
forma quadrética positiva no espaco V: a forma quadratica é positiva se ¢(v) > 0 para todo
0 # v € V. Como sabemos, a forma quadratica ¢ estd associada a matriz auto-adjunta A,
definida por ¢(v) = (v, Av). O conceito de uma aplicagao auto-adjunta positiva foi definido
na definicao 7.5.1. Mostre que essas duas defini¢oes coincidem no caso da matriz A.

Seja T : V' — V uma aplicagao auto-adjunta e {vy,...,v,} uma base ortonormal formada
por autovetores de T'. Mostre que se todos os autovalores de T' sdo positivos (resp., nao-
negativos), entdo 7' > 0 (resp., T > 0).

Se T:V — Vsatisfaz T > 0 e (Tv,v) = 0, mostre que Tv = 0.
Mostre que um operador T' é positivo se, e somente se, T' > 0 e T é invertivel.

Uma aplicagao linear S : V' — V é uma raiz quadrada da aplicacao linear 7' : V — V
quando S? = T. Mostre que toda aplicacao linear auto-adjunta 7" : V — V que é nao-
negativa possui uma tunica raiz quadrada nao-negativa. Essa é positiva se, e somente se T’
é positiva.

Seja T': V. — V uma aplicacao linear invertivel. Mostre que existe uma tnica aplicagao
auto-adjunta positiva (isto é, (Pv,v) > 0 para todo v # 0) e um operador unitario (ortog-
onal, se V' é um espaco real) tais que

T = PU.
Essa é a decomposicao polar de 7.

Qual a relacao entre os autovalores de T*T" e os de TT*?



Capitulo 8

Decomposicoes Matriciais

Nesse capitulo estudaremos algumas decomposicoes matriciais. Os resultados que apresentare-
mos sao bastante uteis na Algebra Linear Numérica.

8.1 O método de Gauss
A primeira sub-se¢ao revé a teoria basica de sistemas lineares.

8.1.1 Sistemas lineares e escalonamento

Paral <i<mel < j<n,suponhamos conhecidos os valores a;; e os valores b;. Um sistema

linear em m equacoes e n incégnitas procura a solucao x,...,x, que satisfaz
a1ry + ... + AipnTy, = b1
asnxry + ... + Aonly, = bg
11 + ...+ G, = by

Em termos de matrizes, esse sistema pode ser escrito como

a;x Q2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+  QA2p ) by
- )
Am1 Am2 - Amn Ty, bm
ou,
Az =10

Mais sinteticamente ainda, podemos representar esse sistema por uma tnica matriz, chamada
matriz aumentada do sistema:

aix a2 - Qp by

ag1 Q22 -+  A2p bo
A=(A]d) =

Am1 Am2 Amn bm

101
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E fécil verificar que as seguintes operagoes sobre as linhas da matriz A nao alteram o conjunto
de solucoes! do sistema Az = b:

(¢) Transpor as linhas i e j;
(72) Multiplicar a linha ¢ por um escalar nao-nulo;
(74) Substituir a linha j por sua soma com um miltiplo da linha i.

As operagoes (i) — (ii) — (ii7) sdo as operagoes elementares sobre as linhas da matriz A.
Uma sucessiva aplicacao de operagoes elementares sobre a matriz A pode fazer com que essa
matriz se transforme numa matriz com as seguintes propriedades:

(7) se o primeiro elemento nao-nulo da linha i (chamado pivo da linha ) ocorre na coluna j,
entao o primeiro elemento da linha ¢ 4+ ¢ ocorre numa coluna k > j, para todo ¢ € N*;

(77) o pivo de cada linha é igual a 1.

De fato, se existe algum elemento nao nulo na primeira coluna de A, ao aplicarmos as operacoes
elementares (i) e (i7) obtemos uma nova matriz A" = (aj;), com a}; = 1. A aplicagdo da operagao
elementar (7i7) torna possivel transformar em zero qualquer outro elemento nao-nulo da primeira
coluna. O resultado entao segue por inducao sobre o nimero de linhas de A. Essa forma da
matriz A é chamada forma escalonada e a sucessao de operagoes elementares utilizadas é um
escalonamento da matriz A.

Suponhamos agora que a matriz A esteja na forma escalonada. Se o pivo for o 1nico
elemento nao-nulo de cada coluna, dizemos que a matriz estd na forma escalonada reduzida
por linhas. Aplicando as operagoes elementares (i) e (iii), podemos fazer com que uma matriz
na forma escalonada atinja sua forma reduzida por linhas. De fato, consideremos o pivo da
segunda linha de A. A aplicagdo da operagao elementar (iii) torna possivel zerar o elemento
que esta acima do pivo, mantendo ainda a matriz na forma escalonada. A demonstracao agora
segue por indugao.

Dois sistemas Az = b e A'x = b’ sdo equivalentes se eles possuem as mesmas solugoes. Se
as formas escalonadas reduzidas por linhas de ambos os sistemas possuem linhas da forma

0] 5), (8.1)

ambos nao possuem solucoes e sao, portanto, equivalentes.
Suponhamos agora que, na forma escalonada reduzida por linhas (R | ¢) do sistema Az = b, a
equacgao (8.1) nao se verifique. Afirmamos que o sistema possui solu¢ao. Na matriz R, o niimero

Note que x = (x1,2,...,1,) satisfaz
anxrr + ... + apTn, = b
411 + ...+ AjnTy = bj

se, e somente se, satisfaz

;11 + ...+ AinTy = bz
(ajl + aaﬂ)ml + ...+ (ajn -+ aain)xn = bj —+ Ozbi.
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de pivos (isto é, de linhas nao-nulas) é, no méximo, igual ao nimero de colunas de R. Se o
nimero de pivos é igual ao nimero de colunas da matriz R, entdo a matriz (R | ¢) é da forma

I |
(0 ]0),
em que [ é matriz identidade n x n e 0 a matriz nula de ordem (m — n) x n. Assim, o sistema
Ax = b é equivalente ao sistema x = ¢’ e apenas uma solucao. Se, por outro lado, o nimero de
pivos é menor do que o nimero de colunas da matriz R, o sistema possui infinitas solugoes. De

fato, suponhamos que o sistema (R | ¢) tenha um pivo a menos. Desprezando as linhas nulas
desse sistema, ele tem a forma

10 0 a7 O 0 T ch
1 0 as O 0 T c
linha ¢ — 1 o 0 ... O T = c
O 1 ... 0 Tit1 C;+2
1 Tn, c,
1

coluna 7+ 1

Assim, sua solucao é

T Cq aq
To c oy
T c o
7 i i
= — Tt =d—z;110. 8.2
/

Tit2 Cit2 0
Ty, oy 0

Em outras palavras, a perda de um pivé gerou um grau de liberdade para o sistema (o valor de
T;i+1) e, com isso, uma infinidade de solugoes, dadas como a soma dos vetores na expressao (8.2).
Essa expressao mostra, em particular, a unicidade da forma escalonada reduzida por linhas de
qualquer sistema que perca um pivo: se um dos valores «; for diferente, o vetor « serd diferente.
Por inducao, se o sistema perder k pivos, a sua solucao sera a soma de um vetor fixo com uma
combinagao linear arbitraria de k vetores (tendo, portanto, k graus de liberdade). Essa expressao
acarreta, em particular, a unicidade da forma escalonada reduzida por linhas de um sistema que
perde k pivos.

Quer dizer, dois sistemas lineares sao equivalentes ou se ambos nao possuem solugoes ou
se, eliminadas as linhas nulas existentes, eles possuem a mesma forma escalonada reduzida por
linhas.
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8.1.2 Matrizes elementares e a decomposicao LU

Consideremos agora uma matriz m x n A. Vamos mostrar que os resultados da subsegao anterior
podem ser interpretados como uma decomposi¢ao da matriz A.

Uma matriz é elementar se ela pode ser obtida da matriz identidade m x m através da
aplicacao de uma operacao elementar.

Proposicao 8.1.1 Seja e um operagao elementar sobre (as linhas da) a matriz A (de ordem
m X n) e E a matriz elementar e(I), sendo I a matriz identidade m x m.

Demonstracao: A demonstracao deve ser feita com relacao a cada uma das operacoes ele-
mentares. Faremos isso apenas no caso da operacao elementar (iiz): a linha j serd substituida
pela soma da linha j com ¢ vezes a linha 1.

A matriz E, nesse caso, é dada por

1 0 - 0
E=10 ... ¢ ....1 ... 0 « linha j
0 0 1
T
coluna j
Entao
1 0 oo 0 a1 a19 e A1y
EFA = 0 c 1 0 a1 aj2 Qjn,
0 0 1 Am1 Qo A
ail a2 e A1n
= a1+ Ca;1  Gjo + Clo ce Qjn + Chip, ,
aml a,mz . e amn

que é justamente e(A).
O

Suponhamos que E seja uma matriz elementar obtida por meio da operagao elementar (iz)
ou (iii). E facil verificar que tanto a matriz E como sua inversa (que existe!) sdo matrizes
triangulares inferiores.

Tendo em vista a proposi¢ao 8.1.1, dada uma matriz m x n A, obtemos a forma escalonada
da matriz A ao multiplica-la por matrizes elementares E . Ey_1 ... EoFE;. Quer dizer,

(BeBjor ... BaENA =T,
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em que U = (u;;) tem todos os seus elementos abaixo da diagonal u;; iguais a zero.

Suponhamos que, nesse processo de levar a matriz A a sua forma escalonada, a operacao
elementar (7) nao tenha sido utilizada. Uma vez que a matriz EyFy_; ... FxEy tem inversa e sua
inversa é uma matriz triangular inferior (veja exercicios 2 e 3), obtemos que

A=LU

em que a matriz L ¢é triangular inferior e a matriz U é “triangular superior”. Essa é a decom-
posicao LU da matriz A.

Observagao 8.1.2 A decomposicao A = LU é usualmente feita para matrizes quadradas A.
Nesse caso, a matriz U é uma auténtica matriz triangular superior.

Se A é uma matriz m X n e se no seu escalonamento nao foi utilizada a operacao elementar
(1), a decomposi¢ao LU pode ser atingida unicamente por meio da operagao elementar (7ii):
nao ha necessidade de transformar em 1 o primeiro elemento nao nulo de cada linha. Assim,
suponhamos que por meio das matrizes elementares E,...,E, todos os elementos abaixo do pivo
de cada linha tenham sido anulados até a coluna j — 1, e que o pivo da coluna j esteja na linha
i, com i < j. Se ¢ > i, para anularmos o elemento b,; da matriz (b;;) = Ej ... E4 A, substituimos
a linha ¢ pela linha ¢ somada a —c vezes a linha i. A essa operacao corresponde corresponde a
matriz elementar

1
linha ¢ — 1
linha ¢ — —cp; - 1
1
1
coluna j

O valor de ¢ ; é byj/bij, se by e b sdao os primeiros elementos nao-nulos das linhas ¢ e i,
respectivamente, da matriz Ej ... E1A. Se multiplicarmos todas as matrizes que anulam os
elementos by, com ¢ > i, obteremos a matriz

1

1

—Cit1,5

—Citrj 1

E fAcil verificar que L;= Q;l existe e tem o mesmo formato da matriz acima. Decorre dai que,
na decomposicao LU da matriz A, todos os elementos da diagonal principal da matriz L sao
iguais a 1. <
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Seja A uma matriz m X n. Suponhamos que, no escalonamento de A, tenhamos exatamente n
pivds e que nao tenhamos utilizado a operacao elementar (7). Isso implica que, na decomposicao
LU da matriz A, os elementos diagonais da matriz m x m L sdo todos iguais a 1, enquanto os
elementos diagonais da matriz U sdo justamente os pivos. Podemos entao escrever a matriz A
numa forma mais simétrica: se

Uip U2 - Ul
0wy -+ U2
U= 0 0 Unn |,
0 0 0
0 0 0
com u;; # 0, entao podemos decompor
u;p 0 0 0 0 1 U12/U11 uln/ull
0 U922 0 0 0 0 1 Ugn/UQQ
U=DU = 0 0 Upp, 0 -+ 0 0 0 1 ,
0 0 -0 0 --- 0 0 0 .. 0
0 0O --- 0 0 --- 0 0 0 .. 0

em que D é uma matriz m x m e U’ uma matriz m x n, com elementos “diagonais” iguais a 1.
Temos, assim,

A=LDU".

E usual escrever A = LDU , chamada decomposicao LDU da matriz A.

Proposicao 8.1.3 Seja A uma matriz m xn. Se A = LU e A = LU, com L,L matrizes
m X m triangulares inferiores com elementos diagonais iguais a 1 e U, U matrizes triangulares
superiores com elementos “diagonais” nao nulos. Entio L = L' ¢ U = U'. Em particular, a
decomposicao LDU de uma matriz é unica.

Demonstragao: Como a matriz L possui inversa, temos U = (L™'L)U. A matriz quadrada
L~'L ¢ triangular inferior e tem elementos diagonais iguais a 1. Vamos mostrar que L™'L =: R =
(ri;) é a matriz identidade. Temos r;; = 0 se i # 1, o que pode ser comprovado multiplicando a
linha i de R pela primeira coluna de U, pois RU é uma matriz triangular inferior e @, # 0. Da
mesma forma, multiplicando as linha de R pela segunda coluna de U, verificamos que ;5 = 0 se
i # 2 e assim sucessivamente. Logo R=1e U =U.

Dai decorre, em particular, que os elementos diagonais de U e U’ sao iguais. Se D = (d;;)
¢ a matriz diagonal m x m com d;; = w; parai = 1,...,n e d;; = 0 se j > n, entao podemos
escrever U = DU, as matrizes D e U tendo o formato dado na decomposicio LDU da matriz A.

O
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Definigao 8.1.4 Seja A = (a;j) uma matriz m x n. Uma sub-matriz de A € a matriz obtida
de A ao se omitir algumas de suas linhas e/ou colunas. Denotaremos A, a matriz (a;;), 1 <
i,j <r<n. A sub-matriz A, € a sub-matriz principal de A de ordem r.

Proposicao 8.1.5 Seja A uma matriz m xn tal que todas suas sub-matrizes principais A, sejam
invertiveis. Entao A tem uma decomposicao LU .

Demonstracao: Como a;; = Aj, o elemento aq; é o pivo da primeira linha. Existe entdao uma
matriz invertivel E, obtida ao se aplicar sucessivamente a operagao elementar (7i7) de modo a
anular todos os elementos de A abaixo do pivo. Temos entao que

@11 Q2 - Qin
A — 0 b22 Ce b?n
0 bm2 bmn

Claramente a sub-matriz principal de £ A

resulta da sub-matriz principal de A

mediante a aplicacao de uma operacao elementar do tipo (iii). Em particular, aquela sub-matriz
principal de E A é invertivel, pois a sub-matriz de A é invertivel (por hipdtese). Dai decorre que
bao # 0, mostrando que bys é um pivo da segunda linha de EFA. A prova agora segue por indugao.

O

Suponhamos agora que, ao levarmos a matriz A a sua forma escalonada seja necessaria a
aplicagao da operacao elementar (7). Entdo nao é possivel decompor a matriz A na forma LU.
Entretanto, podemos considerar as matrizes elementares que fazem as transposicoes de linhas
necessarias para o escalonamento da matriz A. Cada matriz dessas é ortogonal e se consideramos
a matriz P, multiplicacao de todas essas matrizes, obtemos uma matriz, chamada matriz de
permutacao.

Consideremos entao a matriz PA. Com essa permutagao das linhas de A, é possivel levar
a matriz A a uma forma triangular superior por meio unicamente da operagao elementar (7).
Assim, para a matriz PA vale:

PA=1LU.

Como a matriz P é ortogonal, temos entao

A=PTLU.
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8.2 A decomposicao de Cholesky

Como vimos na se¢ao 7.5, uma aplicagao auto-adjunta é positiva se todos os seus autovalores
sao positivos.

Seja A uma matriz (real) simétrica, representagdo matricial de um operador auto-adjunto
positivo T : R™ — R™ (resp., ndo-negativo) com relagdo a base canonica do R". Como D =
PT AP para alguma matriz ortogonal A e uma matriz diagonal D, temos que det A > 0 (resp.,
det A > 0). Uma matriz A simétrica com todos os autovalores positivos é chamada matriz
positiva-definida.

Observagao 8.2.1 Estamos denominando a matriz A de positiva-definida, pois o termo matriz
positiva é utilizado em outra situagao (geralmente associada ao teorema de Perron). <

Lema 8.2.2 Seja A uma matriz n X n simétrica positiva-definida. Entdo as sub-matrizes prin-
cipais A, sao positivas-definidas (e, portanto, det A, > 0) para 1 <r <n.

Demonstragao: Seja z, = (z1,...,2,) € R” um vetor nado-nulo arbitrario e defina z =
(x1,...,2.,0,...,0) € R". Como
(xp, Apzy) = (x, Az)

e A é positiva-definida, o resultado segue. O

Note que o lema 8.2.2 combinado com a proposicao 8.1.5 garante que uma matriz positiva-
definida A possui decomposicao LU, obtida unicamente mediante a sucessiva aplicacao da
operagao elementar (i7i) & matriz A. Em particular, A possui uma fatoragdo LDU, a matriz
diagonal D = (d;;) tendo seus elementos diagonais positivos. Mas, como a matriz A é simétrica,
temos

LDU =A=A"=UTAL".
Pela proposicio 8.1.3 temos LT = U, de modo que A = LDL”. Definindo D'/? como a matriz

vdip 0 - 0
Dy _ 0 dyp - 0
0 0o ... do

Mas entdo A = LDLT = (LDY?)(D'Y2L") = L,L,, a matriz L, sendo triangular inferior e a
matriz L, sendo triangular superior. Como A = AT segue que Lo = LT mostrando que

A=LL"T,

chamada decomposicao de Cholesky da matriz A.

Assim, uma matriz n X n positiva-definida tem duas decomposicoes: a decomposicao A =
LDU e a decomposiciao de Cholesky A = L LY. J4 vimos que L; = LD'? o que nos mostra
como obter a decomposicao de Cholesky da matriz A.

O préximo resultado caracteriza as matrizes positivas-definidas e apresenta um resumo dos
resultados obtidos nessa se¢ao:
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Proposicao 8.2.3 Seja A uma matriz simétricanxn. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A € positiva-definida,
(17) As sub-matrizes principais Ay, ..., A, tém determinante positivo;

(1ii) A matriz A tem uma decomposi¢ao LDU, com os elementos diagonais da matriz diagonal
D todos positivos;

(iv) A tem uma decomposicdo de Cholesky A = LLT, sendo L uma matriz triangular inferior
com elementos diagonais positivos.

Demonstracao: Ja vimos as implicagoes (i) = (i1) = (iii) = (iv).
Seja agora x € R™ um vetor arbitrario e y = LTx. Como a matriz LT possui inversa, y # 0.
Assim
(z,Az) = 2" (LL x) = (2" L)(L"2) = y'y = [ly|* > 0.

Isso mostra que (iv) = (4).

8.3 A decomposicao de Schur

Seja A uma matriz n X n no corpo C.

Teorema 8.3.1 (Schur)
Existe uma matriz unitdria U tal que T = U*AU € uma matriz triangular superior.

Demonstragao: Faremos inducao em n, o resultado sendo ébvio para n = 1. Suponhamos
véalido para uma matriz k X k qualquer e consideremos A, matriz (k 4+ 1) x (k + 1). Seja w;
um autovetor unitario associado ao autovalor A; de A. O processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt assegura a existéncia de uma base ortonormal {wy,ws, ..., w1} para CF1. A matriz
R, cuja i-ésima coluna é o vetor w;, é unitdria (veja o exercicio 20 do capitulo 6). Consideremos
entdo R*AR = (R*A)R. A primeira coluna dessa matriz é R*Aw;. Mas R*Aw; = \{R*w; =

Aieq, pois as linhas de R* sao dadas pelos vetores Wy, ..., W,y1. Assim, a matriz R*AR tem a
forma

)\1 * *

0

: S !

0

em que S é uma matriz k X k. Pela hipdtese de inducao, existe uma matriz unitaria V7 tal que
Ty = V*SV; é uma matriz triangular superior. Definimos entao

Vi
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Claramente V é unitaria e

10 0 A * * 10 0
0 0 0
VY (R*AR)V = .

% : S Vi

0 0 0

ALk * ALk *

0 0

= - . :T7

VirsSvi : T

0 0

uma matriz triangular superior. Definimos entao U = RV. A matriz U é unitaria, pois
UU=(RV)(RV)=V*R'RV = 1.

Isso completa a demonstracao.
O

A demonstragao apresentada continua vélida se A é uma matriz real cujos autovalores estao
no corpo R. Uma prova alternativa do teorema de Schur é indicada no exercicio 6. Note que o
teorema pode também ser formulado para aplicacoes lineares ao invés de matrizes.

Corolario 8.3.2 Se A € uma matriz auto-adjunta, entao existe uma matriz unitdria U tal que
U*AU = D, sendo D uma matriz diagonal. Se A € uma matriz real, a matriz U € ortogonal.

Demonstracgao: De acordo com o teorema de Schur 8.3.1, existe uma matriz unitaria U tal que
U*AU =T, sendo T uma matriz triangular superior. Mas

T* = (U*AU)* = U"A'U = U*AU =T,

de acordo com a proposicao 6.5.3. Isso mostra que T é auto-adjunta e, portanto, uma matriz
diagonal.
Se A é real, todos os autovalores de A sao reais e, portanto, também seus autovetores. Isso
implica que a matriz U ¢é ortogonal.
O

8.4 A decomposicao QR

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt pode ser interpretado como uma decomposi¢ao
de uma matriz cujas colunas sao linearmente independentes.

Teorema 8.4.1 (A decomposicao QR)
Seja A uma matriz m X n de posto n. Entao

A=QR,

em que QQ € uma matriz m X n com colunas ortonormais e R € uma matriz n X n triangular
superior com elementos diagonais positivos.
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Demonstragao: Sejam vq,...,v, as colunas da matriz A. Como essa matriz tem posto n,
esses vetores sao linearmente independentes em K™. Aplicando o processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt 6.3.4 a esses vetores, obtemos os vetores ortonormais ¢y, ..., q, € K", dados
por

k—1

k. = Tkk (Uk - Zriqu) , (k=1,...,n)

i=1

em que 7 = (vg,q) parai = 1,...,k —1 e (1/ry) é a norma do vetor vy, — Zf:_ll raqi. Mas

isso quer dizer que

V1 = Tuq
U2 = T12q1 + T22Q2
Un = Tin@1+ .-+ Tnnln-
Definindo ) como a matriz cujas colunas sao os vetores q1, ..., ¢, € R a matriz triangular superior
i1 T2 - Tin
0 e
R : 21 ) T?n :(7“1 Ty - - ’I“n),
0 0 - 7y

temos que a j-ésima coluna da matriz QR é
QRej = er =111 +725q2 + ... + 759 = v;.

Isso mostra que QR = A, completando a demonstragao.

8.5 A decomposicao em valores singulares

Seja A é uma matriz m x n. A determinacao do posto de A, através do escalonamento dessa
muitas vezes nao ¢ vidavel numericamente, devido a propagacao de erros no processo computa-
cional. O teorema dos valores singulares oferece uma solugao para esse problema.

O que faremos nessa se¢cao nao passa de uma interpretagao em termos matriciais dos resul-
tados obtidos na segao 7.5.

Seja A a matriz que representa a aplicacao linear 7' : R™ — R™ com relagao as bases canonicas
do R" e R™. Se B = {vy,...,v,} é a base ortonormal do R" formada por autovetores de A*A,
entdo PP = P é a matriz

P=(vy vy ... v,)

cujas colunas sao os vetores da base B. Denotamos @ = Q& a matriz mudanca da base C do R™
para a base canonica desse espago e D = T5. Entao

D = QAP.
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Como as matrizes P e () sao ortogonais, temos A = Q*DP*. Mudando a notagao, temos
A=QDP,

chamada decomposicao em valores singulares da matriz A.
Exemplo 8.5.1 Seja

11

A=11 1

0 0

Para obter a decomposicao de A em valores singulares, obtemos a matriz AT A;

v, (22
AA_<22),

cujos autovalores sao Ay = 4 e Ay = 0. Os valores singulares de A sao, portanto, o; = Vi=2e
oy = /0 = 0. A matriz P, cujas colunas sdo os autovetores normalizados de AT A é

()

1 1

wy = —AU1 = —=

01 \/§ 0

Para obtermos os vetores ws e ws, achamos uma base ortonormal de ker AT (nesse exemplo, nao
é necessario utilizar o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt):

O vetor w; ¢ dado por

—_

1 0
1 1 e ws = 0
Wy = —=1 — 3=
AN 1
Portanto,

o O\ 20\ /1 1
A=QDP=| &5 = 0 00 2 v
0 01 00 V2 oV2

8.6 Exercicios

1. Demonstre a proposi¢ao 8.1.1 com relagao as operagoes elementares (i) e (i7).
2. Mostre que toda matriz elementar tem inversa.

3. Mostre que o produto de matrizes triangulares inferiores (respectivamente, superiores) é
uma matriz triangular inferior (resp., superior).
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4.

10.

11.

Dé um exemplo mostrando que é possivel ter A = LU = L'U’, com L, L' matrizes trian-
gulares inferiores com elementos diagonais todos iguais a 1 e U, U’ matrizes triangulares
superiores. (Compare com a proposigao 8.1.3).

Seja A uma matriz simétrica invertivel. Mostre que A? é uma matriz positiva-definida.

Suponhamos que o polinomio caracteristico de T': V' — V se decomponha em polinémios
irredutiveis de grau um (quer dizer, todas as raizes do polinémio caracteristico estao no
corpo K). Mostre?:

(a) Se X é autovalor de T, entdo A é autovalor de T* : V — V;

(b) Seja v um autovetor unitdrio associado ao autovalor A de T*. Decompondo V =
W @ W+, mostre que T(W+) ¢ W+

(¢) Supondo que o teorema de Schur seja valido em espagos de dimensao n—1 (cujas raizes
do polinémio caracteristico estdo em K), considere a restri¢ao T'|y 1 - que produz uma
base ortonormal C na qual a representacao dessa restricao é triangular superior - e
verifique que T é uma matriz triangular superior, sendo B = C U {v}.

Seja B uma base ortonormal de V. Suponhamos que a representacao A = Tz do operador
linear 7" : V — V seja uma matriz triangular superior. Mostre que T é normal se, e
somente se, A é diagonal. Deduza o teorema 7.4.4 ao aplicar o teorema de Schur ao
resultado anterior.

Na decomposigao de Schur U*AU = T hé unicidade da matriz triangular superior 77
A decomposicao em valores singulares A = QD P é inica? Os valores singulares sao tinicos?
Quais sao as diagonalizagoes ortogonais de A*A e AA*?

Seja A uma matriz m x n. O posto de A é igual ao nimero de autovalores nao nulos,
contados de acordo com a multiplicidade?

2Compare com o teorema 6.5.4.
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