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PREFACIO

Esta bastante disseminado nas Universidades brasileiras um segundo curso de
Algebra Linear, oferecido nao apenas aos estudantes dos cursos de Matematica,
mas muitas vezes também para os de Fisica, Economia, Engenharias e outros, seja
na graduagao ou pés-graduacao.

Esse livro foi elaborado como um texto para aquele segundo curso. Emb-
ora nao seja imprescindivel é conveniente que o aluno ji tenha feito um curso
basico de Algebra Linear ou que tenha conhecimentos de Geometria Analitica com
tratamento vetorial. A apresentacao feita em quatorze capitulos é auto-suficiente,
exceto na parte que trata de polinémios, entretanto, a maioria absoluta das pro-
priedades utilizadas sobre polindmios é do conhecimento dos estudantes desde o
Ensino Médio.

O principal objetivo desse texto é estudar operadores lineares em espagos ve-
toriais de dimensao finita com énfase nas representagoes matriciais. Os tépicos
foram elaborados de modo que permitem adaptacoes a qualquer curso com carga
horaria entre 60h e 90h semestrais. Os capitulos 11, 12 e 13 devem ser omitidos
pois sao capitulos de referéncia. Dependendo do nivel da turma e da carga horaria
semestral os capitulos 1,2 e 3 podem ser considerados capitulos de revisao.

Para maior clareza, os operadores normais sao estudados separadamente, pri-
meiro em espagos Euclidianos e posteriormente em espagos unitarios. Ao longo
do texto intercalamos dezenas de exercicios, fatos simples que serao utilizados no
corpo da demonstracao de uma proposicao logo a seguir, ficando ao critério do ex-
positor apresenté-los ou ndo. Como exercicios propostos segue uma lista de mais
de 700 itens.

Desejo agradecer aos colegas do Departamento de Matemdtica da Universi-
dade Federal do Ceara pela receptividade com a qual fui recebido como seu novo
membro. Em particular, registro o meu agradecimento ao Professor Celso Antonio
Barbosa pela orientagao datilografica dada ao longo da elaboracao desse texto.

Fortaleza, 26 de julho de 2003
Placido Francisco de Assis Andrade
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Capitulo 1

Espacos vetoriais

Estudaremos duas nocées matematicas: uma estrutura algébrica chamada espago
vetorial e uma outra denominada transformacao linear, ou seja, fungdes entre
espagos vetoriais que possuem propriedades especificas. Os dois primeiros capitulos
sao dedicados ao estudo desses conceitos. Iniciaremos definindo espago vetorial,
uma das estrutura mais tteis e que surge naturalmente nas varias areas do con-
hecimento, merecendo por isto uma sistematizagao mais extensa.

1.1 Espacos vetoriais

Um exemplo muito conhecido de espaco vetorial é R?, o conjunto dos pares ordena-
dos (z1,22) com x; € R, equipado com uma operagao de adigao de dois elementos
e uma operacao de multiplicacao de um elemento por um numero real A,

(x1,22) + (y1,42) = (21 +y1, 22+ y2),
)\(1‘1,3?2) = ()\acl, Al’z).

A definicao de espaco vetorial relaciona as propriedades algébricas dessas operagoes,
propriedades que ocorrem nao apenas nesse exemplo mas também em intmeros
outros, como veremos.

Definicao 1.1.1 Um espaco vetorial consiste de
1. Um conjunto V cujos elementos sdo chamados de vetores;
2. Um corpo K cujos elementos sao chamados de escalares;

3. Uma operagcao chamada de adi¢do de vetores na qual cada par de vetores
u,v € V ¢é associado ao vetor u +v € V, chamado de soma de u e v,
satisfazendo aos sequintes axiomas:

a) a adigdo é comutativa, u+v = v + u;

1



2 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

b) a adicao € associativa, (u+v)+w =u+ (v+ w);
¢) existe um unico vetor o tal que v+ o = v para todo v € V;

d) para cada v € V existe um tunico vetor —v € V tal que v+ (—v) = o;

4. Uma operac¢ao chamada de multiplicacdo por escalar em que um vetorv € V
e um escalar A € K sao associados ao vetor Av € V', chamado de produto de
v por A, satisfazendo aos sequintes axiomas:

a) lv =v para todo v € V;
b) a multiplica¢ao por escalar é associativa, A1 (Aav) = (A1 A2)v;

¢) a multiplicag¢ao por escalar é distributiva em relagdo a adigdo de vetores,
AMu+v) = Au+ Av;

d) a multiplicagdo por escalar é distributiva em rela¢do a adicdo de es-
calares, (A1 + A2)v = A\1v + Agu;

Em resumo, um conjunto V é um espacgo vetorial sobre o corpo K se satisfaz
as condicoes da definicao acima. Quando nao for necessario particularizar indi-
caremos por K tanto o corpo dos numeros reais R quanto o corpo dos niimeros
complexos C e apenas estes dois corpos serao considerados. Se K = R diremos que
V é um espaco vetorial real e quando K = C chamaremos V' de espago vetorial
complero. Intimeras vezes omitiremos o corpo com o qual estamos trabalhando
mas estard claro que o comentario é verdadeiro independente do corpo consider-
ado. Um espago vetorial V' nao é vazio pois contém pelos menos o vetor o chamado
de vetor nulo. Se V' consiste de um 1nico elemento serd chamado de espaco trivial
e pela defini¢ao segue que V = {o}.

Exemplo 1.1.1 1) Dado um ntmero inteiro n > 1 denotaremos por K" o conjunto
de todas as n-uplas, isto é, o conjunto de todas as sequéncias de n termos u =
(x1,22,...,2p) com z; € K. Induzimos em K" uma estrutura de espago vetorial
sobre o corpo K do seguinte modo: se u = (1,22, ..., Zpn), v = (Y1, Y2, ..., Yn) € K"
e A € K, definimos a adi¢cdo de vetores e a multiplicagdo de um vetor por um
escalar, respectivamente por

utv = (21 +YLT2+ Y2, T+ Yn),
A = (Azy, Azg, .., ATy).
Nao ¢ dificil verificar que as duas operagoes induzem em K" uma estrutura de
espaco vetorial sobre K.Neste espaco o vetor nulo é o elemento o = (0,0, ...,0) e
—u = (—z1,—22, ..., —Tp). Finalmente observamos que o corpo K ¢é naturalmente
identificado com o espaco vetorial K. Nao distinguiremos uma 1-tipla ordenada
(z1) de um nimero .
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2) Seja K[t] o conjunto de todos os polindémios na variavel ¢ com coeficientes
no corpo K. As usuais adi¢do de polindémios e multiplicacdo de um polinémio por
um escalar induzem em K[¢] uma estrutura de espago vetorial sobre K.

3) O primeiro exemplo pode ser generalizado. O produto direto, ou produto
Cartesiano, de espacos vetoriais V1, Vs, ..., V}, sobre o mesmo corpo K é o conjunto
denotado por

V:V1><V2><~-><Vn

e constituido por todas as n-uplas ordenadas u = (uy, ug, ..., up) com u; € V;. Do
mesmo modo, induz-se uma estrutura de espaco vetorial sobre o corpo K: dados
os elementos u = (uy,ug,...,up), v = (v1,v2,...,v,) € V e um escalar A € K,
definimos a adicao de dois vetores e a multiplicagdo de um vetor por um escalar,
respectivamente, por

ut+v = (ug +vi,us + V2, ..., Uy + Up),
Au = (Aug, Aug, ..., Auy).

4) Sejam €2 um conjunto nao vazio e V um espago vetorial sobre o corpo
K. O conjunto C(Q2,V) formado por todas as fungoes f : 2 — V adquire uma
estrutura de espaco vetorial sobre K considerando as seguintes operacgoes: para
fig € C(Q,V) e X € K define-se a fungdo soma f + g e a fungdo f multiplicada
pelo escalar \f, respectivamente, por

(f+9)w) = flw)+gw),
Af)w) = Af(w),
em que w € Q. O vetor nulo é a funcao identicamente nula, f(w) = 0 para todo
we Q e—f=(-1)f. Quando escrevermos "as usuais operagoes de soma de
fungoes e multiplicagdo de uma fungao por um escalar” estaremos nos referindo as
duas operagoes aqui definidas.

5) Uma matriz mxn com entradas em K é uma sequéncia de escalares N = [a;;]
com a;; € K organizada em m linhas e n colunas,

ail ai2 o A1n

a1 a2 e a2n
N =

Gml Gm2 " Qmn

O primeiro indice de a;; indica a linha na qual a entrada encontra-se e o segundo
indice indica a coluna. Induzimos uma estrutura de espaco vetorial no conjunto
das matrizes m x n com entradas em K, conjunto esse denotado por M (m x n, K),
definindo a adicdo de matrizes e a multiplicacdo de uma matriz por um escalar,
respectivamente, por
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N+P = [ay+ byl
AN = [)\aij],
em que N = [a;5], P = [b;] € M(m x n,K) e A € K. O vetor nulo do espaco ¢é
a matriz identicamente nula (todas as entradas sao iguais a zero) e —N = [—a;j].
Caso o leitor deseje maiores detalhes indicamos o capitulo sobre matrizes. a

Exercicios propostos 1.1.1
1. Demonstre as seguintes afirmagoes sobre um espaco vetorial V.

a) Ao = o para todo escalar A € K.

=3

—v = (=1)v para todo vetor v € V.

o

)
) Av = o para algum escalar 0 Z X € K & v =0.
)
)

o,

nv=v-+uv-+---+vonde n é um inteiro.
~—_———

n vezes

2. Procure num livro de Célculo os teoremas que garantem a existéncia de uma estru-
tura de espago vetorial real nos seguintes conjuntos equipados com as operagoes de
soma de fungoes e multiplicagao de uma fungao por um escalar.

a) O conjunto C°([a, b], R) formado por todas as funcdes continuas f : [a,b] — R,
em que [a,b] C R é um intervalo.

b) O conjunto R([a, ], R) constituido por todas as fungdes f : [a,b] — R que séo
Riemann integraveis.

¢) O conjunto S(Z,R) de todas sequéncias reais (a1,as,as,...) cuja série Y an,
converge (convergéncia simples).

d) O conjunto ¢!(R) de todas as sequéncias reais (a1, az, as,...) cuja série >_ |a,|
converge (convergéncia absoluta).

3. Seja V um espago vetorial complexo. Podemos definir uma outra estrutura de espago
vetorial complexo em V' da seguinte forma. A soma de vetores continua a mesma
e a multiplicacdo de um vetor por um escalar A € C é dada pela regra A x v = \v.
Mostre que de fato as operagoes induzem uma nova estrutura de espaco vetorial
complexo sobre o mesmo conjunto V', chamada de espaco vetorial conjugado.

1.2 Subespacos

Destacamos um tipo especial de subconjunto de um espaco vetorial V' sobre um
corpo K. Um subconjunto W C V é um subespaco vetorial se W é nao vazio
e um espago vetorial sobre K com respeito as operacoes de adicao de vetores e
multiplicacao de um vetor por um escalar, ambas operagoes induzidas de V. Por
comodidade, diremos apenas que W é um subespaco de V.
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Exemplo 1.2.1 1) O subconjunto W C K" formado por todos os vetores v =
(z1,x2,...,Ty) tais que z, = 0 é um subespago.

2) O subconjunto K, [t] C K[t] formado pelos polinémios p(t) com graup(t) < n
¢ um subespaco. Por convencao, o polindmio identicamente nulo tem grau —oo e
um polinémio constante nao nulo tem grau zero.

3) Fixado um vetor v de um espago vetorial V', o conjunto W,, = {\v; A € K} é
um subespago. Chamaremos de subespaco trivial ao subconjunto formado apenas
pelo vetor nulo.

4) Seja C(€2, V') espaco de todas as fungoes de um conjunto €2 no espago vetorial
V. Fixado wy € €2, o subconjunto Cy(Q, V) = {f : @ = V; f(wy) = 0} é um
subespaco. a

Apresentaremos a seguir um critério de facil aplicacdo para determinarmos
quando um subconjunto W é um subespago de um espaco vetorial V.

Proposicao 1.2.1 Um subconjunto ndo vazio W C V € wm subespaco se, e so-
mente se, para cada par de vetores u,v € W e para cada escalar A € K, o vetor
u+ v eW.

Demonstragao Assuma que W é um subespago de V. E claro que se u,v sao
vetores de W e A € K, entdao u+ Av € W. Vejamos agora a suficiéncia. Mostremos
inicialmente que o vetor nulo pertence a W. Para isso, escolhamos qualquer vetor v
em W e escrevamos o vetor nulo como o = (—1)v+wv. Da hip6tese segue que o € W.
Por outro lado, Av + 0o = Av, para qualquer escalar A € K, de onde concluimos
que W é fechado em relacao a multiplicacdo de um vetor por um escalar. Logo, o
subconjunto também contém todos os vetores —v se v € W. Finalmente, se u e v
sao dois elementos de W, entdao u +v = u+ lv € W, mostrando que W é fechado
em relagdo a operagao de adigdo de vetores. Os outros axiomas sao validos pois ja
sao validos em V. a

Exercicio 1.2.1 Prove: a intersecao de dois subespacos de V' é um subespaco. O

Dentre os varios métodos para construirmos subespagos vejamos um que tera
desdobramentos nas préximas secoes. Para isso, precisaremos da definicao de
combinacao linear, um conceito bédsico para o nosso estudo.

Definigao 1.2.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Diremos que o vetor
u €V € uma combinacdo linear dos vetores vi,vs,...,v, € V se existem escalares
T1,%2,...,Tn € K tais que u = x1v1 + xov9 + - - + TpUy.
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Note que uma combinagao linear envolve apenas um nimero finito de vetores!

Proposicao 1.2.2 Seja € um subconjunto ndo vazio do espago vetorial V.. O
subconjunto W C V' formado por todos os vetores que sao combinagoes lineares de
vetores de € € um subespaco. Além disso, W € o menor subespaco contendo €.

Demonstracao Com efeito, se u,v € W, por definicdo desse subespaco, existem
vetores Ui, ..., Um, V1,...,Up € € € escalares x1,...,Tm, Y1,---,Yn € K tais que u =
Ul + -+ Ty € v = Y101 + -+ + Ypvn. Agora, se A € K, entao

U+ AV = 21U + ToUug + + -+ + Tyl + AY1V1 + AY2v2 + - - - + Ayp vy,

Desde que uw 4+ Av é uma combinagao linear de vetores de € temos mostrado que
u + Av € W. Pela proposicao anterior segue que W é um subespaco de V. Por
outro lado, se Wy é um outro subespago que contém o conjunto € é evidente que
ele contém todas as combinagoes lineares de vetores de €. Portanto W C W,
concluindo que W é o menor subespaco contendo o conjunto &. a

Exercicios propostos 1.2.1

1. Prove que a interse¢ao de uma familia {W,};cz de subespagos de V' é um subespago.

2. Sejam W7 e Wy subespagos de um espago vetorial V' sobre o corpo K. Verifique
quais dos conjuntos sao subespacos de V.

a) W =W;uUWs. b) W =Wy x Ws. C) W:{wl—sz;wi GWl}

3. Quais subconjuntos sdo subespacos do R3?

a) W={(z,y,2) eER% z —y+2 =0}
b) W={(,y,2) ER% w —y+2z=1}
o) W={(z,y,2)R 2 —y+z=0ex+y-+z=0}
d) W ={a(1,1,0) +b(0,1,1); a,b € R}.

4. O vetor v = (1,2, 3) pertence ao subespago das combinagoes lineares do conjunto
e={(i,1,1),(1,2 4+ 3i,4)} € C3>? E o vetor v = (2+14,5 + 3i,9)?

5. Sejam €1 e €9 dois conjuntos nao vazios do espaco vetorial V.
a) Mostre que se €1 C €9 entdo o espago das combinagoes lineares de €1 estd
contido no espaco das combinagoes lineares de 5.
b) Se os espagos das combinagoes lineares dos dois conjuntos sdo iguais, neces-

sariamente os conjuntos sao iguais?

6. Dados e; = {(1,1,0),(0,1,1)} e e2 = {(1,2,1),(1,0,-1),(3,4, 1)}, subconjuntos do
R3, mostre que os espacos das combinacdes lineares dos conjuntos sdo iguais.
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7. Se W1 e W5 sao subespacos de V tais que W1 U W5 é um subespago, mostre que um
dos subespagos contém o outro.

8. Consulte algum livro de Célculo e verifique quais sao os teoremas que validam as
seguintes afirmacoes.

a) O espaco das funcdes continuas, C%([a,b],R), é um subespaco do espago das
fungdes Riemann integraveis, %([a, b], R).

b) O espaco das sequéncias que convergem absolutamente ¢! (R) é um subespaco
do espago das sequéncias que convergem simplesmente S(Z, R).

9. Seja W um subespaco do espago vetorial V' sobre K. Defina uma relagao entre os
vetores de V por: u ~v (modW) & u—veW.

a) Verifique que ~ é uma relagdo de equivaléncia (simétrica, reflexiva e transi-
tiva).

b) Denote por @ a classe de equivaléncia que contém u € V' e por V/W o conjunto
formado por todas as classes. Defina as operagoes em V/W:

T+T=u+v e \T = Au,

onde A é um escalar em K. Mostre que as operacgoes definem uma estrura
de espago vetorial sobre K no conjunto V/W. Com essa estrutura V/W serd
chamado de espaco quociente.

1.3 Conjunto de geradores

Tendo em vista a Proposicao 2.5 da secao anterior na qual foi contruido o menor
subespaco contendo todas as combinacoes lineares de um conjunto de vetores,
estabeleceremos agora um conceito baseado naquela idéia.

Diremos que um conjunto de vetores € C W é um conjunto de geradores de
um subespago W C V, se todo vetor de W é uma combinacao linear de vetores de
e. Em outras palavras, dado um vetor w € W existem vetores vi,va,...,v, € € €
escalares x1, xo, ..., x, € K tais que w = x1v1 +z2v2+- - -+ x,v,. Por simplicidade,
diremos que W é gerado por € ou que os vetores de € geram W.

Questionar sobre a existéncia de um conjunto de geradores para um espaco
vetorial nao tem consequéncias das mais proveitosas pois a resposta é sim, basta
considerar ¢ = V. Uma questao mais relevante é examinar a existéncia de um
conjunto de geradores possuindo determinadas propriedades, como ser finito ou
nao, enumeravel, ortogonal, etc. E nesta direcao que caminharemos.

Definigao 1.3.1 Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Diremos que o con-
junto € C 'V € linearmente dependente se existem distintos vetores vy, va, ..., U, € €
e existem escalares nao todos nulos x1,xs, ...,x, € K tais que
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0=1x1V1 +ToV2 + -+ -+ TpUp.

Um subconjunto § C V que nao é linearmente dependente sera dito linearmente
independente. A ultima definicdo merece alguns comentdarios, pois o conceito nela
contido é capital para a compreensao da estrutura de espaco vetorial.

1. O conjunto vazio § = { } é linearmente independente por vacuidade. Nao
podemos exibir vetores distintos de 9.

2. Qualquer conjunto € C V contendo o vetor nulo é linearmente dependente
pois é possivel formar a combinacgao linear o = x10 com um escalar nao nulo
x1 € K.

3. O conjunto § C V é linearmente independente se para toda colecao de dis-
tintos vetores vy, va, ..., v, € & a combinacao linear
0 =2x1V1 +Xav2 + -+ + TpUy
implica que z1 = z9 = -+ = z,, = 0. Esta afirmacao serd bastante utilizada!

4. Um subconjunto de um conjunto linearmente independente é linearmente
independente.

5. Se ¢ C V admite um subconjunto linearmente dependente entao ¢ é linear-
mente dependente.

Por abuso de linguagem é comum referir-se aos elementos de um conjunto e
dizendo que os seus vetores s@o linearmente independentes (ou linearmente depen-
dentes se for o caso) em lugar de aplicar o conceito ao conjunto.

Exemplo 1.3.1 O subconjunto § = {u,v,w} C K* em que u = (1,0,0), v =
(1,1,0) e w = (1,1,1), é linearmente independente pois a combinagao linear

(0,0,0) = zu+ x2v+ z3W
= (x1+$2+:c3,x2+x3,x3),

implica que 0 = 1 = 9 = x3. a

Exercicio 1.3.1 Demonstre as afirmagoes sobre um espaco vetorial V.

1. Sejam W C V um subespago e § C W um conjunto linearmente indepen-
dente. Se vy ¢ W entao o conjunto § U {vp} é linearmente independente.



1.3. CONJUNTO DE GERADORES 9

2. Seja ¢ C V um conjunto de geradores de V. Assuma que vg € £ é uma
combinacao linear de outros vetores de €. Entao € é linearmente dependente
e o conjunto €1 obtido de € por supressao de vy ainda é um conjunto de
geradores de V. a

Finalizaremos esta secao com a definicao de base de um espago vetorial.

Definicao 1.3.2 Uma base B de um espago vetorial V' é um conjunto de geradores
linearmente independente.

Exemplo 1.3.2 1) Chamaremos de base canénica de K™ ao conjunto de vetores
a ={ey,ey,...,en} em que

e1 = (1,0, ...,0), es = (0,1,...,0), ... ,en = (0,0, ..., 1).

De fato, a é uma base. A combinacao linear

(0,0,0) = x1e1 4+ z2e2+ -+ xTpEN
= (1'1,1‘2,...,1'”),
implica que 1 = 9 = --- = x,, = 0, mostrando a independéncia linear de . Por

outro lado, dado o vetor v = (1, z2, ..., z,) € K" podemos expressi-lo como uma
combinagao linear dos vetores da base na forma v = x1e; + xoes + - - - + xpe,. Isto
significa que a é um conjunto de geradores.

2) O conjunto de polinémios § = {t"},>0 ¢ uma base para o espago vetorial
dos polinémios K[t].

3) Um espaco trivial tem conjunto de geradores mas nao admite uma base. O

Exercicios propostos 1.3.1

1. Quais subconjuntos sao linearmente independentes?
a) e=1{(1,0,1),(0,1,1)} cR3. b) e={(1,1,1),(i,4,i)} C C3.
c) e={(1,0,1)} CR®. d) e={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,2)} C R3.

2. Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Demonstre as afirmacoes.

a) Se u,v € V sdo linearmente dependentes entdo um deles é miltiplo do outro.

b) Se £ é um conjunto de geradores de V e A € K é um escalar ndo nulo, entao
o conjunto Ae = {Av;v € £} é também um conjunto de geradores.

c) Se Wy e Wy sdo subespacgos de V' tais que Wp N Wy = {0}. Entado quaisquer
dois vetores nao nulos v; € W7 e vy € W5 sao linearmente independentes.

d) Se 6 C V é linearmente independente, entdo § é uma base para o espago de
suas combinacgoes lineares.
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3. Denote por C}(R,R) o espaco vetorial de todas funcoes f : R — R cujas derivadas
sdo continuas. Mostre que as fungoes g1(t) = cos t e go(t) = sent sdo linearmente
independentes. Quais os resultados de Anélise que garantem a existéncia de uma
estrutra de espaco vetorial em C!(R,R)?

4. Utilize desenvolvimento de Taylor para mostrar que § = {(¢ — 1)"},,>0 é uma base
do espaco dos polindmios K[t].

1.4 Teorema da troca de Stainitz

Neste ponto, a Teoria de espacos vetoriais bifurca-se em duas linhas de estudos: se
o espaco admite ou nao admite um conjunto finito de geradores. Nos restringire-
mos ao exame do primeiro caso, isto é, aos chamados espacos vetoriais de di-
mensao finita. Espacos vetoriais de dimensao infinita merecem um estudo em sep-
arado pois, em geral, os espacos mais interessantes sao aqueles que também estao
equipados com uma estrutura topolégica. Para iniciarmos o estudo é conveniente
introduzir terminologia apropriada.

Uma sequéncia finita num espago vetorial V' é uma aplicagao s: {1,2,....,n} —
V. Como ¢é usual, escreveremos v; para designar o termo s(i) e indicaremos a
sequéncia por s = (v1,v2, ..., vy ). Nao devemos confundir a sequéncia com o con-
junto formado pelos vetores na imagem de s. Observe que quando uma sequéncia
de n vetores tem repeticoes o conjunto imagem da sequéncia possui um nimero
menor de vetores.

Seja ¢ C V um conjunto finito com n elementos, n > 0. Ordenar o conjunto
e é escolher uma funcdo injetiva (e sobrejetiva) s : {1,2,...,n} — €. Nesse caso
o conjunto imagem de s tem n elementos. Feito isto, indicamos o conjunto por
e = {v1,v9, ..., v, } chamando-o de conjunto ordenado.

Seja {&;}%_; uma familia de subconjuntos finitos de V dois a dois disjuntos.
Uma unido ordenada desses conjuntos é um conjunto ordenado construido do
seguinte modo: primeiro ordenamos os elementos de €1, em seguida ordenamos os
elementos de €1 U g9, respeitando-se a ordem de €1, depois ordenamos €1 U g U €3
respeitando-se a ordem de €1 U g9, etc.. Denotaremos uma uniao ordenada por

=
€=U g;.

Quando os conjuntos ja estao ordenados a unido ordenada ¢é construida com
0os mesmos procedimentos e respeitando-se a ordem de cada &;. Demonstraremos

uma propriedade de um conjunto linearmente dependente que serd utilizada no
estudo de geradores de um espago vetorial.

Lema 1.4.1 Suponha que ¢ = {v1,va,...,v,} € um conjunto ordenado de vetores
nao nulos do espago vetorial V. As sequintes afirmacdes sao equivalentes.
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a) O conjunto € € linearmente dependente.

b) Eziste um vetor v; que € uma combinagao linear dos vetores vi, v, ..., Vi—1.

Demonstragao a) = b) Como os vetores vi,v2, ..., v, sa0 nao nulos e linear-
mente dependentes, existe um menor inteiro 7, 2 < ¢ < n, tal que vy, vs,...,v; SA0
linearmente dependentes. Considere escalares nao todos nulos z1,x2,....,z; € K
satisfazendo a equacdo o = x1v1 + Tov + - - - + x;v;. Necessariamente teremos o
coeficiente x; # 0, caso contrario os ¢ — 1 primeiros elementos seriam linearmente
dependentes contrariando a definicao de 7. Sendo assim, temos

vi= oo 4o

concluindo a demonstracao da implicagao.

—Ti—1
V;—
i 1—1,

b) = a). Se algum vetor v; é uma combinagao linear dos i — 1 primeiros vetores,
isto é, v; = 1v1 + - - -+ x;-1v;—1, obrigatoriamente existe algum coeficiente z; # 0
com 1 < j < ¢ — 1, caso contrario v; = o, contrariando a hipétese de € nao
conter o vetor nulo. Isto implica que o subconjunto {vy,...,v;} C ¢ é linearmente
dependente e por conseguinte concluimos que ¢ é linearmente dependente. a

O proéximo resultado sobre espacos vetoriais admitindo um conjunto finito de
geradores compara numérica e conceitualmente as nocoes de conjunto linearmente
independente, base e conjunto de geradores. Utilizaremos o simbolo § para indicar
o nimero cardinal de um conjunto.

Teorema 1.4.1 (Teorema da troca de Steinitz) Seja V um espago vetorial
nao trivial sobre o corpo K. Suponha que § C V € um conjunto linearmente
independente e que € C V € um conjunto finito de geradores. Entao existe um
subconjunto v C € tal que a unido B = § U~y € uma base de V. Além disto valem
as desigualdades 6 < 6 < fe.

Demonstragao A demonstragao serd feita em duas etapas. Sem perda de gener-
alidade podemos assumir que o conjunto de geradores € nao contém o vetor nulo
pois se o teorema é verdadeiro para o conjunto de geradores €9 C € obtido por
supressao do vetor nulo, ele é também verdadeiro para e.

Antes de tudo ordenemos o conjunto de geradores ¢ = {v1,vs,...,v,}. Por
clareza vamos supor que ¢ contenha pelo menos um elemento, caso ele seja vazio
iremos diretamente a Segunda etapa da demonstracao.

Primeira etapa. Escolhido um elementos u; € § considere a unidao ordenada

£1 = {ul} U {vl,vg,...,vn}.
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O conjunto €1 é um conjunto de geradores pois contém ¢ e é também linearmente
dependente desde que u; é uma combinacao linear de outros vetores com coefi-
cientes nao todos nulos. Seja w o primeiro vetor de €1 que é uma combinagao
linear de seus antecessores. B evidente que w nao pode ser uq, logo w = vj;; para
algum j;. O conjunto

_
01 = {ul} U {1)1,2)2, ...,i)\jl, ...Un}

é um conjunto de geradores (o sinal ~indica que o vetor foi suprimido). Verifique-

mos esta afirmacao. Um vetor v € V é uma combinagao linear de vy, vo, ..., vp.

Como vj, ¢ uma combinagao de u1,v1,v2, ...,vj, -1, a substituicao de v;, na com-

binagao linear anterior por esta tltima expressa v como uma combinacgao linear

dos vetores de d1, mostrando a afirmacao.

Suponhamos que exista um outro elemento uy € §. Considere o conjunto
ordenado

.
g9 = {ul, UQ} U {1)1, V2, ...,@\jl, Un}

Por um lado, como €2 contém o conjunto de geradores d; ele é também um con-
junto de geradores e, por outro lado, €5 é linearmente dependente pois uy é uma
combinacao linear dos outros vetores do conjunto. Novamente, seja w o primeiro
vetor de g2 que é uma combinagao linear dos seus antecessores. Como {uy,us} é
linearmente independente podemos afirmar que w = vj,. Para aliviar a notagao
vamos assumir que j; < jo embora esta exigéncia nao tenha importancia alguma
na demonstracao. Examinemos o conjunto ordenado

R
92 = {ur,u2} U {v1,v2,...,0j,, ..., Ujy, ..o, Un }.

Pela repeticao do argumento anterior sobre combinacoes lineares, mostramos que

b9 é um conjunto de geradores.

Note que o processo garante que os vetores de £ nao serdao suprimidos antes
que todos os vetores de d estejam na lista, pois supor que $§ > fe = n implica
num absurdo, isto é, implica que existe um vetor u,+; € § que é uma combinagao
linear dos vetores de 6, = {uy,us, ..., u, } contrariando a hipétese de independéncia
linear de 0. Portanto, m = #6 < fe e na m-ésima etapa temos

-
Om = {ut, .y um} U {v1, .., 05, ooy Uy ooey Ujiy oovs Un }-
Por construgao ¢,, é um conjunto de geradores e se for linearmente independente
a demonstracao esta terminada, basta considerar
B=0U~v onde v={01,...; 0,0, Ujgser, Ujpps -vr Un } -

Segunda etapa. Suponhamos que ja acrescentamos todos os elementos de § e que
Om € linearmente dependente. Seja w o primeiro vetor de §,, que é uma combinagao
linear dos antecessores. Pelos mesmos argumentos utilizados concluimos que w =



1.5. DIMENSAO 13

Vj+1- Eliminando este vetor obtemos o conjunto ordenado

N
5m+1 = {’LL1, . um} U {Ul, . 6]'17 . ii\jQ, . ﬁij, ey ’Un}
que ainda é um conjunto de geradores. Continuando o processo iremos eliminando
elementos de € enquanto tivermos um conjunto linearmente dependente. Sendo o
numero de etapas finito em algum momento obteremos um conjunto 3 de geradores
linearmente independente contendo todos os elementos de 4. A menos de uma
contagem de numeros de elementos dos conjuntos envolvidos a demonstracao esta
completa. O

Fixaremos uma idéia que estd implicita no Teorema da troca. Diz-se que um
conjunto § C V pode ser estendido a uma base de V', se existe uma base § C V
contendo ¢.

1.5 Dimensao

Nesta secao estudaremos espagos vetoriais que admitem um conjunto finito de
geradores, chamados mais apropriadamente de espagos vetoriais de dimensao finita.
Como veremos na sequéncia, o Teorema da troca permite que associemos a cada
um deles um inteiro positivo chamado de dimensao do espaco.

Definicao 1.5.1 Um espaco vetorial V' sobre o corpo K € de dimensao finita se
V' admite uma base com um numero finito de vetores.

Um espaco vetorial trivial ndo admite uma base, portanto nao satisfaz as
condicoes exigidas na definicao. Ressaltamos que num enunciado no qual esté
explicitado a expressao ”dimensao finita” os espagos vetoriais triviais estarao ex-
cluidos das hipdteses. Feita esta ressalva passemos as consequéncias do Teorema
da troca.

Corolario 1.5.1 Todas as bases de um espaco vetorial de dimensdo finita V' tém
0 mesmo numero de vetores.

Demonstracao Por definigdo, existe pelo menos uma base finita 5; de V. Consi-
deremos uma outra base f3. Como 31 é um conjunto de geradores e 35 € linear-
mente independente, segue do Teorema da troca que 3> < #31, significando que
(B2 € finito. Com o mesmo argumento segue que 31 < f0s. a

Definig¢ao 1.5.2 A dimensdo de um espaco vetorial de dimensdo finita V € o
numero de elementos de uma de suas bases.
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O Corolario anterior garante que a dimensao de V estd bem definida. Indi-
caremos por dim V a dimensao de um espaco vetorial de dimensao finita. Se V' é
trivial eventualmente serd conveniente indicar o escalar zero por dim V.

Exemplo 1.5.1 1) O produto cartesiano K" tem dimensao n desde que a base
canonica a = {ey, €2, ..., e, } C K" possui n elementos.

2) O espago das matrizes m x n com entradas no corpo K tem dimensao mn
pois o conjunto o = {E7, ..., Eg, ., B} C M(mxn,K) é uma base. Nesta notagao
Ef ¢é a matriz cuja entrada 75 é igual a 1 e todas as outras entradas sao iguais a
zero. Chamaremos a de base candnica de M(m x n,K). O

Exercicio 1.5.1 Utilize o Teorema da troca para demonstrar as seguintes afirmacoes
sobre um subconjunto € de um espago vetorial V' de dimensao finita.

a) Se fe > dim V entdo € é um conjunto linearmente dependente.

b) Se fe < dim V entdo € ndo é um conjunto de geradores.

)
)
c) Se e = dim V e ¢ é linearmente independente entao ¢ é uma base de V.
d)

Se fe = dim V e € é um conjunto de geradores entao € é uma base de V. O

Como outra aplicagao do Teorema da troca examinaremos a relagdo entre a
dimensao de V e a dimensao de seus subespagos.

Corolario 1.5.2 Seja W um subespaco ndo trivial de um espaco vetorial de di-
mensdo finita V. Entdo W tem dimensao finita e dim W < dim V. Mais ainda,
dim W =dim V se, e somente se, W = V.

Demonstracao Denote por p a classe formada por todos os subconjuntos de W
que sao linearmente independentes. Como W é um subespaco nao trivial, é possivel
escolher um vetor nao nulo vy € W e formar o conjunto linearmente independente
e ={vg} C W. Isso mostra que a classe p nao é constituida apenas pelo conjunto
vazio. Observe que um conjunto € C W que é linearmente independente em W é
linearmente independente em V. Pelo Teorema da troca, € deve ter no maximo
n elementos em que n = dim V. Escolhido By € o um conjunto com o maximo
namero de vetores, mostremos que ele é uma base de W. Por definicdo de base,
s6 precisamos verificar que Gy é um conjunto de geradores. Seja Wy o espaco das
combinacoes lineares de . E claro que Wy C W. Por absurdo, vamos supor que
Wy € W. Sendo assim, podemos escolher um vetor nao nulo vg € W com vy ¢ Wy
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e contruir o conjunto linearmente independente 5y U {vg} € p. Isso contraria a
maximalidade de By, logo, By é uma base de W com no méximo n elementos,
demostrando a desigualdade dim W < dim V. Deixaremos aos cuidados do leitor
mostrar que dim W = dim V se, e somente se, W = V. O

Exercicios propostos 1.5.1

1. Para cada item encontre uma base para o espago das combinagoes lineares de € e
estenda-a a uma base do espago

a) e={(1,0,1),(0,1, D} CR® b) =={(1,0,1),(2,1,3),(0,1,1)} C R®.
o) e={(1L1),30qi)}cC q 5_{( ,0,1),(0,1,1), (1,1,2)} C R,
dé

2. Calcule as dimensoes dos subespagos complexos e a base para cada um.

a) W = {(z1,22,22) € C3 21 — 29 = 0}.
b) W = {(x1,22,32) € C¥ 21 — 25 =0, acg—x;;:()}.
c) W=1{a(1,0,1) + b(0,1,1) + ¢(1,-1,0); a,b,c € C}.

3. Mostre as afirmacgoes abaixo sobre um espaco vetorial V' de dimensao finita.

a) Qualquer vetor nao nulo de V é elemento de alguma base.

b) Se e C V é um conjunto finito de geradores, entdo existe uma base 5 C e.

¢) Se § C V pode ser estendido a uma base entéo J é linearmente independente.
d) Se 6 C V é linearmente independente, entdo § estd contido numa base.

4. Definimos a soma dos subespagos Vi, Va, ..., Vi de um espago vetorial V' como sendo
o subconjunto Vi + Vo + -+ -+ Vi, ={v1 +va + -+ vg; v; € Vi

a) Demonstre que a soma de subespagos é um subespago.
b) Utilize o Teorema da troca para provar que se V tem dimenséo finita entéo

5. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Definimos a diagonal do produto carte-
stano V- x V x -+ x V como sendo o conjunto A = {(v,v,...,v),v € V}.

a) Prove que a diagonal A do produto cartesiano é um subespaco.
b) Se V tem dimensdo n, qual a dimensdo de A?
6. Equipando um conjunto com uma estrutura de espago vetorial, a dimensao do novo

espago depende do corpo considerado. Por exemplo, mostre que com as operagoes
algébricas usuais C? tem dimensao dois sobre C e tem dimensao quatro sobre R.

7. O corpo dos nuimeros reais é um espago vetorial de dimensdo um sobre ele mesmo!
Quantos subespagos préprios de R existem?
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8. Todos os vetores de um subespaco préprio W ¢ R? sdo multiplos de um mesmo
vetor. Demonstre este fato.

9. Sejam W um subespagco proprio nao trivial de um espago vetorial de dimensao finita
V e § € W uma base de W. Prove que ¢ pode ser estendido a uma base de V' e que
os vetores acrescentados nao pertencem ao subespago W.

10. O espago dos polindmios K[t] ndo tem dimensdo finita! Caso esta afirmagio seja
verdadeira, demonstre-a.

11. Dois subespagos W7 e W5 de um espaco vetorial V' sao transversais quando V =
W1 4+ Ws. Quando V tem dimensao finita e Wy e Wy sao transversais, vale a
igualdade dim W7 4+ dim Wy = dim V + dim Wy, N W57

12. Considere o espago das matrizes quadradas M (n,K). Responda as seguintes per-
guntas justificando as respostas.

a) Existe uma base de M (n,K) formada s6 por elementos nao invertiveis?

b) Existe uma base de M(n,K) formada sé por elementos invertiveis?

13. Prove que um espaco vetorial de dimensao finita V' nao é uma uniao finita de sube-
spagos proprios.

14. Mostre que se V é um espaco vetorial de dimensao n e W C V é um subespaco de
dimenséo k, entdo o espago quociente V/W tem dimensao n — k.

1.6 Coordenadas de um vetor

Dada uma base 8 de um espago vetorial V' de dimensao n, serd sempre vantajoso
ordend-la e escolhida uma ordem, § serd chamada de base ordenada. Com isso,
podemos falar em 7 -ésimo elemento da base ou em i-ésima coordenada do vetor rel-
ativo a (3, terminologia que passaremos a explicar. Digamos que 8 = {v1, va, ...vn }.
Como sabemos, dado um vetor v € V existem escalares z1,x2,...,x, € K tais
que v = T1v1 + TV + - -+ + z,v,. Um fato importante é a unicidade dos coefi-
cientes desta combinacao linear. Suponha que expressemos o mesmo vetor como
v = y1v1 + Y202+ - - +ynvy,. Por subtracao das duas combinacoes lineares obtemos

0= (z1—y1)v1 + (x2 —y2)v2 + -+ (Tn — Yn)n.

A independéncia linear da base implica nas igualdades x1 = ¥, T3 = yo,...,Tp =
Yn. Devido a esta propriedade diremos que os Unicos escalares x1, xo, ..., T, € K
tais que v = xyv1 4+ Tv2 + -+ + XV, sa0 as coordenadas do vetor v na base
ordenada 3 = {v1,v9,...v,}. Por motivos que serao explicitados nas préoximas
secoes é conveniente organizar a sequéncia de escalares numa matriz, a saber,
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1
Z2
[U]ﬂ =

Tn

e referir-se a [v] 3 como sendo a matriz das coordenadas do vetor v na base ordenada
(. Observe que a matriz depende da base e da ordem da base.

Exemplo 1.6.1 1) O vetor v = (z1,z2,...,x3) € K" é escrito na base canonica
a = {e1,eg,...,en} como v = x1e1 + x2e2 + - - - + xpe,. Pordefinicao, a matriz de
v na base ordenada « é a matriz n x 1

Tn
2) O conjunto ordenado v = {uy,u2} em que u; = (1,1) e ug = (—3,2) é uma
base ordenada do R?. Como o vetor v = (—2,8) é expresso epla combinacdo linear
v =4(1,1) + 2(—3,2), a matriz das coordenadas de v na base ordenada y é

o-[1]

Se trocarmos a ordem da base v, a matriz de v na nova base ordenada serd uma
matriz obtida por permutagao das estradas da matriz [v] " a

Tomamos conhecimento de varios espacos vetoriais que possuem uma base e no
desdobramento do texto tomaremos conhecimento de outros exemplos. Portanto
podemos desenvolver a teoria sem o risco de estarmos falando do vazio, trabalhando
com objetos que nao existem. Nossa situacdo é mais confortavel, todo espaco
vetorial nao trivial admite uma base. A demonstragdo deste resultado pode ser
vistas em S. Lang [10].

Exercicios propostos 1.6.1

1. Dé as matrizes das coordenadas dos vetores v = (1 —2,2) e e3 = (0,1,0) € R?

a) na base candnica o C R?;
b) na base 5= {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R¥;
¢) na base v = {(3,4, —4), (8,7, -8), (10,10, —11)} C R3.
2. Assuma que ¢ = {v1,v9,...,v,} C V é um conjunto de geradores linearmente de-

pendente que nao contém o vetor nulo. Exiba o vetor nulo como duas combinagoes
lineares distintas.
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1.7 Soma direta

Definimos a soma dos subespacos Vi, Va, ..., Vi de um espago vetorial V' por
Vi+ Vot Ve={vi +va+--- 4w v € Vil

A soma de subespacos é um subespaco contendo cada V; e no caso de cada um
deles ser de dimensao finita, segue do Teorema da troca a desigualdade

dim (Vi + Vo + -4+ Vi) <dim V§ +dim V5 + - - - + dim V.

Diremos que a soma W = V; 4+ Vo + - -+ 4+ Vi é uma soma direta quando cada
vetor v € W é expresso de modo tinico como w = vy + vy + -+ + v com v; € V.
Indicaremos uma soma direta por W =V, & Vo & --- @ V.

Exemplo 1.7.1 1) Para construir uma soma direta para um espago vetorial de
dimensao finita V' na qual um dado subespaco V; é uma das parcelas, V = Vi @ V5,
é suficiente escolher uma base ordenada 3; = {v1,...,v;} de Vi, estendé-la & uma
base ordenada 3 = {vy, ..., Uk, V41, ..., Un } de V e considerar o subespago Vo gerado
pelos n — k ultimos vetores de 3. Desde que um vetor v € V é expresso por

v = (2101 + -+ TRVE) + (Th1Vk41 + -+ TpOn),

concluimos que V = V; + V5. A soma direta segue da unicidade da expressao.

2) Outras decomposigoes em soma direta podem ser construidas a partir da
base ordenada 8 C V. Por exemplo, V =V, & --- & V,,, em que V; é o subespago
unidimensional gerado pelo vetor v; € 3.

3) Observamos que R® = V; + Vo, em que V; = {(z1,22,23);22 = 0} e Vo =
{(x1,22,23);23 = 0} pois qualquer vetor (z1,xs,73) € R? é uma combinacio
linear da forma (z1, z2,x3) = (21,0, z3) 4+ (0,22,0) com o primeiro vetor em V; e o
segundo vetor em V5. Entretanto, a soma nao é direta pois o mesmo vetor também
é expresso por (x1,z2,23) = (0,0, 23) + (21, 22,0) com o primeiro vetor em V; e o
segundo vetor em V5. a

Existem varios critérios para detetar quando uma soma de subespacgos é uma
soma direta. A utilizagdo de um ou outro é mais ou menos conveniente dependendo
da circunstancia.

Proposicao 1.7.1 Sejam Vi, Vs..., Vi, k > 2, subespacos de um espago vetorial
de dimensao finita V tais que V.= Vi + --- + Vi. As sequintes afirmacgoes sao
equivalentes.

) V=ViaVhe oV
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b)) Vin{Vi + -+ Vi_1} = {o} para todo 2 <i < k.
c) Se B; é uma base de V;, 1 <i <k, entdao a unido 3 = Up; é uma base de V.
d) dim V =dim V; +dim Vo + - - - + dim V.

Demonstragao a) = b) Um vetor v na intersegdo V; N {V1 +-- -+ V;_1} pode ser
expresso por duas combinagoes lineares

v = U1 +---+ Vi—1,
v = o +-+ o + v 4+ o
~—
eV;
Por unicidade da expressao segue que v; = --- = v;—1 = o, implicando que v = o.

b) = c¢) Seja B; = {vi1,vi2, ..., Vik, } uma base ordenada de V;. E claro que a
uniao ordenada f3 =U B; é um conjunto ordenado de geradores para o subespaco
V=Vi+4+Va+---4 Vi Precisamos mostrar que 3 é linearmente independente.
Por absurdo, suponha que § é linearmente dependente. Sendo assim, escolha g, 0
menor inteiro para o qual a base 3;, contém um vetor v;,;, que é uma combinacao

— — —
linear dos seus antecessores em (31 U 32 U --- U B;,. Note que o fato de 3; ser
uma base de Vi, garante que ig > 2. Pela escolha feita, é possivel expressar uma
combinacao linear para v;,j, na forma

Jjo—1 io—1 kj
Vigjo = E AignVign + E E QAjnVjn-
———
€Vig €Vig-1

Isto significa que o vetor v € V,

Jo—1 k1 ko k‘iofl

V= Vigjo — g AignVign = g A1nV1n + g aonV2n + -+ E QAig—1,nVig—1,n;
n=1 n=1 n=1 n=1
€Vig eV eVa Vig—1

pertence a intersegao Vi, N {Vi +--- + Vi,—1} = {0}, de onde concluimos que

jo—1

Vigjo = E QignVign -
n=1

Logo, existe um vetor nao nulo na base £, = {vi,1,vi2, ...,viokio} que é uma
combinacao linear dos outros vetores desta base, evidentemente uma contradicao.
Dai segue que ( ¢ linearmente independente, como desejavamos demonstrar.
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¢) = d) Seja 3; uma base de V;. Por hip6tese a uniao 3 = US; é uma base de
V, garantindo que ;N 3; = { } para ¢ # j. Como os conjuntos sdo dois a dois
disjuntos, contando os elementos da uniao temos

k k
dim V =48=> #8=> dim V.
=1

i=1

d) = a) Se (3; é uma base de V. E claro que a uniao § = UfF; é um conjunto
de geradores de V.= V; + V5 + -+ 4+ V}, Pelo Teorema da troca sabemos que
g6 > dim V. Pela hipotese segue a desigualdade

k k
dim V = dim V; = Y _#6; > 15,

i=1 i=1

Potanto, 58 = dim V. Sendo 8 um conjunto de geradores com a cardinalidade
igual a dimensao de V, garantimos que 3 é uma base de V. Finalmente, como
cada vetor v € V é expresso de maneira tnica na forma

V= Z A1pV1p + Z A2nVop + -+ Z QnVkn,

n>1 n>1 n>1
——
%1 eVy eV
obtemos a decomposicao em soma direta V =V, & Vo ® --- P Vj. O

Exercicios propostos 1.7.1

1. Verifique que R? = W; + W, e determine quais das somas sdo soma, direta.

a) Wi ={(x1,22,23); T1 + 22 + 23 =0} e Wo = {(x1,22,23); ©1 = x2}.

b) W1 = {(Il,xg,l’g); xr1 + a9 = 0} € W2 = {(SCl,I’Q,Ig); 1 =T €21 = Ig}.
2. Sejam W; e Wy subespacos do espago vetorial de dimensao finita V.

a) Demonstre ou dé contra-exemplo para a afirmacao: ”se existem bases (1 e (o
de Wy e Ws, respectivamente, tais que § = (1 U f2 é uma base de V, entao
V=W eW,.

b) Mostre que se V.=W; + Wy e Wy N W, = {0}, entdao V = W; @& Wh.

¢) Assuma que V = W; @ Wy, Prove que em cada classe do espago quociente
V/W3 pode ser representado por um tnico vetor de Wj.

3. Sejam Vi, Vi, ..., Vi subespagos do espago vetorial de dimensao finita V' tais que
V=VieVhoe &V
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a) Prove ou dé contra-exemplo para a afirmacdo: se W C V é um subespago
entaio W=(VinW)e(VanW)a-- @& (VpnW).

b) Mostre que V4 N'V; = {o}, para todo 2 < i < k. A reciproca é verdadeira?

. Demonstre que M (n,K), o espaco das matrizes quadradas n X n, decompoe-se em

uma soma direta M(n,K) = S @ A, na qual a primeira parcela é o subespaco das
matrizes simétricas e a outra parcela é o subespaco das matrizes anti-simétricas.
Calcule a dimensao de cada parcela.

. Demonstre que C°(R,R), o espaco das funcdes continuas da reta para a reta, de-

compoOe-se em uma soma direta na qual uma das parcelas é o subespago das fung¢éoes
pares e a outra parcela é o subespago das func¢oes impares.

. Assuma que um espaco vetorial de dimensao finita V' decompoe-se em V = W1 @& W,y

eV =U; @ U,y. Mostre que se W; C U; entao Wy = Uy e Wy = Us.

. Sejam Wy, Ws, ..., W,. subespagos proprios de um espaco vetorial V' de dimesao n.

Suponha que dim W; = k < nparatodoi = 1,2, ..,r. Prove que existe um subespaco
W de dimensao n — k tal que V =W @ W, para qualquer i.



Capitulo 2

Transformacoes lineares

Apresentaremos nesse capitulo o conceito de transformacao linear, o outro objeto
principal de nosso estudo. Recordamos que os tnicos corpos aqui considerados
sao os corpos dos numeros reais e o dos complexos. Os resultados e defini¢oes das
duas primeiras sec¢oes desse capitulo sao validos para espagcos vetoriais de dimensao
finita ou nao.

2.1 Transformacoes lineares

Chamaremos de transformacdo linear a uma aplicacdo A : V — W, em que V e
W sao espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K, possuindo as propriedades:

t1 1)  A(\w) = AA(v),

t12) Alv+w)=A(v) + A(w),

para quaisquer vetores v,w € V e qualquer escalar A € K. Ao longo deste texto
utilizaremos o termo ”aplicacao” como sinénimo de ”func¢ao” e ficard subentendido
que ao dizermos que A é uma transformacao de V em W estaremos sempre supondo
que os espacos vetoriais estaodefinidos sobre o mesmo corpo, isto evitard repeticoes
enfadonhas.

Uma transformagao linear possui duas propriedades bésicas, a saber, A(0) = o
e A(—v) = —A(v) qualquer que seja v € V. Para demonstra-las basta considerar
A = 0 na propriedade tl.1 e w = —v na propriedade tl.2. Finalmente, uma trans-
formagao linear A : V — V é também chamada de operador linear. Apresentemos
exemplos para ilustrar o conceito.

Exemplo 2.1.1 1) A aplicagao Idy : V — V, Id(v) = v, chamada de aplica¢ao
identidade, é uma transformacao linear do espaco vetorial V em V. Chamaremos

22
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de transformacao linear identicamente nula de V-em W a aplicagao A(v) = 0 para
todov € V.

2) Nao ¢ dificil verificar que a aplicacao A : C? — C2%, A(z1,22) = (—1,372),
é um operador linear, isto é feito com os seguintes calculos que sao procedimentos
padroes. Considere dois vetores v = (z1,72) e w = (y1,y2) em C? e um escalar
A € C. Calculemos

Av+w) = Az +y1,22 +y2) Aw) = Az, Az2)
= (—x1 —y1,3x2 + 3y2) = (=Az1,3\x2)
= (—x1,322) + (—y1, 3y2) = M —m1,3x2)
= A(v) + A(w), = MA(zy, z2).

3) A aplicacio A : R? — R3, A(z1,20) = (21 + 22,72, 21 + 22), é uma trans-
formagao linear. Verifique!

4) Fixado Ao € K, um escalar do corpo sobre o qual o espaco vetorial V' estd
definido, a aplicacdo A : V — V| A(v) = Agv, é um operador linear chamado de
homotetia.

5) Suponha que seja dada uma decomposicao do espago vetorial V' em uma
soma direta, digamos V =V, @& Vo & --- ® V.. A projecio sobre V; ao longo das
outras parcelas é a aplicacao

m: V=V, m) =,

em que v = v + v2 + - - + v é a decomposicao do vetor determinada pela soma
direta. A aplicacdo m é uma transformacao linear.

6) A derivada usual de uma fungao diferencidvel induz um operador linear no
espaco dos polindémios D : K[t] — K[t], D(p)(t) = p/(¢). O

A cada transformacao linear A : V — W podemos associar dois conjuntos,
ImA = {Alv)eW; veV},
NucA = {veV; A(v) =o}.

O primeiro conjunto é chamado de i#magem da transformacao linear e o segundo
de nicleo.

Exercicio 2.1.1 1) Prove que o nicleo e a imagem de uma transformagao linear
sao subespacos do dominio e do contradominio, respectivamente.

2) Demonstre a equivaléncia: A : V — W é uma transformacao linear se, e
somente se, A(v 4+ \w) = A(v) + AA(w) para quaisquer v,w € V e A € K. 0
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Registremos numa proposicao dois fatos simples mas de bastante utilidade.

Proposicao 2.1.1 Seja A:V — W uma transformagao.
a) A € injetiva < Nuc A = {o}.

b) A é sobrejetiva < ImA=W.

Demonstragao a) Suponha que A é injetiva. Como A(0) = o, somente o vetor
nulo, e nenhum outro vetor, pode assumir o valor o € W, mostrando que Nuc A =
{o}. Vamos supor que Nuc A = {o}. Sejam v,w € V vetores tais que A(v) = A(w).
Por linearidade obtemos A(v — w) = o. Como o ntcleo é trivial concluimos que
v —w = o, isto é, v = w, mostrando a injetividade. A demonstracao do item b) é
trivial. a

Exercicios propostos 2.1.1

1. Verifique quais das aplicagoes sao transformacoes lineares.
a) A:R?2 = R% A(z,y) = (vy,y).
b) A:R3 — R2 A(x,y,2) = 3(x —y,r + 2y + 2).
c) A:C?—C?, A(z,w) = (i — 2z + w, z — 3w).
d) A:C?— C?, A(u,z,w) = (u— 32,u + 2z — 3w).

2. Calcule uma base do nicleo e uma base da imagem para cada uma das trans-
formacoes lineares encontradas no item anterior.

3. Determine escalares a, b, ¢, d tais que o operador linear A : R? — R? A(x,y) =
(ax + by, cx + dy), tenha como imagem o subespago Wi = {(z,y) € R%; 2 =y} e
como nticleo o subespaco Wo = {(z,y) € R?; 2z = y}.

4. Seja A : V — W uma transformagao linear. Demonstre as seguintes afirmacoes.

a) A imagem por A de um subespaco de V é um subespago de W.

b) Suponha que V3 C V é o espago das combinacgoes lineares de ¢ C V. Entao
o conjunto A(V1) = {A(v);v € Vi} é o espago das combinagdes lineares de
Ae) = {A(v),v € e}.

c) Se Wi C W é um subespaco entao o conjunto A~ (W;) = {v € V; A(v) € W}
é um subespaco de V.

5. Assuma que V' é um espacgo vetorial sobre K. Mostre que toda transformagao linear
A:K —V éda forma A(z) = zvg, para algum vy € V.

6. Escolhidos dois vetores v1,vo € V defina a aplicagio A : K2 — V., A(x1,72) =
T1V1 + T2V,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Considere a aplicagdo ¥ : M(2 x 1,K) — M(3 x 1,K),
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a) Verifique que A é uma transformagao linear.
b) Demonstre que u e v sdo linearmente independente < a aplicagao é injetiva.

¢) Suponha que u e v sdo linearmente dependentes. Dé uma base para o nicleo.

2 =2

U(N) = PyN, em que [Py] é a matriz dada ao lado. Veri-
. s PR . Ph=1|1 0
fique que ¥ é uma transformacao linear. ¥ ¢é injetiva? E 0 3

sobrejetiva?

. Seja A : R — R um operador linear.

a) Mostre que existe um nimero ag € R tal que A(z) = agx para todo x € R.
b) Suponha que A(2) = —3 e calcule A(3).

. Dada uma transformacdo linear A : R — R.

a) Mostre que existem a,b € R tais que A(x1,x2) = axi + bxs.
b) Assuma que A(1,—1) = =3 e A(1,1) = 2. Calcule A(2,3).

Prove as afirmagoes abaixo utilizando o Teorema da troca.

a) Uma transformacao linear A : R? — R3 ndo pode ser sobrejetiva.

b) Uma transformacao linear A : R® — R2, ndo pode ser injetiva.
Dada uma transformagao linear A : V' — W definimos o grdfico de A como sendo o
conjunto graf (4) = {(v,A(v));v eV} CV x W.

a) Prove que graf (A) é um subespaco de V' x W.

b) Calcule a dimensao de graf (A) quando dimV = n.

Seja A :V — V um operador linear. Mostre que
V=ImA® NucA < ImANNucA={o}.
Considere V. =V, @ Vo & --- @ Vi uma decomposi¢ao em soma direta do espago

vetorial V. Seja m; : V. — V a projecao sobre V; ao longo dos outros fatores.
Identifique os espagos Im m; e Nuc ;.

Uma involugcdo em V é um operador linear S : V — V tal que S? = Idy. Mostre
que para esses operadores os conjuntos

Wy={veV;Sw)=v} e W_={veV; S =-v}
sao subespagos e que V =W, & W_.

Seja W um subespago de um espaco vetorial V. Prove que a projecao quociente
m:V — V/W, m(v) =7, é uma transformacao linear sobrejetiva.

Prove: uma aplicacio A : R™ — R” tal que A(u + v) = A(u) + A(v) para todo
u,v € R™ é uma transformacao linear. Vocé precisara do conceito de continuidade.
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2.2 O espago das transformacoes lineares

Tomaremos conhecimento agora de um novo espago. Denotamos por L£(V, W) o
conjunto de todas as transformacgoes lineares A : V' — W. As usuais operagoes
de soma duas fungoes e multiplicacdo uma fungao por um escalar de K, o corpo
sobre o qual as estruturas de espacos vetoriais em V e W estao definidas, induzem
no conjunto £(V, W) uma estrutura de espago vetorial. Com efeito, sejam A, B €
L(V,W) ev,we V. Calculemos

(A+B)(v+w) = Alv+w)+ B(v+ w)
= A(v) + A(w) + B(v) + B(w)
= (A+ B)(v)+ (A+ B)(w).

De modo semelhante mostramos que (A + B)(Av) = AM(A + B)(v). Isto significa
que A+ B € L(V,W). Também sem dificuldade alguma ¢é possivel mostrar que
pA € L(V,W) para todo p € K. E rotina verificar que essas operacdes satisfazem
aos axiomas da definicdo de espago vetorial. O vetor nulo serd a tranformagao
linear identicamente nula e —A = —(A).

Exemplo 2.2.1 Dadas as transformacoes lineares A, B : R3>— R? definidas por
A(z,y,2) = 2y,z—x) e B(z,y,z)=(x—2z2),
calculemos A — 2B : R? — R2. Pela definicao, obtemos
(A-=2B)(x,y,2) = (2y,z —x) = 2(x — 2z,2) = (2y — 22 + 22, —2z — x).

O leitor pode verificar que de fato A — 2B é uma transformacéo linear. O

Uma outra operagao envolvendo transformagoes lineares é a operagao de com-
posicdo. Se A:V — W e C: W — Y sao duas transformagoes lineares podemos
construir uma outra transformacéo linear denotada por Co A : V — Y e chamada
de composta de C' e A, definindo C' o A(v) = C(A(v)) para todo v € V. Ob-
servamos que o contradominio de A deve ser o dominio de C' e todos os espacos
envolvidos estdao sobre o mesmo corpo K. De fato, a composta é também uma
transformagao linear pois se u,v € V e A € K, as igualdades abaixo sao justifi-
cadas pelas defini¢oes ja apresentadas,

CoA(u+ ) = C(A(u+ \v))
= C(A(u) + MA(v))
= C(A(w)) + AC(A(v))
= CoA(u)+ ACo A(v).
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Exemplo 2.2.2 Considere as transformacoes lineares R3 A R? % R? definidas
por A(xy,x9,x3) = (x2,223) e C(x1,x2) = (22,21 — x2). Calculemos a composta,
Co A(xy,x9,23) = C(A(x1,x2,23)) = C(x9,223) = (223, T2 — 273).

Observe o dominio e o contradominio da composta C' o A : R3 — R2. a

Exercicio 2.2.1 Deixaremos como exercicios as demonstracées de véarias pro-
priedades algébricas sobre a operacao de composicao. Prove as seguintes afirmacoes.

1. Co(A+B) =CoA+CoB para quaisquer A,B € L(V,W)e C € LIW,Y).
2. (A+B)oC =AoC+ BoC(C para quaisquer A,Be€ L(W,Y)eC € L(V,W).

3. Ao(Bo(C) = (Ao B)oC para quaisquer A € L(Y,Z), B € LIW,Y) e
CeL(V,W).

4. Aoldy = A para qualquer A € L(V,W) em que Idy é a aplicagao identidade
de V. Da mesma forma Idy o B = B para qualquer B € L(W, V). O

Utilizamos a operacao de composi¢ao para apresentar uma nova noc¢ao. Uma
transformacéo linear A : V — W é invertivel se existe uma aplicacdo B: W — V
tal que

BOA:IdVeﬁ(V,V) e AOB:Idw€£(W,W).

Quando existe uma tal aplicacao diremos B é a inversa de A e denotaremos esta
aplicacdo inversa por A~! : W — V. Da Teoria de conjuntos sabemos que uma
funcao entre dois conjuntos é invertivel se, e somente se, a funcao é sobrejetiva e
injetiva. Em particular, isto é valido para transformacoes lineares, logo podemos
afirmar que

Proposicao 2.2.1 Uma transformacao linear A : V. — W ¢ invertivel se, e so-
mente se, ImA =W e NucA = {o}.

Exemplo 2.2.3 1) A aplicagao identidade de qualquer espaco é invertivel e a sua
inversa é ela prépria.

2) A transformacao linear A : K2 — K2, A(x1,22) = (z1 — o2, 22) é invertivel
e tem como aplicagao inversa
A7V KR?2 - K2 AN (ug,u2) = (ug 4 ug, ug).

3) Apenas uma das condigoes exigidas na definicdo de uma transformagao lin-
ear invertivel nao é suficiente para garantir a invertibilidade da transformacéao.
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Compondo as transformacoes

A:K? - K3, A(z1,z2) = (21, 22,0),
B: K3 - K27 B(u17u27u3) = (Ul,UQ)

obtemos Bo A = Id € L(K? K?), entretanto Ao B # Id € L(K3,K3). O

Proposicao 2.2.2 Se A:V — W € invertivel, entdo sé existe uma inversa para
A e essa inversa também € uma transformacao linear.

Demonstragao Iniciemos com a prova da unicidade. Assuma que C: W — V é
uma aplicacao tal que
CoA=1Idy € LIV,V) e AoC =Idy € LW,W).
Entao
C=IdyoC=(A"1oA)oC=A"10(A0C)=A" oldy = A~L.

Vejamos a linearidade da inversa. Dados wi,ws € W e A € K, como A é
sobrejetiva é possivel determinar dois vetores vi,ve € V tais que A(vy) = w; e
A(v2) = wa. Sendo assim temos

A7 w + dwp) = A7H(A(v) + AA(vy))
= AY(A(vy 4 o))
= v+ Ao
= A Y wy) + A (wo).

Isso termina a demonstragao. O

Exercicio 2.2.2 Se A: V - W e C: W — Y sao duas transformagoes lineares
invertiveis, prove que a composta C o A : V — Y é uma transformagao linear
invertivel e que (Co A)™1 = A"1oC~L. O

Exercicio 2.2.3 Considere V =V, @ Vo @ --- ® Vi uma decomposicao em soma
direta do espaco vetorial V. Seja m; : V. — V a projecao sobre V; ao longo das
outras parcelas. Verifique as identidades funcionais,

a) m; o m = T, b) miom; =0 se i#j, c) Idy =m + 79+ - + .

Reciprocamente, suponha que m; : V. — V, i = 1,...,k, é uma colecao de
transformagoes lineares satisfazendo a), b) e ¢), prove que existe uma decomposi¢ao
de V em soma direta com k parcelas tais que cada m; € a projecao sobre a parcela
1 ao longo das outras parcelas. a
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Posteriormente, teremos oportunidade de utilizar a seguinte definicao envol-
vendo aplicagoes entre espagos vetoriais complexos.

Definicao 2.2.1 Diremos que uma aplicagio A :' V. — W entre espagos vetoriais
complexos € uma transformagao quase linear quando possuir as propriedades:

1. A(\u) = MA(u),

2. A(u+v) = A(u) + A(v), para quaisquer u,v € V e X € C.

Estamos indicando o conjugado complexo sobrepondo uma barra ao escalar
A € C. Um exemplo de transformacao quase linear é a aplicacao

A:CS HCQ, A(21,227Z3) = (22_3aZ_1*ZZ_2)
Exercicios propostos 2.2.1

1. Calcule, quando possivel, a composta Ao B e Bo A em que A e B sao as trans-
formagoes lineares dadas.

a) A:R?2—R2%2  A(z,y) = 27,y — 2),
BZRQHRQ, B(I,y):(I*y»%*y)

b) A:R?—R3  A(z,y) = (3y,y — 2z,y — )
B:R?®—R3 B(z,y,2) = (x —y,y, —2x).

C) A R2 - R2a A(Ivy) = (2I,y - I‘)
B:R? - R? B(z,y) = (z—y,y).

2. Suponha que uma transformagéo linear A : V. — W é injetiva. Demonstre que se
e = {vy,va,...,u} CV é um conjunto linearmente independente, entdao o conjunto

A(e) = {A(v1), A(v2), ..., A(vg)} C W é linearmente independente.

3. Utilize-se do Teorema da troca e do exercicio anterior para mostrar que uma trans-
formagao linear A : R™ — R"™, com m # n, ndo pode ser invertivel.

4. Suponha que o operador linear A : V' — V tenha uma inversa a esquerda, isto é,
suponha que exista B € L(V,V) tal que Bo A = Id. Prove que A é invertivel.

5. Assuma que 8 = {v1,v2} é uma base de V. Defina a aplicacio A : R? — V por
A(z,y) = zv1 + yva. Prove que A é invertivel.

6. Prove que o nicleo e a imagem de uma transformagao quase linear sao subespacos.

7. Seja A um operador linear num espago vetorial V' de dimensao finita. Demonstre
as afirmacgoes abaixo.

a) VOImADImA2 D ImA3D .-
b) {0} € NucA C NucA? C NucA3 C ---
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c) Existe um inteiro r > 1 tal que Nuc A" = Nuc A" e Im A" = Im A" para
todo inteiro 7 > 0.

d) V=ImA" @ NucA"

2.3 Teorema do nucleo e da imagem

Iniciaremos agora o estudo de transformacoes lineares entre espacos vetoriais de
dimensao finita. Antes de tudo mostraremos a existéncia (e abundancia) destas
aplicagbes. Uma propriedade relevante de uma transformacao linear é que ela fica
determinada conhecendo-se os valores nos vetores de uma base do seu dominio. A
demonstracao deste fato é construtiva e a técnica de demonstracao serd utilizada
outras vezes. Essencialmente repetiremos o seguinte procedimento. Suponha que
desejemos construir uma transformacao linear do R? num espaco vetorial real V.
Para isso, escolhemos dois vetores v1, v € V e definimos A(x1, x9) = x1v1 + x2020.

Proposicao 2.3.1 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo
K e g = {vi1,v2,...,0n} uma base ordenada de V. Dados vetores arbitrdrios
wi, Wa, ..., w, € W, existe uma, e somente uma, transformacdao linear A:V — W
tal que A(v;) = w;, para todo i =1,2,...,n.

Demonstragao Primeiro, demonstremos a existéncia construindo a transformagao.
Dado um vetor v € V, considere suas coordenadas na base ordenada 3, digamos que
estas coordenadas sejam x1, x2, ..., x, € K. Recordamos que estas coordenadas sao
os Unicos escalares que satisfazem a combinacgao linear v = x1v1 +Zovo+- - -+ Ty Un.-
Escolhidos vetores wi, wa, ..., wy, € W, a aplicacdo A : V — W definida por

A(r1v1 + 2202 + -+ + Tpvp) = T1w1 + Towz + -+ Ty,

é uma transformacao linear. Com efeito. Se u = y1v1 + yovo + -+ + Ynvn € A € K
entao

Alv+u) = A((z1+ Ay)vr + (22 + Ay2)va + -+ - + (T + Ayn)vp)
= (21 + Ayn)wr + (22 + Ay2)wz + -+ + (Tn + Ayn)wn
= (1w + 22w + - + Tpwy) + A(Yrw1 + Yawe + - + Ypwy)
= A(v) + MA(u).

Isto mostra que A é uma transformacao linear, e evidentemente, A(v;) = w; para
todo i = 1,...,n, pois v; = Qvy + --- + 1lv; + --- 4+ Ov,. Feita a demonstracao
da existéncia, examinemos a unicidade. Suponha que B : V. — W seja uma
transformagao linear satisfazendo a condicao B(v;) = w; para i = 1,...,n. Pela
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definicado de A e linearidade das aplicacoes temos as seguintes igualdades,

A(w) = A(xivi +zov2+ -+ 0p)

1wy + Taw2 + - + Tpwp

x1B(v1) + xoB(v2) + -+ - + 2 B(vp)
B(zjv1 + zov2 + -+ - + zp0p)

= B(v),

para todo v € V. Portanto A = B, concluindo a demonstragdo da proposicdo. O

Para um conhecimento maior de transformacoes lineares em espacos vetoriais
de dimensao finita precisaremos de um resultado basico, conhecido como Teorema
do ntcleo e da imagem, do qual decorrem varias conclusoes importantes.

Teorema 2.3.1 (Teorema do nicleo e da imagem) Seja A : V. — W uma
transformacao linear. Se V' tem dimensao finita entdo

dim V = dim NucA +dim Im A.

A dimensao da imagem e a dimensao do ntcleo sao chamados de posto e nulidade
de A, respectivamente.

Demonstracao Considere uma base ordenada 3 = {v1, ..., Vg, Vg41,..., Un } para V.
na qual os k£ primeiros elementos formam uma base para o ntcleo de A. Iremos
mostrar que o conjunto de vetores v = {A(vgy1), A(vki2), ..., A(vy)} é uma base
para o subespaco I'm A. Por definicao, dado um vetor w € I'm A existe um vetor
v €V tal que w = A(v). Escrevamos o vetor v como uma combinacao linear dos
vetores da base 3, v = x1v1 + Tov2 + - -+ + z,v,. Levando-se em conta que os k
primeiros vetores de 3 pertencem ao nucleo de A, avaliemos,

w = A(v)
= A(ziv1 + 2202 + -+ - + TpVp)
= IL’k+1A(’Uk+1) + $k+2A('Uk+2) +-+ anA(’Un)

Dai concluimos que 7 é um conjunto de geradores para a imagem de A. Consider-
emos agora a combinagao linear 0 = yp11A(Vk11) + Ykr2A(Vkr2) + - + ynA(vy) .
Por linearidadede A podemos reescrever esta ultima equagao como

0 = A(Yk+1Vk41 + Yn42Vkt2 + - + YnUn).

Isto significa que o vetor yr11Vk11 + Ykr2Vki2 + - -+ ynvn € Nuc A. Logo, este
ultimo vetor também é uma combinacao linear dos k primeiros vetores da base
ordenada [, pois tais vetores formam uma base para o nicleo de A, isto é,
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Yk+1Vk+1 T Yk42Vk+2 + - - + YnUp = T1V1 + T2V2 + -+ + TgV
ou equivalentemente,
101 + X202 + -+ TRVE — Ykt 1Vk4+1 — Ykt2Vk42 — *° — YnUn = 0.

Como ( ¢ linearmente independente, todos os coeficientes desta combinacao
linear sao nulos, em particular, yx11 = ygro = --- = yp = 0, mostrando que o
conjunto 7y é linearmente independente. Sendo assim,

dimV =n=k+ (n—k) =dim Nuc A + dim Im A. O

Exercicio 2.3.1 Seja A: V — W é uma transformacao linear sobrejetiva. Prove
que se V tem dimensao finita entdao W tem dimensao finita e dim W < dim V. O

Exercicios propostos 2.3.1

1. Construa uma transformacao linear A : R?® — R™ satisfazendo as condigoes A(e;) =
w;, em que o = {e1, ez, e3} é a base candnica do R3 e v = {wy, wy, w3} C R™.

a) v=1{(1,1),(1,-1),(2,1)} Cc R%
b) v ={(2,-3,1),(0,1,0),(1,—-1,4)} C R3.
c) v=1{(1,1,0,1),(0,1,0,1),(1,2,0,2)} C R%.
2. Encontre uma base para o nucleo e uma base para a imagem para cada uma das
transformagoes lineares do exercicio anterior e diga qual o posto e a nulidade.
3. Determine uma base para o nicleo e uma base para a imagem das transformacoes.
a) A:R? - R3 A(z,y,2) = (6x +y — 32,2 — y,2z — 2).
b) A:R? - R3, A(z,y) = (v +y,27 —y,y — 27).
c) A:C? - C?, A(n,y,2) = (x+y+z,2+y+2).

4. Construa um operador linear A em R? satisfazendo a condicio pedida.
a) Im A é gerado por € = {(2,-1,1),(1,0,1)}.

b) NucA é gerado por € = {(2,—-1,1),(1,0,1)}.
c) W = NucA+ ImA é um subespaco préprio de R3.
d) ImA C NucA.

)

e) A nao é o operador identicamente nulo e A% = 0.

5. Seja A : V. — W uma transformagao linear entre espacos vetoriais de dimensao
finita. Prove as afirmacées.
a) Se dim V < dim W entdo A nao é sobrejetiva.

b) Se dim V' > dim W entao A nao é injetiva.

6. Construa um operador linear A : R? — R2 com a propriedade pedida.
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a) A reflete cada vetor em relacdo ao subespago W = {(z, 2z),z € R}.

b) A rotaciona cada vetor no sentido anti-horario por um angulo de %.
7. Se um operador linear A : R3 — R? é nao nulo e A2 = 0, prove que posto(A) = 1.

8. Existe um operador linear A : R — R tal que Im A = Nuc A? Justifique sua
resposta. E existe um operador linear A : R? — R? tal que A2 = —Id?

9. Assuma que A : V — W é uma transformacao linear sobrejetiva entre dois espacos
vetoriais de dimensao finita e que U C W é um subespago. Mostre a igualdade
dimV —dim A~Y(U) = dim W — dim U.

10. Seja A um operador linear no espaco vetorial V' de dimenséo finita. Demonstre que
V=ImA® NucA < NucA= NucA?> & ImA=1ImA>

11. Demonstre que para quaisquer dois operadores lineares A e B num espaco vetorial
V' de dimensao finita valem as relagoes

[lposto(A) — posto(B)|| < posto(A + B) < posto(A) + posto(B).

12. Prove que se dois operadores lineares A e B num espaco vetorial V' de dimensao n
satisfazem a condi¢do Ao B = 0 e Ao B é invertivel, entdo posto(A)+ posto(B) = n.

13. Sejam A:V — W e B: W — Z transformagoes lineares entre espagos de dimensao
finita. Prove que posto (BoA) < max{posto(A), posto(B)}.

14. Considere a aplicacio A : M(2,R?) — M(2,R?), definida
por A(X) = Ny X — X Ny, onde Ny é a matriz dada ao lado. Ny = { 1 2 }
Verifique que A é um operador linear e determine uma base 2|
para o nucleo e uma base para a imagem do operador.

2.4 Isomorfismos lineares

Uma transformagao linear invertivel A : V' — W é também chamada de isomor-
fismo linear, ou simplesmente isomorfismo quando nao causar ambigiiidades, e
nesse caso, quando existe uma tal transformacgao diremos que V' e W sao espagos
isomorfos. Podemos facilmente determinar quando uma transformagao linear en-
tre dois espacos vetoriais de dimenséo finita é um isomorfismo. A seguir daremos
dois corolarios do Teorema do nicleo e da imagem.

Corolario 2.4.1 Dois espacos vetoriais de dimensdo finita sobre o mesmo corpo
K sdo isomorfos se, e somente se, as dimensoes dos espacos sdo iguais. Em
particular, todo espago vetorial V' de dimensdo n sobre o corpo K € isomorfo ao
K™,

Demonstragao Vamos supor que A : V — W seja um isomorfismo. Como ja
sabemos, A é uma transformacao linear injetiva e sobrejetiva, ou equivalentemente,
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NucA = {o} e ImA = W. Pelo Teorema do nicleo e da imagem obtemos as
igualdades,

dimV =dim Nuc A + dim ImA = dim W.

Provemos a suficiéncia construindo o isomorfismo. Sejam 3 = {v1, v, ...,v,}
e v = {wy,wa, ..., wy,} bases ordenadas de V' e W, respectivamente. Por hipétese
temos que 0 = f#v. Um vetor v € V é escrito de maneira tnica como uma
combinacao linear na forma

V=TV + ToV2 + - - + TpUn, com z; € K.
Considere a transformagao linear A : V' — W definida por
A(z1v1 + T2v2 + - - + TpUn) = T1w1 + Tow + -+ + Tpwy.

O nicleo de A é trivial, pois se v € Nuc A, entdo

o = Av)
= A(z1v1 + 7209 + - + Tpvp)
= T1wi + Tow2 + -+ TpWp-
Sendo v uma base de W, os coeficientes x;’s sao nulos implicando que o vetor

v € V é nulo. A transformacao também é sobrejetiva, pois um vetor w = yjwy +
Yows + - - + ypowy, € W é a imagem do vetor v = y1v1 + yovs + - - - + ypv, € V. O

Coroléario 2.4.2 Seja A : V. — W uma transformagao linear entre espagos ve-
toriais de dimensao finita. Suponha que dimV = dim W. FEntdo as sequintes
afirmacdes sdo equivalentes.

a) A é um isomorfismo linear.
b) Nuc A = {o}.
c) ImA=W

d) A imagem por A de uma base de V é uma base de W.

Demonstragao As implicagoes a) — b) e b) — ¢) ficam como exercicios.

¢) = d) Seja 8 = {v1, v, ...,v,} uma base ordenada de V. E f4cil mostrar que
o conjunto ordenado A(S3) = {A(v1), A(v2), ..., A(vn)} é um conjunto ordenado de
geradores de Im A = W com n vetores e n = dim W, pelo Teorema da troca segue
que A(B) é uma base de W.

d) = a) Vamos supor, por absurdo, que o nicleo de A é nao trivial. Considere
uma base ordenada 3 = {v1,..., U, Vk+1, ..., Un} de V na qual os k > 1 primeiros
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vetores formam uma base para o ntcleo de A. Por hipétese, o conjunto de vetores
A(B) = {A(vg+1), A(vk42), -y A(vy)} é uma base de W, de onde concluimos que
dimW =n —k < dim V, uma contradigao. Logo k& = 0, significando que o nitcleo
é trivial, em outras palavras, A é injetiva. Pelo Teorema do nicleo e da imagem
temos que n = dimV = dim I'm A. Como o subespago imagem de A tem a mesma
dimensao do contradominio, concluimos que Im A = W, isto é, A é sobrejetiva.
Em resumo, A é injetiva e sobrejetiva, portanto, é um isomorfismo. O

Exercicios propostos 2.4.1

1. Mostre que A : R? — R?, A(x,y) = (2x,y — ), é um isomorfismo e determine a sua
inversa.

2. Seja = {v1,v2} uma base ordenada do espago vetorial complexo V. Defina A :
C? -V, A(z,w) = (2 — w)vy + (2 + w)vy. Verifique que A é um isomorfismo.

3. Prove que a inversa de um isomorfismo linear também é um isomorfismo.

4. Prove que a composigdo induz uma estrutura de grupo no subconjunto de £(V,V)
formado pelos operadores invertiveis.

5. Mostre que o corpo dos reais considerado como espago vetorial sobre o corpo dos
racionais nao tem dimensao finita.

6. Sejam W7 e W5 dois subespacos de um espago vetorial V' de dimensao finita. Assuma
que V. = W7 + W,. Demonstre as afirmacoes.
a) A: Wy x Wy —V, A(u,v) = u + v, é uma transformagao linear.
b) dimV = dim Wi + dim Wy — dim Wy N Wa.
¢) A é um isomorfismo < Wy N Wy = {o}

7. Sejam A e B sejam operadores lineares num espago vetorial V' de dimensao finita.
Demonstre que se Id — Ao B é invertivel entdao Id — B o A é também invertivel.

8. Demonstre que todo operador linear A € L(V,V) em que V é um espaco vetorial
de dimensao finita é uma soma de operadores invertiveis.

9. Sejam W e U subespacos de um espago vetorial de dimensao finita V. Prove que os
espagos quocientes (W +U)/U e W/(W NU) sao isomorfos.

2.5 DMatriz de uma transformacao linear

Caso o leitor queira consultar alguma notacao sobre matrizes reservamos o Capitulo
12 para tratar de tais objetos. Nessa secao descreveremos um processo pelo qual
associamos uma matriz a uma transformacgao linear entre espacos vetoriais de
dimensao finita.
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Vamos supor que A : V — W seja uma transformagio linear entre espagos
vetoriais sobre K e que 8 = {v1,ve,...,v,} € v = {wi,ws,...,w,} sejam bases
ordenadas de V e W, respectivamente. Sendo assim, para cada j, 1 < j < n,
existem tnicos escalares a1, asj, ..., am; € K que formam as coordenadas do vetor
A(v;) € W na base ordenada v C W, mais precisamente,

A(Uj) = ajjw + a2;W2 4+ -+ Cmj Wy

A matriz de A relativa as bases ordenadas § e v é a matriz m X n com entradas

em K denotada por [A]?, e organizada na forma

ail ai2 o Aln
a1 a2 e a2n
B8 _
[A]y =
aml Am2 " Gmn
B

Ressaltamos que a j—ésima matriz coluna de [A]y é precisamente a matriz das
coordenadas do vetor A(v;) na base ordenada v C W. Uma tal matriz guarda
muitas informagoes sobre a transformacao linear A. Dadas (3, v e a matriz [A]g

recuperamos a transformacao pela identidade
A(Uj) = a1;w1 + agjw2 + -+ + AW

Como sabemos, A fica determinada conhecendo-se os valores nos vetores de
uma base e, essencialmente, estes valores estao registrados nas colunas da matriz.
Diremos que a matriz [A]g é a representacao matricial de A nas bases ordenadas

08 e . Observamos que a representacao depende das bases e das ordens das bases.

Exemplo 2.5.1 Seja A : K3 — K2,
A(.’L‘, Y, Z) = (1‘ - 2y> 2z + 3y - ’Z)

Determinemos a representacao matricial de A nas bases candnicas ag e ao,
respectivamente. Para isso, necessitamos das avaliagoes,

A(1,0,0) = (1,2) = ley + 2e,
A(0,1,0) = (-2,3) = —2e1+ 3eq,
A(O, 0, 1) = (0, —1) = 061 - 162.

Por definicao, a representacao matricial de A nas bases canodnicas é a matriz
1 -2 0
A% = .
e
Para enfatizar a diferenca, vejamos a representacao matricial da mesma trans-
formacdo linear A, agora com respeito as bases az C K3 ey = {(1,1),(0,1)} c K2.
Para isto, precisaremos das avaliagoes,



2.6. TEOREMA DA REPRESENTACAO MATRICIAL 37

A(I,0,0) :( 1,2 ): 1(1’ 1) + 2(0’ 1)’ 1 -2 0
A(0,1,0)=(-2,3)= -2(1,1)+5(0,1), = [A]}*= [ 1 5 —1 ]
A(0,0,1)=(0,-1)= 0(1,1) —1(0,1).

que também é uma matriz 2 x 3, mas com entradas diferentes das entradas da
matriz anterior. O

Exercicios propostos 2.5.1

1. Determine as representagoes matriciais da base candnica para a base canonica.
a) A:R® - R3 A(z,y,2) = (6x +y— 32,2 —y,2z — 2) .
b) A:R? = R3 A(z,y) = (x +y,2z —y,y — 2x).
c) A:C* —C?, A(n,y,2) = (x+y+z,2+y+2).
2. Calcule a matriz do operador derivagao D : K, [t] — K, [t] da base g = {1,¢,...,t"}
para a base (3.

3. Fixada uma permutagio o : {1,2,3} — {1,2,3}, defina a aplicagao A : K3 — K3,
A(Z‘l, Zo, 503) = (xa(l), SCU(Q), xg(g)).
a) Calcule a representagio matricial de A da base candnica para a base candnica
quando (1) =3, 0(2) =1 e 0(3) = 2.

b) Determine uma base (8 tal que [A] = [I], onde o é a permutagio acima.

2.6 Teorema da representacao matricial

Retornemos ao estudo de transformagoes com o auxilio de matrizes. O leitor
perceberd a grande proximidade entre os dois conceitos e os lucros desta associagao.

Teorema 2.6.1 (Teorema da representacao matricial) Suponha que Ve W
sejam dois espacos vetoriais sobre o corpo K e que B e v sejam bases ordenadas

de 'V e W, respectivamente, com 8 =n e gy =m. Entdo a aplicacdo
U L(V,W) > M(m xn,K), ¥(A) =47,
é um isomorfismo linear. Em particular, dim L(V,W) = dimV - dim W.

Demonstragao Explicitemos as bases envolvidas,
B = {v1,v2,...; vn}, v = {w1, w2, ..., wn}
e demonstremos inicialmente a linearidade de ¥. Escolhidas quaisquer duas trans-
formagoes lineares A, B € L(V, W), escrevamos as combinagoes lineares
A(vj) = ajjwi + agjwe + - + AmjWm,
B(Uj) = bljwl + bgng 4+ -+ bmjwm.
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Como sabemos, as representagdes matriciais sao [A]g = [aj] e [B]g = [bsj]. Dado
um escalar A € K é imediato avaliarmos A + AB no vetor v; € (3,

(A+ )\B)(’Uj) = (alj + Ablj)wl + (agj + )\sz)wz +---+ (amj + )\bmj)wm.
Logo, vale a identidade matricial [A—F)\B}ﬁy = [a;j+Ab;j]. Dai seguem as igualdades
[A + ABJ = [ai; + Abij] = [agj] + Albi;] = [A]2 + A[B]7,

isto é, V(A + AB) = ¥(A) + AV (B), mostrando a linearidade de .
A injetividade serda demonstrada examinando-se o ntcleo de W. Afirmar que
A € NucV, significa afirmar que todas as entradas da representacao matricial
[A]g = [ai;] s@o iguais a zero, a;; = 0. Isto implica que
A(vj) = arjwr + agjwa + -+ + amjwy, =0, j=1,...,n.
Como a aplicagao identicamente nula também assume o valor nulo em todos os

vetores da base 3, pela primeira proposicao da se¢ao anterior, A : V — V deve ser
a transformacao identicamente nula. Logo Nuc ¥ = {0}, mostrando a injetividade.

Provemos a sobrejetividade de ¥. Dada uma matriz N = [a;;] € M (m x n,K),
considere a tnica transformacéo linear A : V — W tal que

A(Uj) = a1;w1 + agjw2 + -+ + AW
Esta construcao nos garante que ¥(A) = N.

Finalmente, recordamos que isomorfismos lineares preservam dimensoes, por
isso, dim L£(V, W) = dim M (m x n,K), e como a dimensao do espago das matrizes
m X n é igual ao produto dim V - dim W, concluimos a demonstragao. a

Note que a representagao ¥ : L(V, W) — M(m x n,K), U(A) = [A]?,, depende
das bases ordenadas escolhidas. Outro fato importante sobre a matriz [A],ﬁy é a
possibilidade de relacionarmos as coordenadas de um vetor v € V na base ordenada
B C V com as coordenadas do vetor A(v) € W na base ordenada v C W através
de um produto matricial. Esse é o significado do

Lema 2.6.1 Sejam 3 e duas bases ordenadas dos espacos vetoriais de dimensao
finita Ve W, respectivamente. Se A : V. — W € uma transformacao linear entdo

[A(v)], = [A]3[v]5.

Demonstragao Escrevamos 8 = {v1,v2, ..., vn}, v = {w1, wa, ..., wy}, e assuma-
mos que a matriz das coordenadas do vetor v e a representacao matricial de A
sejam

z1 ail a2 -+ Qln



2.6. TEOREMA DA REPRESENTACAO MATRICIAL 39

Avaliando a transformacao no vetor v = x1v1 + 2202 + - - - + L, v, Obtemos,

Aw) = x1A(v1) + 22A(v2) + -+ + xpA(vy)
= zi(anwi +anwz + -+ Gp1wm) + -+
Tp(@1pwi + a2pw2 + - - + AmpWp,)
= (x1a11 + x2a12 + -+ + Tpap)wr + -+ +

(xlaml + xoamo + -+ xnamn)wm-

Pela definicao de matriz das coordenadas de um vetor na base v, podemos escrever,

r1a11 + 22012 + - + Tpaiy
ria21 + x2a22 + -+ - - + Tpag
[A(v)], = e

T1Am1 + T2am2 + - - + Tnplmn

Sem muito esforco verificamos que a identidade matricial acima pode ser reescrita
como [A(v)], = [A]5[v]. O

Exemplo 2.6.1 Consideremos a transformacao linear
A:RQﬁR:ﬂ A(%?/):(ﬁ_Q?/,ﬂfv?J_ﬁ)a

e as bases ordenadas 3 = {(1,1),(1,-1)} de R? e v = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}
de R3. Calculemos a representacio matricial de A nessas bases,

A(l,1) = (-1,1,0) = -1(1,0,1)40(1,1,0)+1(0,1,1),
A(l,-1) = (3,1,-2) = 2(1,0,1)+1(1,1,0) +0(0,1,1).
Sendo assim, vale a representagdao matricial
-1 2
A =1 o1
10

A matriz das coordenadas do vetor v = (2,0) € R? na base 3 é

[v]ﬂZ{H,

portanto, pelo lema anterior, a matriz das coordenadas do vetor A(v) € R? na
base 7 é calculado pela férmula

-1 2 1
A, = [ABlls=| o 1 ||]=1
’ 1 0 [ 1 ] 1

De onde recuperamos o vetor A(v) pela combinagao linear

A(v) = 1(1,0,1) +1(1,1,0) + 1(0,1,1) = (2,2,2).
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Note que tanto o calculo das representacoes matriciais quanto o calculo das
coordenadas de um vetor sao feitos resolvendo-se sistemas lineares. O

Neste momento da teoria é natural indagar qual o algoritmo para acharmos a
representagao matricial de uma composta de transformagoes lineares. Veremos no
coroldrio a seguir que existe uma elegante férmula relacionando uma composta de
transformagoes com um produto de matrizes.

Corolario 2.6.1 Sejam (B, v e n bases ordenadas dos espagos vetoriais de di-
mensao finita sobre o mesmo corpo, VW e Y, respectivamente. Se A € L(V,W)
e Be LW,Y) entao

[BoAly = [BJ[Al5.

Demonstracao O lema anterior permite-nos escrever as igualdades matriciais

[BoA(v)], = [BoAl[v]s
)

[BoA(v)], = [B(A()],=[B]} [A(v)], = [Bl}[A]]]s,

para qualquer v € V. Destas duas relacoes segue a identidade
(1B o A1 - [BIH[A)Y) [ls = [0],

para todo vetor v € V. Isto implica facilmente que [B o A}g = [B];’[A]g . O

Exercicios propostos 2.6.1

1. Calcule a representagao matricial nas bases ordenadas indicadas em cada item para
a transformagcao linear A : R? — R?, A(x,y) = (v + 2y, y, 27 — 3y).

a) Nas bases canonicas as e as.

b) De ap para v = {(1,0,2),(2,1,-3),(0,0,1)} C R3.

¢) De 3=1{(1,1),(1,—-1)} C R? para a base as.

d) De 6 = {(la 1)7 (17 _1)} C RQ para 7y = {(1707 2)7 (2a 1) _3)7 (Oa Oa 1)} - RB'

2. Seja D : Ks[t] — Ks[t] o operador linear obtido por derivacdo de polinémios. De-

termine a representagao matricial de [D]S em que o = {1,¢,¢%,¢3}. Qual a repre-
sentacdo matricial nessa base para D* (a composta de D quatro vezes)?

= (L0.-1)

I]Sl’Ul, se v =

3. Considere a base ordenada 3 = {v1,v2,v3} do R3, onde vy = (1,1,1), v
e vy = (0,1,—1). Seja A : R® — R3 o operador linear A( ) =
2101 + Zavg + 23v3. Calcule as representagoes matriciais [A] [A]g [A]5" e [A]s.
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4. Sejam (8 uma base ordenada do espago vetorial de dimensao finita V' sobre o corpo K
e Ag um escalar em K. Calcule a representacdo matricial da homotetia A : V — V|
A(v) = Av da base (§ para a base 3.

5. Suponha que o operador linear A : K® — K3 é néo nulo e que 42 = 0.

a) Prove que posto(A) = 1.

0 0 0
b) Determine uma base ordenada tal que a repre- [ A]g =10 0 0
sentacao de A nessa base seja a matriz indicada a 0 0

ao lado.

6. Descreva a representagao matricial da aplicagao identidade de um espaco vetorial de
dimensao finita de uma base ordenada para a mesma base com outra ordem. Qual
é a reprentacao da identidade quando nao trocamos a ordem?

7. Suponha que N € M(m x n,K) é uma matriz tal que N P = [0] para qualquer
matriz coluna n x 1, P, com entradas no corpo K. Demonstre que N = [0].

2.7 Representacao de isomorfismo

Utilizaremos o Teorema da representacao matricial para estudar isomorfismos.
Como vimos, espagos isomorfos possuem a mesma dimensdo, portanto eles sao
representados por matrizes quadradas. O resultado principal dessa se¢ao garante
que a matriz de representacao de um isomorfismo é sempre invertivel quaisquer que
sejam as bases com as quais estamos trabalhando e existe uma relacao simples entre
a matriz de representacao de um isomorfismo e a matriz de representagao da inversa
do isomorfismo. Antes, deixemos um exercicio. Indicaremos por I, € M(n,K) a
matriz identidade n x n.

Exercicio 2.7.1 Se A : V — V é um operador linear num espago vetorial de
dimensao n, prove que [A]g =1, & A=Idy, em que 8 é uma base de V. O

Corolario 2.7.1 Sejam A : V. — W wma transformacdo linear entre espagos
vetoriais de dimensdo finita e 5 e v bases ordenadas de V e W, respectivamente.
Entdo A € um isomorfismo se, e somente se, a representacao [A]g € uma matriz
invertivel. Em particular, se A é um isomorfismo entdo
—17 4187

A5 =4y
Demonstragao =) Assuma que n = dim V. Sendo assim, podemos escrever as
identidades matriciais

I, =[Idy]},  In,=[Idw],
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pois sendo A um isomorfismo, temos que dim V' = dim W. Pelas propriedades da
representagao de uma composta de transformacoes temos as igualdades

L, = [Idy]j=[A""0Alj = [A71)[A),

I, = [Idw]?=[Ao A~ =[A)P[A~1]7.

n Hdw]) = | Iy =[AF[AT]5
Em particular, [A_l]g é invertivel e sua inversa é ( [A]g ).

<) Vamos assumir que [A]g é uma matriz invertivel e que P = [b;;] é a sua

matriz inversa. Como uma matriz invertivel é quadrada concluimos que dim V' =
dimW. Neste caso f = {vi,v2,...,0,} e v = {w1,ws,...,w,} sdo bases com o
mesmo nimero de elementos. Consideremos a transformacao B : W — V cujos
valores nos vetores da base v sao

B(’U)j) = byjv1 + bajvg + - - + byjvn.

Deste modo, necessariamente temos a representagao matricial [B]}; = [P]. Recor-
rendo-se as propriedades da representacao de uma composta de transformacoes
lineares podemos escrever

[Bo Al = [BIJIA) = P[A]f = [I], = [Idv]],
[AoBI = [AJZ[B]} = [A[JP = I, = [Idw]].

A unicidade de representacao implica que Ao B = Idy e Bo A = Idy. Como A
¢é invertivel, por definicao, A é um isomorfismo. O

Recordamos que uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, o seu
determinante é nao nulo. Caso o leitor deseje conhecer a demonstracao deste fato,
indicamos como referéncia o capituo sobre matrizes.

Exercicios propostos 2.7.1

1. Suponha que A4 : K2 — K2, A(x,y) = (az + cy, bx + dy) é um isomorfismo. Prove
que ad — bc # 0 e que

—1 (e D) _ 1 d 7b
[A }ag ~ ad—bc |: —c a :l :
2. Verifique que A : K? — K3, é um isomorfismo e calcule a sua inversa quando

a) A(z,y,z) =(x+y+ 2,3z +4y + 32,3z + 3y + 42).
b) A(x,y,2) = 2z +y+ 2,2+ 22,3z +y + 22).
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3. Seja A : V — W é um isomorfismo linear entre espagos vetoriais de dimensao finita.
Prove: se V.=V, ® V; entdo W = A(V;) @ A(Va).

4. Demonstre que qualquer isomorfismo entre espagos vetoriais de dimensao finita pode
ser representado pela matriz identidade.

5. Seja [A]g = [a;;] uma representacdo matricial de um isomorfismo linear A num
espago vetorial V' de dimenscao n. Prove que se

llaiill > >z llaijll,
entdo A é invertivel (Teorema de Hadamard).

2.8 Matriz mudanca de coordenadas

Fixemos duas bases 8 e v de um mesmo espaco vetorial V' de dimensao n. A
matriz mudanga de coordenadas de (3 para y é a matriz [Id]?, onde Id : V — V
é a aplicacao identidade. Esta terminologia é apropriada pois conhecendo-se as
coordenadas de um vetor v na base # e a matriz mudanca de coordenadas de 3
para « é possivel determinar as coordenadas do vetor v na base -y, para isso, basta
utilizar as relagoes

[v]y = [Id(v)], = [Id)5[v]s.

Note que [I d]g é uma matriz quadrada n X n em que n = dim V.

Lema 2.8.1 A matriz [Id]g é invertivel e [Id]g_1 = [Id]g.

Demonstragao A demonstracdo segue do coroldrio da secdo anterior, pois a
aplicagdo Id : V — V é um isomorfismo e a sua inversa é ela prépria. O

Exemplo 2.8.1 Os conjuntos
B ={(cos 0,senB), (—senb,cos )} e a={(1,0),(0,1)}

sao bases ordenadas de R?. Calculemos as matrizes mudanca de coordenadas [I d]g
e [Id]. A primeira delas tem um célculo bastante simples pois

(cosf, senf) = cosf(1,0) +senf(0,1),
(—senf,cosf) = —sen6(1,0)+ cos 6(0,1).

Dai obtemos a representagao

i = |

cosf —send
sen cos 0 |’

Pela relacao [Id]P = ([I cl]g)*1 e com a ajuda da adjunta cléssica obtemos
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—senf cos6

Ud]g_[ cos sen@]

Aa matrizes de mudanca de coordenadas permite determinarmos todas as rep-
resentacoes matriciais de uma transformagdo conhecendo-se apenas uma delas.

Proposicao 2.8.1 Sejam A : V. — W wma transformacao linear entre espagos
vetoriats de dimensao finita e B, € 7, bases ordenadas de V e W respectivamente.
Se [A]g;’ € a representacao matricial de A messas bases entdo a representacao
matricial de A nas bases ordenadas 81 e v1 de V e W, respectivamente, €

(A} = [Tdw]3) [A]3; (Tdv]g,.

Demonstracao Por tudo que ja foi visto sobre representacao matricial de uma
composta de transformacoes lineares, podemos escrever,

(A3} = [Tdw o Ao Idy]5} = [Tdw]3, [Ao Idy) = [Tdw]3) [Al [Tdv]g.
Isto termina a demonstracao da proposicao. O

Em capitulos posteriores, estudaremos exclusivamente operadores lineares num
espaco vetorial de dimensao finita, A : V — V. Com muita freqiiéncia uti-
lizaremos representacoes matriciais dos operadores, que, recordamos, sao matrizes
quadradas. Neste caso, para aliviar a notacao indicaremos por [A]g a representacao
matricial do operador linear A da base ordenada [ para a mesma base, em lugar
de utilizar a notacao [A]g O resultado abaixo sobre conjugacdo de matrizes terd
um bom proveito.

Em tempo, diz-se que Ny, N1 € M (n,K) sdo duas matrizes conjugadas quando
existe uma matriz invertivel R € M (n,K) tal que Ny = R Ng R~!. A demonstracio
do corolério seguinte fica sob a responsabilidade do leitor.

Coroléario 2.8.1 Sejam A um operador linear no espaco vetorial V de dimensao
finita e 5 e ¢ duas bases ordenadas de V. Entdo as representa¢ées matriciais [A]g
e [A]s sao conjugadas, mais precisamente,

[Als = [Idv]y [Alg [Idv]}.

Exemplo 2.8.2 O conjunto ordenado 3 = {v1,v2,v3} é uma base ordenada de
R3, onde vy = (1,1,1), vo = (3,1,0) e v3 = (1,0, —1). Calculemos a representacio
matricial nas bases canonicas de A : R? — R3,

A(v) = xovy — (21 + x3)v2 em que v = T1V1 + Loy + T3V3.

Para isso, temos o coroldrio acima. E facil calcular a representacao na base 3 pois
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A(’Ul) = 0vy — 1vg + Ovg, 0 1 0
A(ve) = 1vg + Ovg + Ous, — [A]g = -1 0 -1
A(vs) = Ovy + Ovg + Ovs. 00 O

A representagdo matricial da identidade da base (3 para a base candnica «
também ¢é facil determinar, pois

Id(vi) = (1,1,1) = 1le;+ leg + les, 1 3 1
Id(va) = (3,1,0) = 3e;+leg+0e3, — [[dP=]11 0
[d(vg) = (1, 0, —1) = ley + Oeg — les, 1 0 —1
Sabemos também que [Id]y = ([Id]g)_l. Com a ajuda da adjunta classica
encontramos a representacao

-1 3 -1

ds=1| 1 -2 1

1 3 -2

Retornando & relacio [A]q = [Idy]a[A] slldv]j e efetuando o produto das ma-
trizes obtemos a representacao desejada,

7 =20 10
A, =3 -8 4
1 2 1
Note que a representacao matricial do operador na base candnica,
x Tr — 20y 4+ 10z
Ao | vy | = | 3xz—8y+4z |,
z r+2y+z

nos diz imediatamente que o operador linear A : R? — R3 é expresso como

A(z,y,z) = (Tx — 20y + 102,32z — 8y + 4z, x + 2y + 2). O

Exercicios propostos 2.8.1

1. Dada a base ordenada 8 = {v1,v2,v3} de K3, em que v; = (1,1,1), v = (1,0, —1)
e vz = (0,1,—1). Dé a representagdo matricial do operador na base canonica.

a) A:K?® — K3 A(v) = z1v1, em que v = 21v; + Tovs + T303.

b) A:K? — K3, A(v) = x3v1 + (22 — 21)v3, em que v = T1v; + Tovs + T3V3.
c) AoB: K3 — K3 em que A e B sao os operadores dos itens anteriores.
)

d) BoA:K?®— K3 em que A e B sao os operadores dos itens a) e b).

2. Fixado um subespago U C V, verifique que o subconjunto a seguir é um subespago e
calcule sua dimensao, N (U) = {4 € L(V,W); tal que A(u) = 0 para todo u € U}.
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2.9 Subespacgos invariantes

Diz-se que um subespaco W C V' é um subespaco invariante por um operador
linear A:V — V quando A(W) C W.

Exemplos de subespacos invariantes que o leitor verifica facilmente sdao Nuc A
e ImA. Diremos V = Vi ® Vo ® --- @ Vi é uma soma direta invariante pelo
operador A, quando cada parcela da decomposi¢ao é um subespaco invariante. Um
dos objetivos principais deste texto é construir somas diretas invariantes por um
operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita. Isto serd feito a partir
do Capitulo 4, no momento estamos interessados em saber como a propriedade
de ser um subespago invariante é constatada em linguagem matricial. Para isto,
consideramos uma base ordenada 3 = {v1, ..., Up, Upy1, ..., Uy } do espago vetorial V'
na qual 1 = {v1,ve,...,v,} é uma base ordenada para W, o subespago invariante
pelo operador A : V' — V. Garantimos pela invariancia de W que cada v; €
tem uma imagem A(v;) € W, portanto

A(vj) = arjvr + azjva + - + arjvy, I<j=<r
Sendo assim, o operador linear é representado esquematicamente como

= [ 5 ]

onde [A;]g, é a representagdo matricial do operador A; : W — W induzido por
restricdo de A, enquanto N1 e No sdo matrizes retangulares. O simbolo [0] indica
uma matriz retangular com todas as entradas nulas. Reciprocamente, quando
uma representagao matricial de um operador A : V. — V numa base ordenada
B ={v1,v2,...,u,} tem a forma

| R M
o= [ gy v |
em que R é uma matriz quadrada r X r, estda claramente registrado que
A(vj) = arjv1 + agjva + - - - + arjvp, 1<j<r

implicando imediatamente que o subespago W C V gerado por 31 = {v1,v9,...,v,} C
B é um subespago invariante por A e vale a identidade matricial [A1]3, = [R], onde
Ay : W — W é o operador linear induzido por restrigao de A.

Examinemos a situacao na qual V admite uma soma direta invariante,
V=V1oWVhd oV, AV;) C V.
Selecionando-se para cada i, 1 < ¢ < k, uma base ordenada (3; do subespaco

-
V;, construimos para V a base ordenada S =U (; e pelos mesmos argumentos
apresentados anteriormente podemos representar o operador linear A: V — V na
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base ordenada (3 esquematicamente como

[Ailg, O] . [0]
(0] 0] . [Aklg,

Por economia de espaco, algumas vezes escrevemos esta tiltima matriz em uma
forma compacta, tal como

[A]ﬁ = diag{[Al]ﬂl ) [AQ],HQ R [Ak]ﬁk}’

onde para cada i a matriz [A;] 5 ¢é a representacao matricial na base ordenada (;
do operador linear A; : V; — V; induzido por A. As reciprocas destes fatos séo
triviais e nao as faremos. Para finalizar, ressaltamos que o determinante daquela
ultima matriz [A]g é calculado por uma regra bastante simples, a saber,

det[A]g = det [A1] 5, det [As]g, - det [Ax]4, -
Exercicios propostos 2.9.1

Em todos os exercicios V' denotard um espaco vetorial de dimensao finita.
1. Determine uma base para cada espago invariante (ndo tivial) pelo operador linear
A : R? — R? quando
b) A(z,y) = (z +y,);
) Az, y) = 2z +y,z+y)
2. Sejam A :V — V um isomorfismo e W C V um subespaco invariante.
a) Prove que o operador obtido por restricao Ag : W — W é um isomorfismo.
b) Demonstre que W é também invariante por A~!.

3. Prove: se dois operadores lineares, A, B : V' — V| preservam um subespago W C V
entdo a soma A+ B e a composta A o B também preservam este mesmo subespaco.

4. Demonstre que se dois operadores A, B : V' — V comutam e A preserva um sube-
spago W C V, entdo B(W) é também invariante por A.

5. Se um operador linear A : V' — V preserva os subespacos Wy e W5, entdao A preserva
os subespacos Wy + Wy e W1 N W5, Prove essa afirmacao.

6. Fixado um subespaco W C V. Mostre que Z(W) = {A € L(V,V); A(W) C W} é
um subespago de L(V, V) e calcule a sua dimensao em funcao de dim V' e dim .

7. Dada uma soma direta V =V, @ Vo @ --- @ Vi. Qual a dimensao do subespago de
L(V, V) formado pelos operadores que preservam a soma direta?

8. Suponha que o operador linear A : V' — V preserva o subespaco W C V. Mostre
que a aplicagdo no espago quociente definida por A : V/W — V/W, A(7) = A(v)
estd bem definida e é um operador linear.



Capitulo 3

Espaco dual

No capitulo anterior contruimos varios espacos vetoriais associados a um espago
vetorial V', por exemplo, £(V, W) onde W é um outro espago. Apresentaremos a
seguir o espago dual associado a V, cujo objetivo maior é demonstrar o Teorema
do posto de uma matriz.

3.1 Funcionais lineares

Seja V' um espaco vetorial sobre K. Diz-se que uma aplicagao f : V — K é
chamada de funcional linear em V se possui as propriedades:

il flo+w) = fv) + fw),
2 f(hv) = Af(v),

para quaisquer v,w € V e A € K.

Formalmente nao podemos afirmar que um funcional linear é uma transformagao
linear pois o contradominio é um corpo e nao um espago vetorial. Entretanto,
considerando-se o corpo K como um espaco unidimensional sobre si mesmo ¢é natu-
ral aquela identificacdo. Na nossa notacio, K! ~ K. Com esta observacio podemos
transpor sem dificuldade varias informagoes ja demonstradas no capitulo anterior
para este contexto, observando que a; = {(1)} é a base candnica de K.

O espaco dual de um espago vetorial V' sobre o corpo K é o conjunto de todos os
funcionais lineares f : V — K, conjunto esse que sera denotado por V*. As usuais
operagoes de adicao de funcoes e multiplicacao de uma funcao por um escalar de
K, induzem uma estrutura de espaco vetorial em V* e com a identificagao acima
mostramos imediatamente que V* ¢ isomorfo ao espaco L(V,K). Logo, se V' é um
espaco vetorial de dimensao finita e 3 = {v1, ve, ..., v,} C V é uma base ordenada,
a aplicacao

48



3.1. FUNCIONAIS LINEARES 49

OV — M(1xn,K), &) =2

¢ um isomorfismo linear. Portanto, dim V* = n. Recordamos que
oy = [ flor) flo2) - flon) ],

pois a j-ésima coluna de | f]g1 é formada pela coordenada do vetor f(v;) na base

a1 = {(1)}. Por convengao, a base a1 nao é explicitada na representacao matricial

do funcional linear, simplificando a notacao, | f]g1 = [f]°. E facil verificar que

f@) = [f(©)]a, = [f]°[v]5-
Note que estamos identificando o escalar no primeiro membro da igualdade com
as matrizes 1 X 1 nos outros membros.

Exemplo 3.1.1 1) A aplicacdo f : K> — K, f(z,y) = 22 — 3y é um funcional
linear em K2. Como

f(@,y) =xf(er) +yf(e2) =2z — 3y,
podemos descrever o funcional na forma matricial

Fay) = 11 @)y = [ 2 =3 ] [ ’ } |

2) O exemplo acima é facilmente generalizado. Fixados n escalares a1, as, ..., a, €
K ¢é possivel contruir um funcional linear em K" definindo

K=K, f(z1,29,....,2y) = a171 + agx2 + - - - + apy.
Nesse caso a representacao matricial de f na base canénica é a matriz 1 X n,

[l =[a a2 -+ an]. 0

Exercicio 3.1.1 Prove as afirmagoes.

1. Uma aplicacdo f : V' — K é um funcional linear se, e somente se, f(v+Aw) =
f(v) + Af(w) para quaisquer v,w € V e X € K.

2. Um funcional linear f : V — K ou é a aplicagao identicamente nula ou é
uma aplicacao sobrejetora. a

Exemplo 3.1.2 Reconstruiremos um exemplo importante e classico de um fun-
cional linear. O trago de uma matriz quadrada N = [a;;] € M(n,K) é o escalar

tr(N)=aj1 +ag+ -+ app-

E imediato verificarmos que o traco define um funcional linear tr : M (n,K) - K
cuja principal propriedade é transcrita pela férmula tr (N - P) = tr (P - N), para



50 CAPITULO 3. ESPACO DUAL

quaisquer matrizes N = [a;;], P = [b;j] € M(n,K). A demonstracao deste fato é
uma manipulagao de indices. Vejamos,

n n

t?“(N-P) :Z(NP)“ :Zzaiﬂ'bﬂ'i:zzbﬂaii :tT(P'N).

i=1 i=1 j=1 j=1i=1

Dai concluimos que o tragco é um funcional linear invariante por conjugacao,
explicando melhor, tr (R - N - R™') = tr (N), para qualquer matriz invertivel
R € M(n,K). Esta propriedade permite definir o trago de um operador linear
num espaco vetorial V' de dimensao finita sobre o corpo K. Para isso, fixamos uma
base ordenada 3 C V e consideramos a aplicacao

tr: L(V,V) =K, tr (A) =tr ([A]p).
De fato, a aplicacao é um funcional linear e ndo depende da base ordenada escolhida

pois qualquer outra representacao é conjugada a essa representacao. Relembramos
a relagao de conjugacao envolvida,

(AL = [Ty [AJlTdv ]}, emaue  [Tay)f = [Tdv]) .

Exercicio 3.1.2 Sejam V' e W dois espagos vetoriais sobre K e v = {wq, ..., wp, } C
W uma base ordenada.

1. Prove que se {f; : V.— K}, é uma colecao de m funcionais lineares entao a
aplicacao A : V' — W, definida por A(v) = fi(v)wi+ fa(v)wa+- -+ fn (V)W
é uma transformacao linear.

2. Enuncie e demonstre a reciproca da afirmacao anterior. a

Exercicios propostos 3.1.1

1. Determine a representacio matricial do funcional linear f : K3 — K, f(z,y,2) =
x + 2y — 3z, na base ordenada indicada.

a) Base canénica de K3. b) B8=1{(3,0,0), (2,2,0), (1,1,1)} C K3.
2. Construa um funcional linear f : R3® — R cujo ntcleo é gerado pelo conjunto de
vetores ¢ = {(2,2,-1),(0,3,2)}.
3. Qual a dimensao do nicleo de um funcional linear f : V' — K quando dim V' = n?

4. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K e f : V' — K um funcional
linear. Mostre que existe uma base ordenada 8 C V na qual a representagao de f é
da forma [f]° = [a 0 .. 0].

5. Fixada uma matriz Ny € M (n,K), considere o operador linear
A:M(n,K) — M(n,K), A(P) =Ny P — P Ny.
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a) Demonstre que A nao é sobrejivo e que

b) se A(P) = P, entdao P nao é invertivel.

6. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K. Prove que V* separa pontos.
Isto significa que dados dois vetores distintos v,w € V existe um funcional linear

f:V = Ktal que f(v) # f(w).

7. Denote por C%([a,b],R) o espago vetorial das fungdes continuas com valores em R
definidas no intervalo [a, b]. Verifique quais das aplicagoes sao funcionais lineares.

a) §:C%a,b),R) = R, S(f) = ff f()dt (integral de Riemann);
b) £:C%a,b,R) =R, £(f)= f(a) (avaliacao em a).

8. Seja N € M(m x n,R). Prove que tr(NN') >0 e que tr(NN*) =0 & N = [0].

9. Seja N € M(m x n,C). Prove que tr(N[N]t) >0 e que tr(NN?) =0 < N = [0].

10. Verifique a seguinte relagao entre duas matrizes N, P € M(2,K),
NP+PN=Ntr(P)+Ptr(N)+ (tr (N P)—tr(N)tr(P))I.
11. Fixado uma decomposi¢ao em soma direta de um espacgo vetorial de dimensao finita,
V=W &Ws@® - & Wy, prove que qualquer operador linear A em V satisfazendo
a condiggo A(W,) C W1 & --- @ W,; @ --- @& W, tem traco nulo (WW; indica que essa
parcela foi omitida).

3.2 Base dual

Vamos assumir que 3 = {v1,v2,...,v,} seja uma base ordenada de um espago
vetorial V' sobre o corpo K. Por um lado, o isomorfismo entre L(V,K) e V*,
garante que dimV = n = dim V* e por outro lado, a Proposicao 3.1 do Capitulo
2 afirma que para cada i, 1 < i < n, existe um, e somente um, funcional linear
fi : V — K satisfazendo as condicoes f;(vj) = d;;, onde d;; é o delta de Kronecker,

5ii — 1 sei=3
Y10 sei#g

Estes dois fatos justificam o

Lema 3.2.1 O conjunto ordenado 5* = { f1, fa, ..., fu} C V* € uma base ordenada,
chamada de base dual de (3.

Demonstragao Vamos supor que existam escalares ai,ao, ...,a, € K tais que a
combinacao linear dos elementos da base dual 8* com esses coeficientes seja o
funcional linear identicamente nulo,

O0=a1fi +asfo+-- +anfn.
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Avaliando esta combinagao linear no vetor v; € 3 obtemos

0 = aifi(vj) + azfa(vy) + -+ anfu(vj)
= a1(51j + a2(52j + -+ anénj
= a‘]’
mostrando que §* é um subconjunto com n vetores linearmente independente num
espaco de dimensao n. Portanto, 8* é uma base. O

Exercicio 3.2.1 Demonstre que qualquer funcional linear f € V* é uma com-
binagao linear dos elementos de 5* cujos coeficientes sao os escalares { f(v;)}; C
K, isto é,

f=f)fi+ fv2)fat -+ flon) fo

Compare os coeficientes com as entradas da matriz de f na base ordenada 3. O

Resumiremos os comentarios acima na

Proposicao 3.2.1 Se V' é um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo o espago
dual V* tem dimensao finita e dimV = dim V*.

Exercicios propostos 3.2.1

1. Determine a base dual das seguintes bases ordenadas.
a) a=1{(1,0),(0,1)} cC%. b)) v=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R
c) B={(2,1),(1,1)}CcR: d) 6={(1,1),(-1,1)} C R%

2. Calcule as coordenadas do funcional f : R® — R, f(z,y,2) = 3z — 2y — z,

a) na base dual da base candnica;
b) na base dual da base ordenada v = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R3.

3. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Qual a dimensao de (V*)*?

4. Mostre que todo subespaco W de dimensao n — 1 de um espago vetorial V' de
dimensao n é um nicleo de um funcional linear f : V — K.

5. Um subespaco W de um espago vetorial V' com dimW =r < n = dimV é a
intersegao de n — r subespacos de dimensao n — 1. Prove essa afirmacao.

6. Suponha que f e g sao dois funcionais lineares num espacgo vetorial V' de dimensao
finita sobre K satisfazendo a condigdo Nuc f C Nucg. Prove que g(v) = Af(v),
para algum escalar A € K e para todov € V.

7. Dado um espago vetorial de dimenséo finita V', considere a aplicagdo A : V — (V*)*,
onde Av] : V* — K é a aplicagdo avaliacdo em v, mais precisamente, A [v] (f) =
f(v). Prove que A é um isomorfismo linear entre V e (V*)*.
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3.3 A adjunta

Uma transformagao linear A : V. — W entre espacos vetoriais sobre o mesmo
corpo K, induz uma aplicacdo entre os espacos duais A* : W* — V* chamada
de adjunta de A cuja defini¢ao utiliza uma composicao de aplicagoes da seguinte
forma: um funcional linear f € W* é associado ao funcional linear

A[f1:V =K, A[f](v) = f(A(v)).

Esquematicamente, A*[f] é a composta V A w L KO leitor verificara
facilmente que A*[f] é de fato um funcional linear. Observamos que o conceito
de adjunta apresentado aqui nao tem relacao alguma com o conceito de adjunta
classica utilizado no algoritmo para inverter matrizes.

Lema 3.3.1 A adjunta A* : W* — V* é uma transformacao linear.

Demonstracao Com efeito. Sejam f,g € W* e A € K. Para qualquer vetor v € V
temos que

A*[f+Mgl(v) = (f+Ag)(A(v))
= f(A(v)) + Ag(A(v))
= A"[f](v) + AA*[g](v).

Isto significa que A*[f + A\g| = A*[f] + NA*[g], como querfamos demonstrar. O

Proposicao 3.3.1 Sejam A : V. — W wma transformacdo linear entre espacgos
vetoriais de dimensao finita, 5 e v bases ordenadas de V e W, respectivamente.
Entdao a representagcao matricial [A*]}k da adjunta A* : W* — V* € a matriz

B

v Além disso, cada transformacao linear A : V — W define uma

transposta de [A]
unica adjunta.

Demonstragao Antes de tudo, explicitemos as bases ordenadas envolvidas

{ B = {v1,va,..., vn} { v = {u1,ug, ..., U }
B ={f1, for s fn} v ={91,92, -, 9m}

, € as representacoes matriciais [A]g = [aij] e [A*]g* = [bsj]. Por definicao de
representagao matricial sabemos que valem as igualdades

A(Ui) = aiiul + agiu2 + -+ Qmiim,
A*lgi] = bijfi +byifo+ -+ bnjfu.
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Por um lado, a definicao de adjunta e de base dual permite escrever
A*[g;](vi) = gj(A(vi)) = a1ig;j(u1) + aig;(u2) + - - - + amigj(um) = aji.
Por outro lado, temos que
A*[g;](vi) = bij f1(vi) + baj fa(vi) + - -+ + bnj fn(vi) = bij.
Isto mostra que b;; = aj;, em outras palavras, [A*]z; = [A]gt. Finalmente, para
mostrar a unicidade da adjunta consideremos o isomorfismo linear de representacao

U LWH, V) — M(n xm,K), ¥(B)=[B]}.

A adjunta A* é o unico elemento de L(W*, V*) representado pela matriz [A]gt. O

Exercicios propostos 3.3.1

1. Sejam A e B transformagoes lineares de V em W e A um escalar. Mostre que
(A+ AB)* = A* + AB*.
2. Mostre que o trago estd no nicleo da adjunta do operador linear A : M(n,K) —
M(n,K), A(X) = Ng X — X Ny, em que Ny € M(n,K) é uma matriz fixada.
3. Considere a aplicagao f : Rs[t] — R,
1
fp@) = [ p(t)dt.

a) Verifique que f é um funcional linear e calcule a representagdo na base dual
de 3 = {1,t,t2,#3}.

b) Mostre que A : Rs[t] — Rslt], A(p(t)) = p (t) —p (t—1)+p (t+ 1) é um
operador linear e calcule A* [f] (p(t)).

3.4 Perpendicular de um conjunto

Se € é um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V' sobre o corpo K, o
perpendicular de € é o subconjunto do espago dual V* definido por

ePer = {f € V*; f(v) = 0 para todo v € €}.

Uma verificacado de rotina mostra que o perpendicular de um conjunto nao
vazio é um subespago do espago dual. Mais interessantes e importantes sdao as
relagoes dimensionais que surgem quando consideramos espagos vetoriais de di-
mensao finita.

Proposicao 3.4.1 Seja W o subespaco gerado por um conjunto ndo vazio € de
um espacgo vetorial de dimensao finita V. Entao

er __ ET .
a) ePer = Wrer,
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b) dim WP = dimV — dim W.

Demonstragao a) Para cada vetor w € W existem vetores wy, wa,...,wy € € €
escalares x1,x2, ...,z € K tais que w = xiwy + zows + - - - + xpwy, desde que €
¢ um conjunto de geradores para W. Assim, dado um funcional linear f € &P°"
seguem por linearidade e por f(w;) = 0 para todo i, 1 <1i < k, as igualdades

f(w) =z f(wr) + 22 f(wa) + -+ + zpf(w) =0,

significando que f € WP, logo vale a inclusao €P¢" C WP, A inclusdo oposta
é trivial, pois um funcional linear anulando-se nos vetores de W necessariamente
anula-se nos vetores de €.

b) Considere uma base ordenada ( = {v1,ve,...,v,} do espago V, na qual os k
primeiros vetores formam uma base de W e considere a base dual correspondente

B* = {f1, f2, ..., fn}. Note que os elementos de v* = {fix+1, frt+2,-.-» fn} s@o fun-
cionais anulando-se nos k primeiros vetores de 3, de onde segue imediatamente que

v* C WP Para demonstrar que este subconjunto é uma base s6 precisaremos
verificar que todo funcional linear de WP¢" é uma combinacao linear dos vetores
de v*. Mas isto é simples de ser verificado, pois dado f € WP temos que

= flo)fi+-+ fp)fi + frs) fogr + -+ fon) fn
= florr) frrr ++ f(on) fa-

Finalmente, contemos as dimensoes, dim WP =ty =n —k=dimV —dim W. O
Exercicios propostos 3.4.1

1. Mostre que o perpendicular de um conjunto € C V é um subespago do dual V*.

2. Calcule uma base para eP¢" quando
a) e=1{(2,1,-1)} C R3. b) e=1{(2,1,-1),(0,1,2)} C R3.
) e={(i,4,9),(1,0,1)} CC° d) e={(1,1,1),(1,0,1)} C R®.

3. Determine uma base para o perp do subespaco W = {(z,y,2);x =y = z} C R3.
4. Se U C W sao subespacos de V', mostre que WPe" C UP°".

5. Sejam U e W subespagos do espago vetorial de dimensao finita V. Quais dos
seguintes subspa cos de V* sao iguais?

(U +W)per, Uper £ Wrer, (UNW)P e UP A WPer,

3.5 Teorema do posto

Essa secao é toda ela dedicada a demonstracao do Teorema do posto de uma
matriz. Antes disso, devemos estabelecer a relacdo entre a imagem e o ntcleo de
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uma transformacao linear A : V'— W com o nicleo e a imagem (nessa ordem) de
sua adjunta A* : W* — V*. Essa relacdo é estabelecida precisamente utilizando-
se o conceito de perpendicular de um conjunto. Lembramos que o posto de uma
transformagao linear é a dimensao da sua imagem.

Proposicao 3.5.1 Seja A:V — W uma transformagao linear entre dois espagos
vetoriais de dimensdo finita. Entao

a) Nuc A* = (Im A)Pe";
b) posto(A) = posto(A*);
c) ImA* = (Nuc A)Pe".

Demonstracgao a) O primeiro item da proposicao segue diretamente da defini¢ao
de adjunta e de perpendicular pois

f € NucA* & A*[f](v) = f(A(v)) =0 paratodov € V & f & (ImA)P.

b) O Teorema do nicleo e da imagem, o item a), a Proposicao 4.1 e o isomor-
fismo entre um espacgo e seu dual justificam a sequéncia de igualdades,

dimImA* = dimW"* — dim Nuc A*

dim W* — dim(ImA)Pe"
dim W — (dim W — dim I'm A)
= dimIm A.

Portanto, o posto de A é igual ao posto de sua adjunta.

¢) Afirmar que f € I'm A* é equivalente a afirmar que existe um funcional linear
g € W* tal que f(v) = g(A(v)) para qualquer vetor v pertencente ao espacgo V.
Portanto, se v é um elemento do nicleo de A entdao f(v) = 0, em outras palavras,
f € (NucA)P*", mostrando a inclusao Im A* C (Nuc A)P¢". Para mostrar a
igualdade dos dois espagos basta verificar que as dimensoes sao iguais. Com efeito,
pelo Teorema do nucleo e da imagem e o {tem a) temos

dim(Nuc A)P¢" = dim V — dim Nuc A = dim Im A = dim A*. O
Sugerimos ao leitor rever a definicao de posto das linhas e das colunas de uma

matriz no Capitulo 12. Observe que o préximo resultado é uma versao matricial
do item b) da proposigao acima.

Teorema 3.5.1 (Teorema do posto de uma matriz) O posto das colunas de
uma matriz N € M(m x n,K) € igual ao posto de suas linhas.
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Demonstragao Sejam «,, = {eq, €2, ..,e,} € a,, = {d1,da, .., d,, } as bases candnicas
de K" e K™, respectivamente. Considere a unica transformacao linear A : K" —
K™ cuja representacao matricial [A]5» é a matriz dada N = [a;] € M (m x n,K).
Isto significa que temos as combinagoes lineares

Aler) = andi+ands+ -+ amidm,
A(eg) = aqadi + ageds + - - + amody,,
A(en) = alndl + a2nd2 R amndm~

Note que o posto de A é o niimero méximo de vetores linearmente independentes no
conjunto A(ay,) = {A(e1), A(ea), ..., A(en)} C Im A. Note também que o j-ésimo
elemento de A(qy,) é uma combinagao linear dos vetores A(e;,), A(es,), ..., A(e;,)
se, e somente se, a j-ésima coluna N7 é uma combinacdo linear das colunas
N#, N . Ni. Logo, o posto da transformacao linear A é igual ao posto das
colunas de sua representacao matricial V!

Consideremos a adjunta A* : K™ — K" e as respectivas bases duais o%, e a.
Como sabemos, [A*]z;*i:‘ = N'. Pelos mesmos motivos anteriores o posto de A* é o
posto das colunas da matriz N*. Como o posto de A e o posto de A* sdo iguais
seguem as igualdades

posto das colunas de N = posto(A)
posto(A*)

posto das colunas de Nt

= posto das linhas de N.

Isto termina a demonstracao do teorema. a
Exercicios propostos 3.5.1

1. Calcule o posto das seguintes matrizes com entradas reais.

1.0 0 1 2 1 1
aN=1]2 3 0]. WN=|1 -6 —2 -1
2 1 2 3 -2 0 1

2. Qual o posto de uma matriz n X n invertivel?
3. Prove que o posto de uma matriz quadrada é invariante por conjugagao.

4. Mostre que a nulidade de A : V' — W é igual a nulidade de sua adjunta se, e somente
se, dimV = dim W.
5. Seja A:V — W uma transformacao linear. Prove as afirmagoes.
a) A é sobrejetora < A é injetora. b) A é injetora < A? é sobrejetora.



Capitulo 4

Operadores e polinomios

Os proximos sete capitulos serao dedicados ao estudo de operadores lineares num
espaco vetorial de dimensao finita. O objetivo do presente capitulo é construir os
dois principais polinémios associados a um operador linear, polinémios minimal e
caracteristico, e estabelecer as relagoes entre eles. Posteriormente faremos largo
uso das informacoes obtidas.

4.1 Polinomio minimal

Na seqiiéncia, A denotard um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao
finita sobre o corpo K. Iniciaremos apresentando uma construgao envolvendo
polindémios e operadores lineares. Para cada polindmio
p(t) =art" +---+ait +ap,  p(t) € K[t],
podemos construir um novo operador linear definindo
p(A):V =V, p(A) =a, A"+ -+ a1 A+ apld.

Obviamente A’ indica a composta do operador A um ntimero i de vezes e Id indica
o operador identidade em V. A mesma construcao pode ser repetida para matrizes
quadradas. Para N € M (n,K) definimos

p(N)=a,N"+---4+a1N + apl.

Nesse caso, N’ indica a i-ésima poténcia de N e [ indica a matriz identidade
n X n. A relacao entre as duas construgoes é estabelecida através do Teorema da
representacao matricial.

Lema 4.1.1 Sejam 3 uma base ordenada do espacgo vetorial V de dimensao n e
AV — V um operador linear. Seja R € M(n,K) uma matriz invertivel. Entao
para cada polindmio p(t) € K[t] valem as relagdoes matriciais:

o8
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a) [p(A)lg = p([Alp);
b) p(R[A]gR™") = Rp([Alg) R™".

Demonstragao a) Assumindo que p(t) = a,t" + - - - + a1t + ap, avaliando p(t) no
operador linear e calculando a representacao matricial da avaliagao, obtemos

A = [a,A"+ -+ a1A+aold]s
= a[A"]g+ -+ a1[A]g + ao[ld)g
= ar[Alp+ -+ ai[A]p + aolI]
= p([4]p).

b) Deixaremos como exercicio sugerindo a utilizagdo da identidade matricial
(RNRfl)T = RN"R~! para todo inteiro r > 0. O

O restante da se¢ao é dedicado ao estudo de um conjunto de polinémios asso-
ciado a um operador linear.

Definicao 4.1.1 Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K e A:V — V um
operador linear. O ideal anulador de A € o conjunto de polindémios

Sa = {plt) € KItl; p(4) =0}.
O ideal anulador de uma matriz N € M(n,K) é o conjunto de polinémios
S = {p(t) € K[t]; p(N) = [0]}.

Duas consequéncias do lema anterior sdo imediatas. Se [A]g é a representacao
matricial do operador linear na base § C V entao 34 = J(4), pois

p(A)=0 < [pA)s=[0] < p(A]z) =10
O item b) do mesmo lema implica que o ideal anulador de uma matriz é in-
variante por conjugacao, isto é, Sy = Spyp-1 para qualquer matriz invertivel
R € M(n,K). E claro que o ideal anulador de A nao é vazio pois contém o
polinémio identicamente nulo. Podemos afirmar mais,

Proposicao 4.1.1 O ideal anulador S4 € ndo trivial.

Demonstragao Vamos supor que dim V' = n. O conjunto € = {Id, A, A2, ..., A”Q}
¢ um conjunto linearmente dependente de L(V, V') pois esse espago tem dimensao
n?. Portanto, existem escalares ag, a1, ..., a,2 € K nao todos nulos tais que

anzA”Q 4+~ +a1A+apld = 0.
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Logo, o polinémio p(t) = anzt"2 + .-+ + a1t 4+ ag ndo é o polinémio identicamente
nulo e pertence ao ideal anulador 4. O

Devemos justificar o nome ideal utilizado para designar o conjunto 4.

Proposicao 4.1.2 4 € um ideal de K]t], isto €,
a) Sa € um grupo comutativo com a operagao de soma de polindémios;

b) Sep(t) € Ia e q(t) € K[t], entdo o produto de polinémios p(t)q(t) € Ia.

Demonstragao Embora simples, faremos a demonstragao do item b) para observar
um detalhe na notagao utilizada. Dados p(t) € S 4 e q(t) € K[t], o produto p(t)q(t)
quando avaliado no operador A : V' — V torna-se uma composta de operadores
lineares, a saber,

p(A)oq(A):V = V.
Como por hipétese, p(A) = 0 segue que p(t)q(t) € 4. O

Apresentaremos a seguir um resultado basico para o restante da Teoria. Antes
recordamos que um polinémio p(t) € KJt] é dito ménico quando o coeficiente do
termo de maior grau tem o valor 1.

Teorema 4.1.1 (Teorema do polinémio minimal) Seja 4 o ideal anulador
de um operador linear A no espago vetorial V de dimensdo finita sobre K. Entdo
existe um unico polinémio monico ma(t) € I, chamado de polindmio minimal
de A, tal que IS4 = my(t)K]t].

Demonstragao Note que o dnico polindmio constante pertencente ao ideal anu-
lador é o polinémio identicamente nulo. Seja m4(t) € 4 um polinémio ménico
nao nulo de menor grau dentre todos do ideal anulador. Pelo comentéario acima
garantimos que grauma(t) > 1. Como ¥4 é um ideal, justificamos a inclusao
ma(t)K[t] C 4, restando mostrar a inclusdo oposta. Considere qualquer poli-
némio ¢(t) € Sy, lembramos que por escolha grauq(t) > grauma(t). Pelo algo-
ritmo da divisao de Euclides é possivel escrever

q(t) = ma(t)p(t) +r(t) em que p(t),r(t) € K[]
com graur(t) < grauma(t). Novamente, como 4 é um ideal, o polinémio r(t) =
q(t)—m4(t)p(t) pertence ao ideal. Pela minimalidade do grau de m 4(t) concluimos
que r(t) = 0, implicando que q(t) = ma(t)p(t) € ma(t)K[t], como desejdvamos
demonstrar. A demonstragdao da unicidade do polinémio minimal é trivial. O

Esse teorema é um resultado de algebra de polindmios. Para ressaltar esse fato
deixamos um exercicio que sera utilizado outras vezes.
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Exercicio 4.1.1 Se & C K[t] é um ideal nao trivial, prove que existe um dnico
polinémio ménico m(t) € § tal que & = m(¢)K[t]. Esse polindémio serd chamado
de polinémio minimal (ou gerador) do ideal . O

Exercicios propostos 4.1.1

1. Dados o operador linear 4 : R? — R? A(z,y) = (z + y,z — 3y) e o polindmio
p(t) =3 — 2t + 1, avalie p(A).

2. Verifique que o polinémio p(t) = t2 + 1 pertence ao ideal anulador de A : R? — R2,
A(z,y) = (y, —z). Conclua que p(t) é de fato o polinémio minimal de A.

3. Mostre que o gerador do ideal anulador de A : R? — R?, A(z,y) = (2z+4y, —1v—2y)
é o polinomio ma(t) = t2.

4. Suponha que 7 e o sao dois ideais de K[t] tais que §1 C Sg. Prove que o polindmio
minimal do segundo ideal divide o polinomio minimal do primeiro.

5. Seja A:V — V um operador linear. Prove as afirmacoes.
a) A comuta com p(A), para qualquer p(t) € KJt].

b) W C V é um subespago invariante por A < W é invariante por p(A), para
qualquer p(t) € K[t]. Em particular mostre que Nucp(A) é invariante por A.

¢) O conjunto dos operadores lineares em V que comutam com A formam um

subespaco de L(V,V) cuja dimensdo é maior ou igual ao grau do polindémio
minimal de A.

6. Qual o polinémio minimal do operador identicamente nulo em V7

4.2 Polinomio caracteristico

O Teorema do polindomio minimal nao fornece algoritmo algum para o calculo de
ma(t). Essa dificuldade é parcialmente contornada construindo-se explicitamente
um polinémio pa(t) € 4, chamado de polinémio caracteristico, que além de
ser dividido por m4(t), contém todos os fatores primos do polinémio minimal,
facilitando os cdlculos em vérias situagoes.

O polinomio caracteristico de uma matriz N € M (n,K) é o polinémio ménico
de grau n definido por py(t) = det(tI — N), onde det estd indicando o determi-
nante e | a matriz identidade n x n. Recordamos que se R € M(n,K) é uma
matriz invertivel entdo det R # 0 e det R~! = (det R)_l. Dai segue que matrizes
conjugadas tém os polinémios caracteristicos iguais, pois

det (tI — RNR™Y) = det (R(tI — N)R™') = det (t — N).
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Essa propriedade permite estender para um operador linear A : V. — V, onde V
é um espago vetorial de dimensao finita sobre K, o conceito de polinémio carac-
terfstico. Definimos que pa(t) = p4),(t), onde [A]5 é a representacio matricial de
A numa base # de V. Como uma outra representagao de A difere dessa por uma
conjugacao, o polindmio caracteristico estd bem definido. Os comentarios acima
justificam a notacao pa(t) = det (tId — A).

Exemplo 4.2.1 A representagdo matricial na base canénica do operador linear
A:R? - R2 A(z,y) = (v — 2y, x + 3y) é a matriz

-]} 73]

Calculemos o polindmio caracteristico de A,

t—1 2

pA(t):p[A]a(t):det(tI—[A]a):det[ B t_3]:t2—4t+5.

Avaliemos o polinémio na representagao de A,
1 —27? 1 -2 10
pldle) =1, 3]_4[1 3}*5[0 1}
[ —8]+[—4 8]+[5 0]
4 7 —4 —12 0 5

Jo oo
~ 1o

Os célculos acima mostram que o polindmio caracteristico p4(t) pertence ao ideal
anulador &4, ilustrando um fato geral que demonstraremos na proxima secao. O

Exercicios propostos 4.2.1

1. Calcule o polinémio caracteristico dos seguintes operadores.
a) A:R3 = R3 Ax,y,2) = (4o + 2y, —x +y,y + 22).
b) A:R?® — R3, A(z,y,2) = (2, —x + 2y,22 — y + 22).
c) A:R? = R2 A(x,y) = (4o + Sy, —2x — 4y).

2. Identifique as raizes do polinomio caracteristico de uma matriz triangular superior.

3. Mostre que py(t) = t2—(tr N)t+det N é o polindomio N=|@ b
caracteristico da matriz 2 x 2 descrita ao lado. '

4. Calcule o polindémio caracteristico do operador derivagdo no espago K, |[t].
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5. Qual o polindmio caracteristico de uma involugao num espaco de dimensao finita?

6. Mostre que py(t) = t3 — ct? — bt — a é o polindomio
caracteristico da matriz descrita ao lado. Defina um
operador A : R® — R3 tal que [A4]g = N onde 8 =
{e2, A(e2), A%(e2)}

7. Sejam A e B dois operadores lineares num espago vetorial de dimensao finita V.
Demonstre que se A é invertivel entdo paop(t) = ppoa(t). Esse fato é verdadeiro
quando A e B sao ndo invertiveis?

0 0 a
N=1]1 0 b
0 1 ¢

8. As aplicagbes o; : M (n,K) — K definidas pela identidade polinomial
det (tI — N) = (Nt + 01 (Nt L+ -+ 4 01 (N)t + 0o(N),
sao chamadas de funcdes simétricas.
a) Demonstre que o}s sdo invariantes por conjugacdo e que
b) o;(NP)=0;(PN).
¢) Identifique 0,1 € oy.
d) Descreva todas as fungdes simétricas o; : M(3,K) — K.

9. Sejam A e B dois operadores lineares no espago vetorial V' de dimensao dois. Mostre
que (Ao B — Bo A)? comuta com todo elemento de £(V, V).

10. Prove por inducao que o polinémio caracteristico de um operador num espago ve-
torial de dimensao n é um polinémio monico de grau n. Sugestao: utilize o desen-
volvimento de Laplace por linhas para o calculo de determinantes.

4.3 Teorema de Cayley-Hamilton

Para mostrar que o polinémio caracteristico de um operador linear pertence ao
seu ideal anulador utilizaremos o conceito de matriz polinomial. Uma matriz poli-
nomial é uma matriz do tipo
N(t) = [aij(t)] em que a4;(t) € K[t].
Isso significa que as entradas da matriz polinomial N (¢) sao polinémios e podem
ser reescritas na forma
N(t) = Nyt" 4 --- + Nit + No,

onde N; sdo matrizes quadradas com entradas no corpo K. O grau de uma matriz
polinomial é o maior grau dentre todos graus das entradas.

Exemplo 4.3.1 1) A matriz polinomial 2 X 2 com entradas em K[t],

—t+1 t24+t—2

N(t) = t+2 2-t+3|°

pode ser apresentada também na forma
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N(t):[g 1:|t2+|:1 _”H[; g]

Nesse caso, grau N(t) = 2.

2) Seja I a matriz identidade n xn. Dado o polinémio ¢(t) = a,t"+- - -+ait+ag
em KJt]. Reescrevemos a matriz polinomial ¢(t)I, cujo grau é r,

q(t) 0 0
0 q(t)
t) = =a.It"+ -+ ar1lt + apl.
a®) q(t) 0 ! ’
0 0 qlt)

Observe que o polinémio det(q(t)I) = [¢(t)]™ tem grau rn.

3) Ja tivemos a oportunidade de utilizar matrizes polinomiais quando definimos
o polindémio caracteristico de uma matriz com entradas no corpo K. Por exemplo,
para calcular o polindmio caracteristico de

1 -2

consideramos a matriz polinomial N(t) = tI — Ny e definimos o polinémio carac-
terfstico como sendo py, (t) = det N(t) = t> — 4t + 5.

4) Mais geralmente. Dada a matriz Nyg € M(n,K), consideramos a matriz
polinomial n x n de grau 1, definida por N(t) = tI — Np. A adjunta cldssica de
N(t), aqui denotada por adj (N(t)), também é uma matriz polinomial n X n e
satisfaz a identidade matricial N(¢)adj (N(t)) = det N(t) I, ou equivalentemente,
(tI — No) adj (tI — NQ) = PN, (t)I. O

Vejamos um lema preparatorio para o Teorema de Cayley-Hamilton cuja prova
estd baseada na apresentacao de Birkhoff e MacLane [02].

Lema 4.3.1 Seja Ny € M(n,K). Para cada polinémio q(t) € K[t] eziste uma
matriz polinomial Q(t) = [g;;(t)], satisfazendo a identidade matricial

q(t)I — q(No) = (tI — No) Q(t).
Demonstragao Se ¢(t) = a,t" + - - - + a1t + ap, entao valem as igualdades

qt)l = at"' I+---+artl+apl,
q(No) = a.Nj+---+aNo+aol.

Por subtragao obtemos,

q(t)I —q(No) = a, (t"I — N§) + -+ -+ a1 (tI — Np).
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Desde que as matrizes I e Ny comutam, a matriz polinomial tI — Ny fatora
cada tI — Ng, com 1 < ¢ < r, do seguinte modo,

ti] — N§ = (tI — No) (7 + 72 Ng + - + N2+ N;71).

Dai podemos facilmente construir a matriz polinomial Q(t). a

Teorema 4.3.1 (Teorema de Cayley-Hamilton) O polinémio caracteristico de
uma matriz Ng € M (n,K) pertence ao ideal anulador ;.

Demonstragao Com efeito, denote por pn,(t) o polinémio caracteristico de Np.
Pelo lema anterior existe uma matriz polinomial Q(t) = [g;;(¢)] tal que

po (W) — Py (No) = (t — No) Q(1).
Por outro lado, considerando a adjunta cléssica de tI — Ny temos a igualdade
pro(8)] = (T — No) adj (¢] — No).
Dessas duas equacgoes concluimos por substitucao que
PNy (No) = (I — No) (adj (tI — No) — Q(t)) .
Utilizaremos o fato que a matriz py,(Np) ¢ uma matriz numérica para provar

que adj (tI — Ng)—Q(t) = [0], de onde seguird imediatamente o teorema. Suponha
por absurdo que adj (tI — Np) — Q(t) é uma matriz polinomial nao nula, digamos

adj (tI — No) — Q(t) = Pot" + -+ + Pt + P,
em que P; € M(n,K), r > 0 e P, nao é identicamente nula. Sendo assim,
(tI — No) [adj (tT — No) — Q(t)] = Pt"1 + Y (termo com grau < r).
Logo, pn,(No) é uma matriz polinomial com grau > 1, uma contradigao. O

Por tudo que ja foi apresentado sobre as relaces entre o ideal anulador de
um operador linear e o ideal anulador de uma de suas representacoes matriciais, a
prova da seguinte versao do Teorema de Cayley-Hamilton é imediata.

Corolario 4.3.1 O polinémio caracteristico de um operador linear num espaco
vetorial de dimensdo finita pertence ao ideal anulador do operador.

Exercicios propostos 4.3.1

1. Calcule o polinémio minimal do operador derivagao no espago dos polinémios K, [t].
2. Calcule o polindémio minimal de uma involu¢ao num espago de dimensao finita.

3. Demonstre que as matrizes N e P nao sao conjugadas, onde

v[i1] < relad)
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4. Fixado uma matriz N € M(2,K), considere o operador linear A : M(2,K) —
M(2,K), A(X) = XN. Calcule os polinémios minimal e caracteristico de A em
funcao de my(t) e pn(t).

5. Mostre que os polinémios minimais e os polinémios caracteristicos das matrizes
quadradas N e N*? sao iguais.

4.4 Sobre a fatoracao do polindmio minimal

Para descrever com mais precisao a relagao entre os polindémios minimal e carac-
teristico necessitaremos de alguns conceitos de Algebra de polinémios. Recordamos
que os Unicos corpos considerados sao os corpos dos niimeros reais e dos complexos.

Um polinémio p(t) € K[t] é redutivel sobre K quando admite uma fatoragao

p(t) = q(t)r(t)
na qual ¢(t), r(t) € K[t], grauq(t) > 1 e graur(t) > 1. Caso contrario p(t) é dito
ser um polinémio primo .

Dados os polinémios p1(t), pa(t), ..., pr(t) € K[t], o conjunto
S =pr(OK[] + pa (K[t + - - - + pr(t)K[E]

é um ideal e seu polinémio minimal é chamado de mdzimo divisor comum de p;(t),
pa2(t), ..., px(t). Essa familia de polinémios é relativamente prima quando o gerador
de & é o polindémio constante m(t) = 1, em outras palavras, quando & = K][t].

Uma fatora¢ao primdria, ou prima, de um polinémio p(t) € K[t] é uma fa-
toracgao da forma

p(t) = aop1(t) p2(t)" - - - pr(t)™,
onde ag é um escalar em K, r; > 1 sao inteiros e {pi(t), p2(t),...,px(t)} é uma
colecdo de polinémios moénicos, primos e relativamente primos. A menos da ordem
dos fatores a fatoracao priméria é Unica.

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio em C[t] ad-
mite uma raiz complexa, de onde segue o fato de que é possivel fatorar qualquer
polinémio em C[t] num produto de polinémios lineares (grau 1). Por outro lado,
qualquer polindémio em R[¢] admite uma fatoragdo em um produto de polindémios
lineares e/ou de grau 2.

Feita essa revisao de Algebra de polindmios, voltemos ao estudo de oper-
adores lineares num espaco vetorial V' de dimensao finita. Todos os fatores primos
do polinémio caracteristico sao fatores do polindbmio minimal. Registremos essa
afirmacao na versao matricial.
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Proposicao 4.4.1 Se pn(t) = p1(t)*1pa(t)®2 - - - pi(t)°* € a fatoragdo primdria do
polinémio caracteristico da matriz N € M(n,K), entdo a fatora¢ao primdria do
polinomio minimal de N € da forma

mn(t) = pi(t) ' p2(t)? - pp(t)™ com 1< 7r; <s;.

Demonstragao Como sabemos existe uma matriz polinomial Q(¢) satisfazendo
my () —my(N) = (tI = N) Q(t).

Levando-se em consideragao que my(NN) = [0], o cédlculo do determinante em
ambos os membros da equagao nos da

[mn(t)]" = pn(t)det Q(t).
Dai segue que p;(t) divide [my(t)]™ para i = 1,2, ..., k, e por conseguinte p;(t) di-
vide my (t). Logo a fatoragao primaria do polinémio minimal contém uma poténcia
positiva de cada p;(t). Como o Teorema de Cayley-Hamilton garante que my(t)
divide o polinémio caracteristico py (), podemos afirmar que

my(t) =p1(t) " p2(t)2 - pr(t)™ com 1<r; <s;. O

Exemplo 4.4.1 O operador linear A : R?> — R3 cuja representacio na base
canodnica é a matriz

—8 -4 -8
[A],=| 47 18 39
8 -2 -5

tem polinémio caracteristico p4(t) = (t —1)(t —2)2. Logo, as tnicas possibilidades
para polinémio minimal de A sdo my(t) = (t — 1) (t — 2) e ma(t) = (t — 1)(t — 2).
Verifica-se que my ([4],) = [0]. Como graum,(t) < graums(t) podemos garantir
que ma(t) = (t—1)(t—2). O

Exercicios propostos 4.4.1

1. Calcule o polinémio minimal do operador A : R™ — R™ quando

a) A(z,y) = (9z — 16y, 4o — 7y).

b) A(z,y) = 3y, —z + 4y).

) A(z,y) = (4z + 8y, —2x — 4y).

d) A(z,y,2) = Bz +y—22,20+ 4y — 42,20+ y — 2).
e) A(z,y,2) = (4o + 2y, —x +y,y + 22).

f) A(z,y,2) = (z,—x + 2y, 2z — y + 22).

2. Demonste que se zop = A + i1 € C é uma raiz do polinémio p(t) com coeficientes
reais, entdo o conjugado zg = A — 7 também é uma raiz de p(t).
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10.

4.5

. Um operador linear 7 : V. — V é idempotente se 7
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. Prove que se A\ e A2 s@o dois escalares distintos de K, entdo p(t) = t — A\ e

q(t) =t — Ag s@o polindmios relativamente primos.

. Suponha que p(t) € R[t] é um polinémio primo e que zy = A+47 é uma raiz complexa

de p(t). Mostre que p(t) = (t — \)? + 72.

. Calcule o gerador do ideal anulador das seguintes matrizes com entradas reais.

2 0 0 O
gN=|% 2. pN= Lo, g=| 1 L0 -l
|8 —4 | o 01 1 ! =10 2 0
11 0 3
. Determine o polinomio caracteristico da matriz com
. . . . cosf —senf
entradas reais descrita ao lado e diga para quais val- Ry = send cos

ores de # o polinémio é redutivel sobre R.
Sejam V=Vi@®Vo®---dViem :V — V aprojecao sobre V; ao longo das outras
parcelas. Verifique que mg, (t) = t(1 —t).
Dados os polinémios p;(t), pa(t), ..., px(t) € K[t], prove & é um ideal, onde
S =pr(OK[] + p2()K[E] + -+ 4 pre(OK]E].

2 = 7. Assuma que V tem
dimensao finita e que 7 nao é a identidade nem o operador identicamente nulo.

a) Calcule os polinénios minimal e caracteristico de um operador idempotente.

b) Mostre que V = Nucw @ Im7 e que trm = dim Imm.

¢) Verifique que 7 é uma projecdo sobre a imagem ao longo do nucleo.

Prove que toda projegao ao longo de parcelas é um operador idempotente.

Polinomio minimal de um vetor

O ideal anulador com respeito ao operador linear A : V — V de um vetor v € V é

o conjunto de polinémios

S = {p(t) € Kt], p(A)(v) = 0}

De fato, verifica-se facilmente que esse conjunto é um ideal e, portanto, existe
um polindmio moénico m,(t) € I, tal que I, = m,(¢t)K[t], chamado de polinémio
minimal do vetor v. E claro que ocorre a inclusao de ideais $4 C S, implicando
que my(t) divide my4(t).

Da mesma forma definimos o ideal anulador de um subespaco W de V,

Sw = {p(t) € K[t], p(4)(w) = 0, para todo w € W}.

O gerador desse ideal é chamado de polinémio minimal do subespago W.

Exercicios propostos 4.5.1
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. Com a notagao dada acima, mostre que o polinémio minimal de um vetor relativo

a um operador linear divide o polindmio minimal de um subespago que o contém.

. Suponha que um operador linear A num espago vetorial de dimensao finita V'

preserva um subespaco W C V. Se Ay é o operador em W obtido por restricao
de A, mostre que pa,(t) | pa(t) (] significa que o primeiro polinémio divide o se-
gundo).

. Seja A um operador linear ndo invertivel num espaco vetorial de dimenséao finita V'

sobre K. Existe algum polindémio néo constante p(t) € K][t] para o qual o operador
p(A) : V — V é invertivel?

. Suponha que ma(t) = p1(t)™p2(t)™ - - - pr(t)™ é a fatora¢do priméria do polindémio

minimo do operador linear A : V' — V num espago vetorial de dimenséo finita.

a) Se o nicleo de A é nao trivial demonstre que p(t) = ¢ divide o polinémio
minimal m 4 (t).

b) Assuma que q(t) e ma(t) sejam polindmios relativamente primos. Prove que
o operador ¢(A) : V. — V é um isomorfismo.

¢) Mostre que o polinémio minimal de qualquer vetor em Nucp;(A)™ é uma
poténcia do tipo p;(¢)%, com s; < r;.

d) Conclua que se i # j entdo Nucp;(A)" N Nucp;(A) = {0}.

. Qual o polindmio minimal do vetor nulo relativo a um operador A: V — V?

. Assuma que V = W; @& W5 é uma decomposicao em soma direta de um espago

vetorial de dimensao finita V. Seja A : V — V a aplicagdo A(v) = v; — vg, onde
v = w1 + vy é a decomposicao correspondente do vetor v. Calcule o polinémio
minimal de um vetor qualquer v € V.

. Seja A um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao finita. Dado uma

base ordenada § = {v1,vs,...,v,} de V, denote por m;(t) o polinémio minimal de
v;. Prove que o minimal miltiplo comum de my(t), ma(t), ..., m,(t) é precisamente
o polinémio minimal de A.



Capitulo 5

Decomposicao primaria

Nesse capitulo é demonstrado o Teorema da decomposi¢do priméria para oper-
adores que é o ponto de referéncia em torno do qual o texto serd desenvolvido.
Construiremos para cada operador linear A num espago vetorial de dimenséao finita
V uma decomposigao de V em soma direta invariante por A associada ao polindémio
minimal, decomposicao essa que simplifica em muito o estudo qualitativo do ope-
rador. A demonstracao do Teorema da decomposicao primdria segue, em esséncia,
a idéia apresentada em [?].

5.1 Teorema da decomposicao primaria

Teorema 5.1.1 (Teorema da decomposicao primdria) Seja A um operador
linear no espago vetorial de dimensdo finita V sobre o corpo K. Se ma(t) =
p1(t)  pa(t)™2 - pp(t)™* € a fatora¢ao primdria do polinémio minimal do oper-
ador linear, entdo V decompde-se numa soma direta invariante por A na forma

V = Nucp1(A)™ @ Nucpa(A)? @& -+ B Nucpi(A)™.

Demonstracao Para evitar trivialidades assumiremos que na fatoracao primaria
do polinémio minimal, o nimero de fatores relativamente primos é k > 2. Feita
essa hipdtese, para cada i, 1 <14 < k, defina o polinémio

(o sinal ™ sobre o i-ésimo fator indica que ele foi suprimido). Os polinémios ms(t),

1

ms5(t),...,mz(t) sdo relativamente primos, portanto, a soma dos ideais gerados pela
familia de polinémios {mg(t)}le igual ao anel K[t], em outras palavras,

K[t] = ms(t)K[t] + ms(O)K[t] + - - - + mg(t)K[ﬂ

70
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Sendo assim, existem polinomios ¢ (t),q2(t),...,qx(t) € K[t] satisfazendo a identi-
dade polinomial

1=mp(t)qu(t) + my(t)aa(t) + - + mg(t)a(t)-
Avaliando a identidade em A e calculando a avaliagdo no vetor v € V obtemos
v =1Id(v) =m3(A) o qi(A)(v) +mz(A4) o g2(A)(v) + - +mz(A) o qx(A)(v).

Portanto, se 7; : V. — V' é o operador linear m; = m3(A) o ¢;(A), podemos afirmar
que qualquer vetor v € V' é uma soma de vetores do tipo

v=v1+vy+ -+ em que v; = m(v) € Imm,
Isso mostra que V' é a soma das imagens dos operadores m; : V — V,
V=Imm+Immy+- -+ Immy.
Para provar que V é a soma dos ntcleos dos operadores p;(A)" : V — V, isto é,
V = Nuepi(A)™ + Nuepz(A)™ + -+ - + Nuepg(A)™,

é suficiente provar que valem as inclusoes de subespagos Im m; C Nucp;(t)". Com
efeito, dado um vetor w € I'm m;, escolnamos um vetor v € V tal que

w = 7;(v) = mz(A) o g;(A)(v).

Lembrando-se da identidade polinomial ma(t) = p;(t)"m3(t) e de que o polinomio
minimal de A pertencer ao ideal anulador de qualquer vetor fagamos os célculos,

pi(A)"(w) = pi(A)" omy(A) o qi(A)(v)
= ¢i(A)oma(A)(v) = o.
——

=0

Portanto, fica verificado que w € Nucp;(A)™ como pretendiamos. Agora, para
provar que a soma dos nucleos é uma soma direta ¢ suficiente verificar a condicao

Nucpi(A)"" N{Nucpi(A)™ +---+ Nucp;—1(A)""*} = {o} para i>2.
Seja v um vetor nessa intersegao. Isto significa que

v € Nucpi(A)" e

v=uv+v2+---+v—1 com vj € Nucpj(A)i, 1< -1

| /\

<J
Levando em conta que polinomios em A comutam e que p;(A)"7 (v;) = o, para todo
)

jcom 1< j<i—1,avaliemos o polinémio ¢(t) = py(t)™ - -- 1( "i=1 no vetor v,
i—1
Ao 0B (AYT 00 pii(A)1) 0 py(A)(05) = 0.
= —_——

=0
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Por outro lado, p;(A)"(v) = 0 pois v € Nucp;(A)™, implicando que os dois
polinémios relativamente primos p;(t)" e ¢(t) pertencem ao ideal anulador .
Consequentemente, o gerador do ideal é o polinémio m,(t) = 1. Sendo assim,
o = my(A)(v) = v, concluindo que V' é uma soma direta dos nicleos. Para
encerrar a demonstracdo observamos que A comuta com qualquer polinémio em
A, dai segue que cada parcela Nucp;(A)™ é invariante pelo operador. O

A soma direta demonstrada no teorema acima (a menos da ordem das parce-
las) serd chamada de decomposi¢do primdria de V determinada por A. Escolhendo
uma base ordenada [3; de Nucp;(A)™ obtemos uma representacao matricial rela-
tivamente simples para o operador na base ordenada 3 = U f3;,

[A]ﬁ = diag {[Al]ﬁlv [AQ]ﬁz’ ) [Ak]ﬁk} ’
em que A; : Nucp;(A)" — Nucp;(A)" é o operador induzido por restricao de A.

Exemplo 5.1.1 Vamos assumir que a representacao matricial na base candnica
a do operador A : R3 — R3 é a matriz

1 4 -3
A, =|1 10 -7
1 13 -9

Calculando o polinémio caracteristico de A obtemos o polinémio
pa(t) = det (tI —[A],) = t(t —1)%

Como a avaliagdo do polinémio p(t) = t(t — 1) em [A], nao é nulo pois

11 -1
p([Ala) =[Ala (Ala—1)=| 3 3 =3 |,
4 4 —4
necessariamente o polindmio minimal de A é m(t) = t(t — 1)2. Sendo assim, A

induz a decomposicido priméria V = NucA @ Nuc (A — Id)?. Calculamos uma
base para cada parcela da decomposi¢ao primaria resolvendo os sistemas lineares,

x 1 4 -3 T 0
A,y |=|1 10 -7 y |l =101,
z 1 13 -9 ]| =2 0
T 1 -3 2] T 0
A-Id> | y|=|2 =6 4||y|=]0
z 3 -9 6 | z 0

Uma base para a primeira parcela da decomposicao priméria pode ser §; =
{(1,2,3)} e uma base para a outra pode ser f2 = {(2,0,—1),(3,1,0)}. O
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Exemplo 5.1.2 Vamos supor que a representacido matricial de A : R> — R3 na
base candnica é a matriz

3 4 -4
A,=| 8 7 -8
10 10 -—11

Calculando o polinémio caracteristico de A obtemos o polinémio
pa(t) =det (I — [A],) = (t + 1)%(t — 1).

Necessariamente o polinémio minimal é my(t) = (¢t + 1)(t — 1) pois um célculo
matricial mostra que [A]2 — I = [0]. Portanto, a decomposi¢do primdria de V
fica sendo V' = Nuc (A + Id) & Nuc (A — Id). Determinemos uma base para cada
parcela resolvendo os sistemas lineares

[A+1d], [(z,y,2)], = [0,0,0)],,

[A_Id]a[($ayaz)]a = [(07030)]04‘

Dai obtemos as bases 81 = {(1,—1,0),(1,0,1)} e B2 = {(—1,0,—1)}. Observe
a relacao entre a dimensao de cada parcela e o grau do fator correspondente na
decomposicao priméria do polinémio caracteritico, relagdo que sera estabelecida
posteriormente. O

Exercicios propostos 5.1.1

1. Determine a decomposi¢ao priméaria induzida por cada operador e encontre uma
base ordenada na qual a representagao matricial é uma diagonal de matrizes.

a) A:R3—=R3, A(z,y,2) = (5 — y + 32, —6z + 4y — 62, —6x + 2y — 42).

b) A:C? — C3, A(z,y,2) = 2y +2,—y,22 —y — 2).
c) A:R3=R3 A(x,y,2) = (z,2 + 2y, 2 + y — 32).

d) A:R3=R3) A(x,y, 2) = (32, 3z, 3y).

e) A:R* = R A(x,y,z,w) = (y, 2z, w, ).

2. Sejam A e B dois operadores no espaco vetorial V' de dimenséao finita. Mostre que
se os operadores comutam entao B preserva cada parcela da decomposi¢ao priméaria
determinada por A.

3. Assuma que o operador A num espaco vetorial de dimensao finita V' é uma n-ésima
raiz do operador B, isto é, A™ = B para n > 1. Mostre que A preserva cada parcela
da decomposicao priméria determinada por B.

4. Suponha que o operador linear A:V — V é tal que A% = A.

a) Determine as possiveis decomposigdes primdrias determinada por A.
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b) Represente A numa base ordenada que é uma unido ordenada de bases orde-
nadas das parcelas da decomposicao.

5. Dados dois polindémios relativamente primos, p(t) e ¢(t), cujo produto p(t)q(t) é o
polinémio minimal de um operador linear A de um espago vetorial de dimensao
finita V. Demonstre que V' = Nucp(A) & Nucq(A).

6. Considere o operador linear A : R, [t] — R, [t], A(p(t)) = p(1 —¢).
a) Mostre que A é uma involugéo.
b) Dé a decomposigao priméria determinada pelo operador.

¢) Calcule uma base para cada parcela da decomposi¢ao primadria.

5.2 Corolarios

Apresentaremos algumas conseqiiéncias do Teorema da decomposicdo primaéria.
Por hipotese, em todos corolarios dessa secdo A : V — V denotard um operador
linear num espaco vetorial de dimensao finita V' sobre o corpo K,

ma(t) = p1(t)" p2(t)"™ - - - pr(t)"™
indicara a fatoragao priméria do seu polindmio minimal, enquanto a decomposicao
primdria induzida por A serd registrada como

V = Nucpi1(A)™ @ Nucpa(A)™? @& -+ @ Nucpp(A)"".

Corolario 5.2.1 O polinémio minimal de A; : Nucp;(A)"" — Nucp;(A)", o
operador induzido por restri¢io de A, é o polindmio ma,(t) = p;(t)".

Demonstragao Para qualquer vetor v em Nucp;(A)"™ valem as igualdades
pi(Ai)" (v) = pi(A)" (v) = o,

de onde concluimos que o polinémio p;(t)" pertence ao ideal anulador 4, =
m 4, (t)K[t]. Sendo p;(t)" um polinémio monico e primo, necessariamente teremos
que my,(t) = p;i(t)*, com 1 < s; < r;. Por absurdo, suponhamos que para algum
1 ocorra a desigualdade s; < r;. Sendo assim, considere o polinémio

m(t) = p1(t)*1p2(t)™ - - - pr(t)*
cujo grau é estritamente menor que o grau do polindmio minimal de A. Pelo
Teorema da decomposicao priméria um vetor v € V' é expresso como

v=wv+uvy+---+vp com v € Nucp;(A)".

Como p;(A)*(v;) = o e polindémios em A comutam, segue as igualdades,

k
m(A)(v) = Y m(A)(v)
i=1
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I
]~

(pr(A)* o -0 pi(A)* o---0pp(A)**) o pi(A)™ (vi)

=0

1

S
<o

Logo, o polinémio m(t) anula o operador linear A e graum(t) < graumpy(t). Uma
contradi¢ao. Portanto, my,(t) = p;(t)", como querfamos demonstrar. O

O polinémio caracteristico do operador determina a dimensao de cada parcela
da decomposicao primdria. Registremos este fato num corolario.

Corolario 5.2.2 Se pa(t) = p1(t)*'p2(t)* - - pi(t)®* € a fatoracdo primdria do
polinémio caracteristico de A, entao grawp;(t)* = dim Nucp;(A)".

Demonstracao Se 3 = U 3; é uma base ordenada construida apds escolha de uma
base ordenada (3; do subespago Nucp;(t)™, a representacao matricial de A é uma
diagonal de matrizes, a saber,

[A]ﬁ = diag {[Al]ﬁu [AQ]ﬁza ) [Ak]ﬂk} )

em que A; : Nucp;(A)" — Nucp;(A)" é o operador obtido por restricao de
A. Calculemos o polinémio caracteristico de A em func¢ao dos polindmios carac-
teristicos das restrigoes. Seja I; a matriz identidade de mesma dimensao que [A;] i
Entao

pa(t) = det (tI - [A]ﬂ>
-

d
= det(th Al]ﬂl) - det (tlk - [Ak]ﬁk)
= pa () pa ().
Pelo coroldrio acima, sabemos que my,(t) = p;(t)"™. Como o polindémio mini-

mal m4,(t) divide o polinémio caracteristico p4, () podemos afirmar que pa,(t) =
pi(t)% para algum inteiro z; > r;. Portanto, uma fatoracao priméria para p4(t) é

pa(t) = pr(t)* pa(t)™ - - pr(t)*.
Entretanto, a fatoragdo primadria é Unica e por hipdtese
pa(t) = pr(t)* pa(t)*2 - - - pr(t)*.

Logo, z; = s;, isto é, pa,(t) = pi(t)*. Recordamos que o grau de um polinémio
caracteristico é igual a dimensao do espago, no caso aqui considerado temos,

dim Nucp;(A)" = graup;(t)®. =

Na demonstragao do Teorema da decomposicao primadria estd subjacente um
fato que deve ser ressaltado pela sua utilidade.
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Corolério 5.2.3 A proje¢iao m; : V. — V sobre Nucp;(A)" ao longo das outras
parcelas € um polindomio em A.

Demonstragao Revisemos a demonstracao do Teorema da decomposigao primaria.
Ali, definimos a familia de polinomios relativamente primos {m?(t)}iﬂ , onde

m;(t) = pi(t)™ - pilt)" -+ pr(t)"™
Como
K[t] = my(OK[t] + ms (K] + - - - + mg () K[1],
escolhemos polinémios ¢ (t),q2(t),..., qx(t) € K[t] satisfazendo a identidade
1= mg(t)q1(t) +ms(t)g2(t) + - - - + my () qe(t).
Definimos o operador 7; : V' — V por m; = mz(A) o ¢;(A) e concluimos que

V=Imm+Imny+---+Immy,

Id=m +mo+ -+ m.
Observe que m; é um polinémio em A! Além disso, provamos a inclusdo de
subespagos Imm; C Nucp;(A)". Na verdade, nessa inclusdo vale a igualdade
pois, por absurdo, suponha que para algum ¢ ocorra a desigualdade dimensional
dim I'm m; < dim Nucp;(A)™, entao
dimV < Zle dim Imm; < Zle dim Nucp;(A)" = dimV,

evidentemente uma contradicao. Logo, a decomposicao primdria de V' é também
expressa por

V=Imm ®&Imm &®---®Immy.

Para provar que m; é a projecao de V' sobre Nucp;(t)" = Imm; ao longo das
outras parcelas basta mostrar que m;om; = 0se i # j e que m; 0o = m;. Com
efeito. Se ¢ # j o polinémio que define m; o 7; é divisivel pelo polindmio minimal
de A, dai a nulidade da composta. A segunda afirmacao é obtida compondo ;
com a identidade

Id=m +mo+ -+ 7.
Isto termina a demonstragao do corolario. O

O Teorema da decomposicao priméria simplifica bastante o estudo dos sube-
spacos invariantes pois ele é uma soma direta de subespacos invariantes contidos
nas parcelas da decomposicao primaria.

Corolario 5.2.4 Se W C V' € um subespaco invariante pelo operador A entao

W =W N Nucpi(A)™) @ (W N Nucpa(A)2) & --- & (W N Nucpg(A)™).
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Demonstragao A inclusao
W D (WnNNucpi(A)™) + (W N Nucpa(A)2) + -+ + (W N Nucpg(A)™*)

é independente de W ser invariante por A ou néo. Verifiquemos a inclusio oposta.
Qualquer vetor w € W é decomposto de modo tinico como

w=m(w) +me(w) + - + mp(w),

onde m; é a projecao de V sobre a i-ésima parcela da decomposi¢ao primaria ao
longo das outras parcelas. Como vimos, m; ¢ um polinomio em A. Desde que W
é invariante por A, é claro que W é invariante por qualquer polinémio em A, em
particular por m;. Logo m;(w) € W N Nucp;(A)"™, mostrando a inclusdo desejada.
Portanto

W = (W N Nucpi1(A)™) + (W N Nucpe(A)2) + -+ (W N Nucpp(A)™).

Como a decomposi¢ao primaria é uma soma direta, concluimos imediatamente que
essa ultima soma é também uma soma direta. O

Terminaremos a se¢do mostrando a existéncia de um vetor especial. O préximo
resultado serd utilizado repetidas vezes.

Corolario 5.2.5 Existe um vetorv € V cujo polinémio minimal € igual ao polinomio
minimal do operador linear A.

Demonstracao A demonstracio serd feita em trés afirmacoes.

Afirmagdo 1. Existe um vetor v; € Nucp;(A)™ cujo polindmio minimal m,, (t)
é precisamente p;(t)".

O polinémio minimal de qualquer vetor em Nucp;(A)" é uma poténcia de
pi(t). Por absurdo, suponha que todo vetor v € Nucp;(A)" possui um polindémio
minimal m,,(t) = p;(t)™ satisfazendo r, < r;. Considere o polinémio p(t)" onde r
é o maximo do inteiros r,. Dessa forma, p;(A)"(v) = 0 para todo v € Nucp;(A)",
contradizendo o primeiro corolario desta secao.

Afirmagao 2. Se i # j o operador linear p;(A)" : Nucp;(A)"" — Nucp;(A)"
é um isomorfismo linear para todo inteiro n > 0.

Se v é um vetor no nicleo do operador p;(A)" : Nucp;(A)"7 — Nucp;(A)77,
entdo os polindémios p;(t)™ e p;(t)™7 pertencem ao ideal anulador <, de onde con-

cluimos que seu polindmio minimal m,(t) divide dois polindmios relativamente
primos. Logo, m,(t) = 1, implicando que v = o.

Afirmacao 3. O vetor v = vy + vy + - - - + v tem polinémio minimo igual ao
polinémio minimal de A, onde v; é o vetor obtido na Afirmacao 1.

Deixaremos como exercicio a prova desta afirmacao. O
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Exercicio 5.2.1 Utilize as afirmacoes 1 e 2 do coroldrio acima para provar que a
imagem do operador linear p;(A)™ : V' — V é o subespago

Imp;(A)" = Nucp1(A)" @ -+ @ ]Vu\cpi(A)” @ ® Nucpr(A). g
Exercicios propostos 5.2.1

1. Considere o operador linear A : R?* — R3, A(z,y, 2) = (—y, 22 + 3y, —x + 2y).
a) Calcule ma(t).
b) Examine a identidade polinomial (¢t — 2)%2 + (¢t — 1)(3 — t) = 1 e explicite as

projecoes m; 's sobre as parcelas da decomposicao primdria.

2. Encontre um vetor cujo polindbmio minimal é igual ao polindémio minimal do oper-
ador.

a) A:C? — C3, A(z,y,2) = (0,2z,z + 3y).
b) A:R3 - R3 A(x,y,2) = e +y+2—22+y+323+y—2)

3. Seja w : V — V um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao finita sobre

K satisfazendo a condicdo 72 = .
a) Qual o polinémio minimal de 77

b) Se m nao é a identidade e nem o operador nulo, prove que V = Imm @& Nuc,
com cada parcela nao trivial.

4. Denote por Vi e Va os subespacos unidimensionais de R? gerados pelos vetores
v1 = (1,2) e vo = (1, —1), respectivamente.
a) Mostre que R? = V; @ V5.

b) Se 7 é a projecao de R? sobre V; ao longo da outra parcela, dé a fatoracao
primdria de m,, (¢).

¢) Qual a decomposi¢ao primdria induzida por m;?

d) Calcule a representagdo matricial de 7; na base candnica.

5. Suponha que o polinémio minimal do operador linear ndo identicamente nulo A :
V' — V seja um produto de fatores lineares distintos. Demonstre que existe um
operador linear B : V — V tal que P = A o B é idempotente, isto é, P?> = P.

6. Determine o polinémio caracteristico do operador induzido numa parcela da decom-
posicao primaéria definida pelo operador.

7. Assuma que A : V — V é um operador linear sobre um espago vetorial V' de
dimensao finita sobre K preservando a soma direta V =V, Vo & --- D V.

a) Se A; : V; — V; é o operador induzido por restri¢ao de A, prove que o polinémio
minimal m4(t) pertence ao ideal anulador $4,, para todo .

b) O polinémio minimal de A é o produto dos polindémios minimos m 4, (¢)?
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8. Seja A um operador linear num espago vetorial de dimensao finita V. Prove que se u
e v sao vetores de parcelas diferentes da decomposicao primaria, entao o polinémio
minimal da soma u + v é o produto dos polindmios minimo de u e de v.

9. Descreva todos os subespacos invariantes pelo operador linear.

a) A:RY* =R A(z,y,2,w) = (0,2 — w,y + 4w, 2 + w).
b) A:R3 —R3 A(x,y,2) = (z — 6y,x + 22,2 + 22).

5.3 Subespacos ciclicos

Quando o polinémio minimal de um operador linear A : V' — V é uma poténcia de
um tnico polinémio primo, m4(t) = p(t)", o Teorema da decomposi¢ao primaria
praticamente nada acrescenta ao nosso conhecimento sobre o operador. Um exem-
plo tipico dessa situacao é o operador induzido por restricaio a uma das parcelas
primérias. Como sabemos, o induzido tem um polinémio minimal da forma p(¢)".
Para contornar essa e outras dificuldades consideramos o subespaco invariante de
menor dimensao que contém um dado vetor e procuramos decompor o espago V
em uma soma direta de tais subespacos. Precisemos os conceitos.

Seja A um operador linear num espacgo vetorial de dimensao finita V' sobre o
corpo K. Um espaco invariante por A que contém um vetor v € V deve conter
todos os iterados de v pelo operador A, isto é, deve conter o conjunto

e = {v, A(v), A2(v), ..., A"(v), ...).

Como sabemos, o menor subespago que contém o conjunto e é aquele formado
pelas combinagoes lineares de seus elementos, o qual serd chamado de subespago
A-ciclico gerado por v e denotado por C4(v) ou, quando nao causar ambigiiidades,
por C(v). Verifica-se que tal subespaco ¢ invariante por A. Um modo conciso de
definir uma combinacao linear de iterados de v por A é considerar um polinémio

p(t) = ant™ 4+ -+ - + a1t + ap
em K][t] e fazer a avaliacao
p(A)(v) = ap,A™"(v) + - -« + a1 A(v) + agld(v).
Desse modo, temos a seguinte descricdo do subespaco A-ciclico gerado por v,
Ca(v) =A{p(A)(v); p(t) € K[t]}.
Relacionaremos algumas propriedades sobre subespagos ciclicos que serao uti-
lizadas posteriormente sem nenhuma referéncia. Observamos que o conhecimento

do polinémio minimal do vetor ¢é a principal fonte de informagoes sobre o subespago
ciclico gerado por ele, como veremos na proposicao a seguir.
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Proposicao 5.3.1 Seja A um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao
finita sobre o corpo K e seja v € V. um vetor nao nulo. Entdo

a) o conjunto B = {v, A(v), ..., A*~1(v)} € uma base para C(v), onde ko € o
grau do polinémio minimal de v. Em particular, dimC(v) = graum,(t);

b) vale a igualdade dos ideais anuladores: Sy = J¢(y);

c) se Ag : C(v) — C(v) € o operador linear induzido por restricio de A, entdo
o polinémio minimal de Ag € igual ao polinémio minimal de v.

Demonstragao a) Escolha um vetor w € C(v). Por definigao de subespago ciclico,
existe um polinémio

p(t) = apt™ + -+ - + ait + ag, tal que  w = p(4)(v).
Pelo algoritmo da divisao de Euclides temos que
p(t) = q(t)my(t) + r(t) com graur(t) < graum,(t) = k.

Dai segue que w = r(A)(v), em outras palavras, w é uma combinagao linear
de vetores de 8 = {v, A(v), ..., A¥~1(v)}, mostrando que 3 é um conjunto de
geradores para C(v). Os vetores de [ sdo linearmente independentes pois uma
combinacao linear

o1 AR (W) + -+ a1 A(v) + agv = o

define um polinémio p(t) = ako_ltk0*1 + .-+ ajt + ag no ideal anulador <, satis-
fazendo a condicao graup(t) < graum,(t). Logo, p(t) = 0, ou equivalentemente,
apy—1 = -+ = a1 = ap = 0, como desejdvamos demonstrar.

b) Provemos apenas a inclusao 3, C S¢(,). Seja p(t) um polindmio no ideal
anulador &,. Dado um vetor w € C(v), por definicdo de subespaco ciclico, existe
um polinémio ¢(t) € K[t] tal que w = g(A)(v). Observe que

P(A)(w) = p(A) 0 g(A)(v) = g(A) o p(A) (v) = o.

Portanto, p(A) é um operador que anula qualquer vetor em C(v), significando que
p(t) € Sc)-

¢) Novamente, demonstraremos apenas a inclusao S, C Sy, a inclusao oposta
ficard como exercicio. Afirmar que p(t) pertence ao ideal anulador 34, significa
afirmar que p(Ap)(w) = o para qualquer vetor w € C(v). Em particular, como
v € C(v) temos que p(Ap)(v) = 0. Desde que p(A)(v) = p(Ap)(v) = o concluimos
que p(t) pertence ao ideal anulador 3, mostrando a inclusdo 34, C I, como
pretendiamos. O
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Exercicios propostos 5.3.1

1. Quantos subespacos sao invariantes por A : R* — R* se o polinémio minimal do
operador é m4(t) = (2 +1) (2 +t+1)?

2. Sejam A um operador linear em V. Prove que C(u) = C(v) < existe um polinémio
g(t) € K[t] relativamente primo com m,(t) tal que g(4)(u) = v.

3. Dado A um operador linear no espago vetorial V' de dimensao finita sobre K, seja v €
V um vetor cujo polinémio minimal é m,, (t) = t* +ay_1t*~1 +---4ayt+ag. Denote
por Ay o operador em C(v) induzido por restricio de A. Calcule a representagao

de Ay na base ordenada 3 = {v, A(v), ..., A¥"1(v)}. A matriz obtida é chamada de
matriz companheira.

5.4 Espacos ciclicos

Seja A um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao finita sobre K.
Diremos que o espago é A-ciclico quando existe um vetor v € V tal que V = C(v).
Espacgos A-ciclicos admitem uma caracterizacao bastante simples através dos dois
principais polinémios associados ao operador. Com as hipdteses acima, temos a

Proposicao 5.4.1 O espaco V € A-ciclico se, e somente se, o polindomio carac-
teristico e o polinémio minimo de A sao iguais.

Demonstragao =) Suponha que exista um vetor v € V tal que V = C(v). Entao
valem as igualdades

graupa(t) = dimV = dimC(v) = graum,(t).
Como m,(t) divide ma(t) e ma(t) divide pa(t), como os polindémios sdo monicos
e como graumy(t) = graupa(t) concluimos que m,(t) = ma(t) = pa(t).
<) Vamos supor a igualdade de polindomios m4(t) = pa(t). Escolhamos um
vetor v € V cujo polindmio minimal é igual ao polinémio minimal de A. Entao
dimV = graupa(t) = graumy(t) = graum,(t) = dimC(v).

A igualdade dimensional implica imediatamente que V' = C(v). O

Exemplo 5.4.1 Consideremos o operador A : R® — R3, A(x,y,2) = (z,z,y). Se
a = {e1, ez, e3} é a base candnica do R? é facil verificar que A(e1) = e, A(ez) = e3
e A(e3) = e;. Como os iterados do vetor e; contém a base canonica, R? é um
espaco A-ciclico, mais precisamente, R® = C(e1). Examinemos com mais detalhes
o operador. O Teorema da decomposicio priméria afirma que R? decompde-se na
soma direta A-invariante,
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R3 = Nuc(A + Id) ® Nuc (A% + A+ Id),

pois o polindémio minimal é m(t) = (t +1)(t> 4+t +1). Com um pouco de célculo
determinamos as seguintes decomposicoes ciclicas para as parcelas primarias,

Nuc(A+1d) = C(v1) com v =(1,1,1),
Nuc(A2+ A+1d) = C(v2) com ve = (1,-1,0).

Logo, também é possivel decompor o espaco R? em duas parcelas A-ciclicas, a
saber, R? = C(v1) ® C(v2). Na préxima secdo descreveremos melhor as vérias
possibilidades de decomposigoes em soma direta por subespacos A-ciclicos. O

Exercicios propostos 5.4.1

1. Se o polinémio caracteristico do operador A : R? — R? ndo tem raizes reais, prove
que R2 é um espaco A-ciclico.

2. Verifique que R? é um espago A-ciclico e determine um vetor v tal que R?® = C(v)
quando A : R3 — R3 é o operador
a) Alz,y,2) = (x+4y — 3z, + 10y — 7z, x + 13y — 92).
b) A(x,y,2) = (x + 2z, —x + 2,z + y + 22).
3. Seja A : 'V — V um operador linear num espago vetorial de dimensdo finita.

Suponha que V é A-ciclico. Mostre que um operador B : V. — V que comuta
com A é um polinémio em A.

4. Prove que se um espaco vetorial de dimensao finita V' é A™—ciclico para algum
inteiro n > 2, entdao V é A—ciclico.

5. Demonstre que um subespago de um espago A-ciclico é também A-ciclico.

6. Seja A um operador linear num espaco vetorial V' de dimensao finita. Suponha que
V = C(v) e que m,(t) = p(t)" é a fatora¢do priméria do polinémio minimal de v.
Mostre que se s < r entao p(A)*(V) é um subespago A-ciclico gerado por p(A4)*(v)
com dimensao graup(t)” — graup(t)®.

5.5 Sobre a decomposicao ciclica
Um dos nossos objetivos é construir uma decomposigao ”canonica ” do espago em
uma soma direta de subespacos A-ciclicos,

V=C(v1))®C(v2) @B C(vm).

Esse serd o tépico tratado nos proximos dois capitulos. Como vimos no ultimo
exemplo, sem impor alguma restricao é possivel construir varias decomposicoes
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A-ciclicas de V néo isomorfas em geral. Para deixar mais claro essa idéia, apre-
sentaremos a seguir um teorema que garante um tipo de unicidade de decomposicao
ciclica impondo um minimo de restrigoes sobre as parcelas da decomposicao. Em-
bora seja um procedimento matematicamente exdrixulo apresentar um teorema
de unicidade sem antes saber se o objeto existe, estamos convencidos da sua con-
veniéncia. Na préxima defini¢do utilizaremos a terminologia usual. Seja

V = Nucp1(A)™ @ Nucpa(A)? @ --- @ Nucpg(A)"*

a decomposicao priméria determinada pelo operador linear A : V — V.

Definig¢ao 5.5.1 Uma decomposicdo A-ciclica de V é uma decomposicdo em soma
direta de subespacos A-ciclicos na qual cada parcela da decomposicao primdria estd
decomposta na forma,

Nucpi(A)" = C(v1) ®C(v2) -~ @ Clvm,),
graup;(t)" = dimC(v1) > dimC(v2) > - -+ > dim C(vyy,).

Em tempo, uma representacao de Jordan de um operador é obtida a partir
de uma tal decomposicao. Ja dissemos que a existéncia de uma decomposicao
A-ciclica serd demonstrada posteriormente. Aqui nos ocuparemos da unicidade
dimensional da decomposigao A-ciclica explicada no teorema abaixo. O estudo
fica reduzido a operadores para os quais o polindmio minimal é poténcia de um
unico polinémio primo p(t) pois, em geral, s precisaremos examinar o operador
A; ¢ Nucpi(A)"" — Nucp;(A)™, induzido por restricio de A, cujo polindémio
minimal é p;(¢)™.

Teorema 5.5.1 (Teorema da unicidade dimensional ciclica) Seja A um op-
erador linear no espago vetorial V de dimensdo finita sobre o corpo K cujo polinémio
minimal € poténcia de um unico polinémio primo, ma(t) = p(t)". Se existe uma
decomposicao A-ciclica

V=C(v1) ®C(v2) D --- & C(wp),

graup(t)” = dimC(v1) > dimC(vg) > -+ > dim C(vy),

entao esta decomposicao é dimensionalmente unica no sequinte sentido. Para qual-
quer outra decomposicdo A-ciclica

V =C(u1) ®Clug) @ -+ @& Cluy),

graup(t)” = dimC(uy) > dimC(uz) > --- > dim C(uy),

o numero de parcelas sao iguais e dimC(v;) = dim C(u;)
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A demonstracao do teorema é um laborioso cdlculo dimensional e, certamente,
quebrard o ritmo de leitura. Se por um lado a compreensao do enunciado é impor-
tante, por outro lado a técnica de demonstracao nao mais se repetira, nao ocor-
rendo perda alguma caso a leitura da demonstracao seja omitida. No momento, o
mais importante é compreender e ilustrar o resultado solucionando alguns proble-
mas propostos. Em tultima andlise a aspereza da demonstracao é consequéncia de
estarmos demonstrando a unicidade da representagao de Jordan para um operador.
De qualquer modo, a prova estd na proxima secao. Finalmente, observamos que
o Teorema da unicidade dimensional ciclica estd mostrando o isomorfismo entre
todas as decomposicoes ciclicas definidas por um operador.

Exemplo 5.5.1 Suponha que os polinémios minimo e caracteristico de um oper-
ador linear A : R® — R sejam, respectivamente,
ma(t)=({t—-172t+3) e palt)=(t—-1)7°t+3)%
Pelo Teorema da decomposicao primaria e corolarios sabemos que
R® = Nuc (A — Id)?> @ Nuc (A + 31d),

com dim Nuc (A —1d)? = 3 e dim Nuc (A+3Id) = 2. Se existe uma decomposicio
A-ciclica de R® ela deve satisfazer as seguintes condicoes dimensionais,

Nuc (A —Id)? =C(v1) ® C(vg), Nuc (A + 31d) = C(v3) & C(va),

grau (t —1)? = dim C(vy) > dim C(v2) grau (t +3) = dimC(vs) = dimC(vy).
—_———  —— —_—  ———
=2 =1 =1 =1

A representacdo matricial do operador na base
ordenada [ = {v1, A(v1)} U {va2} U {vs} U

{v4}, fica sendo a matriz ao lado. A matriz serd (4]
a mesma se escolhermos qualquer outra decom- B
posicao ciclica respeitando-se, é claro, a ordem

das parcelas da decomposicao primaria. O

Exercicios propostos 5.5.1

1. Descreva todas as decomposicoes A-ciclicas que podem ocorrer quando A é um
operador linear num dos seguintes espacos.

a) V=R% b) V=R ¢ V=C2 d) V=C3
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2. A representacdo matricial na base ordenada 3 =
{v1,v2,v3,v4,v5} do operador linear B : R® — R
é a matriz ao lado.

a) Mostre que R®> = Cp(v1) ® Cp(vz2) e calcule [Bls =
a dimensao de cada parcela.

b) Determine uma decomposicao A-ciclica
quando A = Id + B.

3. Descreva as possiveis decomposicdes ciclicas determinadas pelo operador A : RS —
RS supondo que os polinémios minimo e caracteristico sao os indicados.

a) ma(t) =2 +1)(t—3) e palt)=(*+1)%(t—3)%
b) ma(t) =2 +1)(t—3)2 e pa(t) = >+ 1)%(t - 3)2

4. Seja A um operador linear no espago vetorial V' de dimensao finita sobre K. Prove
as seguintes afirmacoes sobre espacos ciclicos.

a) Se w € C(v) entao C(w) C C(v).
b) q(A) (C(v)) =C (¢(A)(v)) para qualquer polinémio ¢(t) € K[t].

¢) Se existe uma decomposi¢do V = C(v1) ® C(va) @ - - - & C(vyy,), entdo
p(A) (V) =C(p(A)(v1)) & C(p(A)(v2)) & - - - & C(p(A)(vm)),
para qualquer polindémio p(t) € K[t]. (Sugestao: para o item 2 compare os
conjuntos
{ q(A) (C(v)) = {q(A) o p(A)(v) € K]},
C(q(A)(v)) = {p(A) o q(A)(v) € K[t]}.

No item 3 utilize os anteriores e um critério para identificar uma soma direta.)

5.6 Apéndice

Esse apéndice é dedicado a prova do Teorema da unicidade dimensional da de-
composicao ciclica. Antes de inicid-la examine o Exercicio Proposto 4 da secao
anterior.

Demonstracao do Teorema da unicidade dimensional Recordamos que por
hipétese a fatoracao priméria do polinomio minimo de A é m4(t) = p(t)", portanto
qualquer vetor tem polindmio minimal do tipo m,(t) = p(t)* e por conseguinte
temos que dim C(v) = graup(t)?.

Dada uma decomposicao de V' em subespacos A-ciclicos é conveniente apre-
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senta-la de outra forma,

C(vi1) ®C(viz2) & -+ & C(v1k,)® — dimC(v;j) = graup(t)™
v C(v21) ® C(vaa) ® -+ - ® C(vak,)® — dimC(vj) = graup(t)™
C(vm1) ® C(vm2) ® -+ - & C(Vmk,n ), — dim C(v;;) = graup(t)™™

onde estao relacionados por lionha os subespacgos de dimensao grau p(t)™, indicada
ao lado, cujos expoentes estao ordenados como r =1y > 19 > - > 1y > 1.

Consideremos uma segunda decomposicao A-ciclica,

C(u11) ® C(ui2) ® -+ ® C(uin,)® — dim C(u;j) = graup(t)*
v C(u21) ® C(uz2) ® -+ & C(uzn,)® — dim C(u;j) = graup(t)*?
C(uar) ® C(uaz) ® - -+ ® C(udn,), — dim C(us5) = graup(t)*

com r = s > -+ > §g > 1. Comparemos inicialmente os comprimentos das

primeiras linhas avaliando o operador p(A)*'~! em ambas decomposicdes, lem-
brando que por definicao de decomposicao ciclica temos as igualdades r = 1 = s1,

p(ATHV) = C(p(A) T (v)) @ @ C (p(A) (1)

pA*THV) = C(p(A)* H(un)) @ @ C (p(A)* ™ (uan,))

como
dimC (p(A4)* 7 (v15)) = graup(t) = dimC (p(A)* " (u1y)) ,
podemos contar as dimensoes das parcelas e obter
dim p(A)*1 =1 (V) = ky graup(t) = n1 graup(t).
Portanto, k1 = n1, como queriamos provar.

A demonstragao seguird por indugao. Vamos supor que ja tenhamos mos-
trado que as duas decomposicoes satisfazem a unicidade dimensional até a j-ésima
linha, isto é, se 1 < i < j, as i-ésimas linhas tém o mesmo nimero de parcelas e
as parcelas tém as mesmas dimensoes, em outras palavras,

ki =n; e dimC(vp;) = dimC(uy;) para 1<p <k, e 1<i<j.
Note que se numa decomposicao existe a (j + 1)-ésima linha na outra de-

composi¢gao necessariamente existe uma (j + 1)-linha, caso contrério, facilmente
chegariamos a uma contradigao sobre a dimensao do espaco V utilizando a hipétese
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de indugdo. Vamos supor por absurdo que vale uma desigualdade entre os (j 4 1)-
ésimos expoentes, por exemplo, rj1; > Sj+1 (para rj;; < sjy1 0s argumentos
sao semelhantes). Sendo assim, avaliando o operador p(A4)%+1~! nas duas decom-
posicoes podemos afirmar que

1. Na primeira decomposicio obtemos o espaco p(A4)%+1~! (V) com j+1 linhas,
cada linha com k; parcelas e cada parcela na i-ésima linha tem dimensao igual
ao graup(t)Ti_(Sj+1_1);

2. Na segunda decomposigao obtemos o mesmo espaco p(A)%+1~1 (V) com j
linhas, cada linha com n; parcelas e cada parcela da i-ésima linha tem di-
mensao grau p(t)%—(si+1=1),

Isso é uma contradi¢do sobre a dimensdo de p(A)%+1~1 (V). Com efeito. Por
hipétese de inducao sabemos que r; = s; e k; = n; se 1 < ¢ < j, e na primeira
avaliacdo obtemos uma dimensdo para p(A)%+1~! (V) maior que aquela fornecida
pela segunda avaliacao pois esta tltima possui uma linha a menos. Isto termina a
demonstragao do Teorema da unicidade dimensional da decomposicao ciclica. O



Capitulo 6

Representacao candnica (I)

O Teorema da decomposicao primdria fornece uma macro decomposicao de um
operador. O objetivo desse (e do capitulo Representacao canonica (II)) é mostrar
como cada parcela da decomposicao primaria pode ser decomposta em subespacos
ciclicos. Feito isso teremos condicoes de construir a representacao de Jordan, o
retrato de um operador linear com seu melhor perfil. A técnica utilizada é estudar
operadores diagonalizdveis e operadores nilpotentes. Para deixar claro a estru-
tura desse capitulo faremos um resumo da linha de desenvolvimento. Novamente,
recordamos que os tnicos corpos considerados sao R ou C.

Examinando a fatoragdo priméria do polindmio minimal de um operador A :
V=V, ma(t) =pi(t)"p2(t)™ - - - pr(t)™*, iremos construir uma base especial para
cada parcela da decomposicao primaria correspondente a um dos quatro tipos de
fatores:

I p(t)=(t—N),
IL p(t) = (=N,
I p(t) = (t— \)? + 72,
IV p@t) = [(t—N2+72]",

ondereN,;r>1,7€e€Rer>0.

E claro que um polinémio do tipo p(t) = (t—X)2+72, 7 > 0 86 ocorre como fa-
tor primo de um polinémio minimal quando o espago vetorial é real. Nesse capitulo
estudaremos o caso I e II deixando os outros para um apéndice, pois envolve uma
técnica complementar. Para simplificar os enunciados das proposigoes sobre a ex-
isténcia de uma decomposicao ciclica iremos assumir que a decomposicao priméria
possui uma tunica parcela e nos casos com mais de uma parcela adaptamos o re-
sultado fazendo a restrigdo do operador a cada uma das parcelas da decomposicao
primaria.

88
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6.1 Autovalores e autovetores

Na sequéncia A denotard um operador linear no espago vetorial V' de dimensao
finita sobre o corpo K. Nessa secao estudaremos as raizes do polinémio carac-
teristico. Um escalar A € K é um autovalor de A se, e somente se, existe um vetor
nao nulo v € V tal que A(v) = Av. Um vetor nao nulo satisfazendo a condigao
A(v) = \v é chamado de autovetor associado ao autovalor A. O autoespaco asso-
ctado ao autovalor A é o conjunto definido por

Vi={v eV, A(v) = \v}.

Verifica-se sem esfor¢o algum que V), é um subespago invariante pelo operador A.
Note que somente o vetor nulo em V) nao é um autovetor associado ao autovalor
A. Em alguns textos autovalor é chamado de valor proprio ou valor caracteristico
e, acompanhando a terminologia, autovetor é chamado de vetor préprio ou vetor
caracteristico. Caracterizemos um autovalor de um operador A :V — V.

Proposicao 6.1.1 Sao equivalentes as sequintes afirmagoes.
a) A € K € autovalor de A.
b) \MIld— A :V —V é um operador linear nao invertivel.

c) A € K € uma raiz do polinémio caracteristico pa(t).

Demonstragao a) = b) Se A é autovalor de A, por definigao existe um vetor nao
nulo tal que A(v) = Av. Logo v pertence ao niicleo do operador A\Id— A : V — V,
significando que esse operador é nao invertivel.

b) = a) Se AId — A nao é invertivel, pelo Teorema do nicleo e da imagem
concluimos que Nuc(Ald — A) nao é trivial. Logo existe um vetor v nao nulo
tal que (AMd — A)(v) = 0. E imediato concluir que \ é autovalor e v é autovetor
associado, mostrando a).

b) & ¢) Basta utilizar um critério ja demonstrado anteriormente. O operador
A d — A nao é invertivel & 0 = det(Ald — A) = pa(N). 0

Quando V é um espago vetorial real, alguns operadores podem nao ter au-
tovalores, para que isso ocorra ¢é suficiente que o polindomio caracteristico nao
tenha raizes reais. Em tal caso, o espaco V deve ter dimensao par. Se ma(t) =
(t—N)p2(t)™2 -+ - p(t)™* é a decomposi¢ao priméria do polindémio caracteristico de
A, o leitor pode mostrar que a parcela Nuc(A — AId) da decomposi¢ao primdria
de V' é o autoespaco V).

A condigao b) da proposicao acima permite transferir o conceito de autovalor
para matrizes quadradas N € M (n,K). Um escalar A € K é autovalor da matriz
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N se, e somente se, a matriz AI — N nao é invertivel. Da mesma forma, um
autovalor de uma matriz é uma raiz do seu polinémio caracteristico. Portanto, os
autovalores de um operador A : V' — V s@o os autovalores de uma representagao
matricial [A] ;.

Exercicio 6.1.1 Qual a dimensao do subespaco ciclico gerado por um autovetor
de um operador linear? a

Exemplo 6.1.1 Calculando o polinémio caracteristico do operador linear
AR —R? A(z,y) = (a2 +y,2+y),

obtemos o polindmio p4(t) = t(t —2), logo os seus autovalores sao escalares A\; = 0
e Ay = 2. O Teorema da decomposicao priméria garante a decomposi¢ao V =
NucA® Nuc (A — 2Id). E imediato concluir que cada parcela da decomposicio
é um autoespaco associado a um autovalor, fato que permite-nos reescrever a
decomposicao como soma direta dos autoespagos V = V), @ V),. Com um calculo
simples encontramos que u = (1,—1) e v = (1,1) sao autovetores associados aos
autovalores A\; = 0 e Ay = 2, respectivamente. Na base ordenada 8 = {u,v} a
representacao de A é a matriz diagonal

[A]ﬁ:[gg]. 0

Embora trivial, deixaremos registrado o primeiro resultado sobre a existéncia
de uma decomposicgao ciclica.

Teorema 6.1.1 (Teorema da decomposicgao ciclica I) Seja A um operador
linear num espago wvetorial V de dimensdo n sobre K com polinémio minimal
ma(t) =t — A. Entao existem vetores vi,va,...,vy, € V tais que

V =2Z(v) ®Z(v1) - ® Z(vn),
grau(t — \) = dimZ(v1) = dimZ(ve) = - - - = dim Z(vy,).

Essa decomposicio A-ciclica € dimensionalmente unica.

Demonstragao E claro que V = Vi = Nuc (A — M d). Portanto, se escolhemos
uma base ordenada qualquer 3 = {v1,v9, ..., v, }, 0 espago decompde-se numa soma
direta dos espagos A-ciclicos {C(v;)};—,. Como a base é formada de autovetores,
os subespagos ciclicos tém dimensao 1. a
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Nas condigoes da proposicao acima, a base A
0 construida é chamada de base de Jordan A
e a representagdo Jordan de A é a matriz [A]lg =

diagonal n x n, [A]lg = {\, A, ..., A}

Exercicios propostos 6.1.1

Todos os espagos considerado a seguir tém dimensao finita.

1. Qualquer operador num espago vetorial complexo ou num espago vetorial real de
dimensao impar tem pelo menos um autovalor. Prove a afirmacao.

2. Sema(t) = (t=N)pa2(t)™ - - px(t)™ é a decomposigao priméria do polindémio minimal
de A :V — V, prove que a parcela Nuc(A — AId) da decomposigdo primdria
correspondente é o autoespago V).

. Sejam vy, va, ..., v autovetores do operador A : V — ssociados aos autovalores

3. Seja , V9, ..., Uy autovet do operador A : V — V a dos aos autovalore
A1, A2, ..., A, respectivamente. Se os autovalores sao dois a dois distintos, mostre
que os autovetores sao linearmente independentes.

4. Se todo vetor nao nulo v € V é autovetor associado a um autovalor A de um operador
linear A:V — V, entdo A = Ald.

5. Seja A um operador linear num espago vetorial V' de dimenséao finita sobre o corpo
K. Se p(t) € K[t] é um polinémio tal que p(A) = 0, entdo toda raiz de p(t) é um
autovalor de A?

6. Demonstre as seguintes afirmagoes sobre um operador linear A : V — V.

a) Se A é um autovalor de A entdo p(\) é um autovalor de p(A), para qualquer
polinémio p(t) € K[t].

b) A é invertivel < todo autovalor de A é diferente de zero.
c) Quando A é invertivel, o operador A~ é um polinémio em A.
d) Se A é invertivel entdo o conjunto de autovetores de A e A~! coincidem.
7. Utilizando um argumento indutivo sobre a dimensao demonstre que todo operador

linear A num espaco vetorial complexo V' de dimensio finita admite uma repre-
sentagdo por uma matriz triangular superior [A] 5

6.2 Operadores diagonalizaveis

Um operador linear A : V. — V é diagonalizdvel se existe uma base 6 C V
formada por autovetores. O termo diagonalizdvel é sugestivo, pois numa base
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B = {v1,v,...,v,} formada por autovetores a representacao do operador é um
matriz diagonal,

[A]ﬁ = dz'ag{)\l, )\2, ceey )\n},
desde que A(v;) = A\jv;. Observamos que os autovalores nao sao necessariamente
distintos. Para saber sob quais condigoes podemos diagonalizar um operador,

basta examinar a fatoracao primdria do seu polinémio minimal e verificar se ela é

da forma m4(t) = (t — A)(t — A2) -+~ (t — A\) onde A\; # Aj se @ # j.

Proposicao 6.2.1 Seja A um operador linear num espaco vetorial de dimensao
finita V. Entdo A € diagonalizdvel < o polinémio minimal de A fatora-se em um
produto de polinomios lineares distintos.

Demonstracao =) Escolha uma base ordenada vy = {v1,v2,...,v,} constituida
de autovetores do operador. Reindexando = podemos construir uma nova base
ordenada

— —
B - {’Ulla "'7’0181} y---u {vkh "'7’Uksk}
na qual todos os elementos de um mesmo subconjunto indicado sao autovetores
de um tnico autovalor, A(vij) = Awvj;, para todo j, 1 < j < k;. Feito isso,
representamos o operador A como uma matriz diagonal,

[A]g = diag{\iIs,, Nolsy, ..., N5, },

em que [, ¢ a matriz identidade s; x s;. Dessa representacao matricial segue que
podemos decompor V' em uma soma direta de autoespagos

V=V @&V & - &,
Logo, dado um vetor v € V podemos decompo-lo em k parcelas,
V=101 +v2+ -+ v comv; € V).

Também pela representacao matricial é possivel concluir que o polinémio carac-
teristico do operador é da forma

pa(t) = (t— A1) (t — A2)%2 - -+ (t — Ag)®*.
Consideremos o polinémio
m(t) = (t— A1)t —X2) -+ (t — Ag),

avaliemos m(t) no operador e calculemos a avaliagdo num vetor v = v1 + vy +
-+ 4 vE. Como os fatores de m(A) comutam, desde que sao polindémios em A, e
(A — \iId)(vi) = 0 temos que

mA) = Y mA)w)
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k
= Z: ( (A—M\Id)o (A—)\ild)o--.o(A—AkId)> o (A — NId)(v;)

i=
=0
= o.

Isto é suficiente para demonstrar que m(t) = m4(t), pois ele é aquele polindémio de
menor grau no ideal anulador de A cuja fatoracao contém todos os fatores primos
do polinémio caracteristico.

<) Vamos assumir que
ma(t) = (t— )t —Xa)---(t—=Ag), com A #\j se i#j.
Sendo assim, cada parcela da decomposicao primaria
V = Nuc(A—XId) @ Nuc(A—X2Id)®--- B Nuc(A— \Id)
¢ um autoespago. Escolhida uma base ordenada §; de V), = Nuc (A — \Id), a

uniao ordenada (3 —U (B; ¢ uma base ordenada de V formada por autovetores. Por
definicao, A é diagonalizavel. a

Diremos que uma matriz quadrada é diagonalizdvel quando ela é conjugada a
uma matriz diagonal.

Exercicios propostos 6.2.1

1. Verifique se o operador é diagonalizdvel e, em caso positivo, determine uma base
ordenada que diagonaliza o operador e dé a representacao matricial nesta base.

a) A:R3 - R3 A(z,y,2) = (z,2 + 2y, +y — 32).

b) A:R3 - R3 A(x,y,2) = (z —y,220 + 2y + 22,2 +y — 22).
c) A:R® = R3 A(z,y,2) = (v — 2y,3y — 4z, —y + 32).
d) A:R® - R3, A(z,y,2) = (v,2 +2y,x +y — 32).
e) A:C? — C3, A(z,y,2) = (z, =2z +y + 22, —2x + 2y + 32).
f) A:R? - R?% A(x,y) = (bx — :E+3y)
g) A:R® = R% A(z,y,2) = (y,2,—x — y).
2. Mostre que a matriz N € M(3,R), 3. Mostre que a matriz N € M(n,K),
descrita abaixo, é diagonalizavel. descrita abaixo é conjugada a uma
matriz diagonal.
0 1 0
N=|0 0 1]. 0 —1
N = .
130 { 2 3 ]

4. Demonstre que todo operador A : R? — R? do tipo A(x,y) = (az + by, bx + cy) é
diagonalizavel.
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10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.
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. Mostre que toda involugao e todo operador idempotente num espago vetorial de

dimensao finita é diagonalizavel.

. A restrigao de um operador diagonalizavel a um subespago invariante é um operador

diagonalizavel? Justifique sua resposta.

Suponha que A : V — V é um operador linear diagonalizdvel num espago vetorial
de dimensao n. Prove que V é A-ciclico < A tem n autovalores distintos.

. Se A:V — V é um operador diagonalizdvel e W; C V' é um subespaco invariante,

entao existe outro subespago invariante Wy C V tal que V.= W; ¢ Ws.

. Sepa(t) = (t—=A1)({t—A2) - (t=Ap) com \; # A; se i # j é o polindémio caracteristico

do operador linear A : V — V, demonstre que tr A" =Y A7

Suponha que A : V' — V é um operador diagonalizavel tal que pa(t) = mal(t).
Quantos subespagos invariantes existem?

Encontre uma condicao sobre os valores de

a,b,c,d, f necessaria e suficiente para que a N =
matriz N, descrita ao lado, seja conjugada a

uma matriz diagonal.

QU Qe =
o0 RO
~ w oo
w o oo

Prove que um operador linear é diagonalizavel se, e somente se, qualquer repre-
sentacao matricial do operador é uma matriz diagonalizével.

Um operador que comuta com qualquer operador diagonalizavel é uma homotetia!
Prove essa afirmagao.

Determine N € M (3,R) tal que 15. Calcule N7 quando N é a matriz des-
crita abaixo.
3 —1 1
N=| -1 3 1]. N:[ 62}
2 2 2 -2 9

Dado um operador linear A num espago vetorial V' de dimensao dois prove que V =
C(v) (A-ciclico) ou A é uma homotetia. Os dois fatos nao ocorrem simultaneamente.

Suponha que um operador linear A num espago vetorial real V' de dimensao n tenha
n autovalores distintos. Demonstre que nem sempre existe um operador linear B
tal que A = B2,

Fixado uma matriz N € M(2,K), considere o operador linear A : M(2,K) —
M(2,K), A(X) = XN. Mostre que A nao é diagonalizdvel.

Dada a matriz A € M (2,K), defina um operador linear A : M (2,K) — M (2,K) por
A(X)=NX — XN. Se N é diagonalizdvel entdo A ¢ diagonalizavel.

Sejam D um operador diagonalizavel num espago vetorial V' de dimensao n sobre
o corpo K com autovalores {\;}7_; (possivelmente com repeticoes) e p(t) € K[t].

Prove que p(D) ¢ diagonalizavel e que {p()\;)}}_; sdo os autovalores de p(D).
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6.3 Operadores nilpotentes

No Teorema da decomposicao priméaria surge um operador linear com propriedades
especiais. As restri¢oes p(A) : Nucp;(A)" — Nucp;(A)" satisfazem a identidade
pi(A)" = 0. Tais tipos de operadores recebem um nome particular.

Diz-se que um operador B num espacgo vetorial de dimensao finita V' é nilpo-
tente se seu polinémio minimal é do tipo mp(t) = t". O inteiro r é chamado de
nilpoténcia de B e satisfaz a desigualdade r < dim V pois

r=graump(t) < graupp(t) = dim V.

Exercicio 6.3.1 Mostre os trés fatos sobre um operador nilpotente B : V — V.

a) O operador nilpotente define uma sequéncia de ntcleos do tipo

V = NucB" D NucB"™' D --- D NucB D NucB° = {o}.
b) B induz por restri¢do um operador B : Nuc Bt — Nuc B~

¢) Um vetor v que pertence ao subespaco Nuc B' mas nao pertence ao sube-
spaco Nuc B"~! tem polinomio minimal m,, () = #'.

De modo anélogo, diremos que uma matriz N € M (n,K) é nilpotente com
nilpoténcia r se seu polindmio minimal é o polinémio my(t) = t". A relagao entre
as duas definicoes é 6bvia, afirmar que um operador B é nilpotente é equivalente
a afirmar que qualquer representacao matricial [B] 3 é uma matriz nilpotente.

Exercicio 6.3.2 Verifique que a matriz N € M (2,K) é nilpotente e calcule o
traco e o determinante,
N [ 10 —4 ] . 0

25 —10

Exemplo 6.3.1 Seja K, [t] o anel dos polindmios com grau menor ou igual a n.
A derivacio D : K,[t] — K,[t], D(p(t)) = p'(t), é nilpotente e mp(t) = t"+1. O

Exemplo 6.3.2 O operador linear
B: K" — K", B(zy,x9,...,x5) = (0,21, T2, ..., Tp_1),

é nilpotente com polinémio minimal mpg(t) = t" = pp(t). Portanto, o espago é
B-ciclico. Nesse caso, é simples verificar que R” = C(e1) em que e; é o primeiro
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elemento da base canonica pois o C C(ey). - -
Logo, sua representagdo na base [ =
{e1,B(ea), ..., B 1(e1)} = a é a matriz
n x n descrita ao lado. Um dos nossos
objetivos é mostrar que qualquer operador
nilpotente pode ser representado por uma
diagonal de matrizes como essa. O - -

_ O
=)

_ o

o O

Exemplo 6.3.3 Vamos supor que A : V — V é um operador linear tal que
ma(t) = (t — A)"™ no qual n = dim V. Considere o operador linear

B:V =V, B(v)=(A-\d)(v).

Sendo assim, é imediato concluir que o polinémio minimal de B é o polinémio
mp(t) = t". Por definigdo, o operador B é nilpotente com nilpoténcia n, de
onde segue que o espacgo vetorial é B-ciclico. Escolhendo um vetor v € V tal
que V = C(v) e considerando a base ciclica 3 = {v, B(v), ..., B 1(v)} temos para
representacao matricial de B na base § a matriz n X n semelhante a matriz do
exemplo anterior. Como [B]g = [A — Ald]g, podemos escrever

[B]g =

[0
1

0
0
1

0
1

0
0

[A]g =

A
1

0
A
1

A
1

0
A—

Na demonstracao do préximo teorema de decomposicao necessitaremos de al-
gumas informacgoes.

Lema 6.3.1 A sequéncia de nicleos de um operador nilpotente B com nilpoténcia
r satisfaz as sequintes propriedades.
a) Todas as inclusées sao proprias,
V = NucB" 2 NucB"™ ' 2 --- 2 NucB 2 NucB° = {o}.

b) Se W € qualquer subespaco complementar @ Nuc B/ em Nuc Bit!, em outras
palavras, se Nuc B/*t = W @ Nuc B?, entdo B(W) N Nuc B’~! = {o}.

Demonstragao a) Seja v € V = NucB" um vetor cujo polindmio minimal é
igual ao polinomio minimal de B, isto é, m,(t) = t". E claro que o polindémio
minimal de v; = B'(v) é m;(t) = t"~¢, portanto v; € Nuc B"~*. Suponha por
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absurdo que Nuc B' = Nuc B!, para algum i, entdo B(i_l)(vi) = o, significando
que B! (BT*"(U)) = 0. Logo o polinomio m(t) = #"~1 estd no ideal anulador de
v e tem grau menor que o grau do seu polindomio minimal, uma contradicao. Isso
mostra que todas as inclusoes sao proprias.

b) A argumentagao é a mesma. Se existisse um vetor nao nulo na intersegao
B(W) N Nuc B’~! esse vetor teria polindmio minimo m,(t) = # e o polinémio
p(t) = /=1 perteceria ao ideal anulador 3, evidentemente uma contradicio. O

Exercicios propostos 6.3.1

1. Prove que toda matriz conjugada a uma matriz nilpotente é nilpotente.
2. Descreva uma matriz n X n que é simultaneamente diagonalizdvel e nilpotente.

3. O produto de duas matrizes n X n que comutam com uma delas nilpotente, implica
que a outra é uma matriz nilpotente. Verifique essa afirmagao.

4. Uma matriz 2 x 2, N, é nilpotente < tr N =0 e det N = 0.

5. O operador obtido por restrigdo de um operador linear nilpotente a um subespaco
invariante é um operador nilpotente?

6. Demonstre que um operador nilpotente B com nilpoténcia r num espacgo vetorial de
dimensao finita V' determina a sequéncia de subespaco

V2ImB2ImB22 - 2ImB™!2ImB"={o}.
7. Seja A um operador linear no espaco vetorial de dimensao finita V. Prove a
afirmacao: se A® = 0 para algum inteiro s > dimV entao A" = 0 para algum
inteiro r < dimV.

8. Mostre que o operador linear B : R*—R?%, .

B(x1,x9,x3,24) = (22,3, 24,0), é nilpotente (1) 0

e encontre uma base ordenada 3 C R* tal que (B] 8= 10

a representacao matricial de B é uma matriz 10

como descrita ao lado. -
9. Verifique que as matrizes 0 00 0

ao lado sado nilpotente J = 10 J=1a 0 0

calculando diretamente as ! 1 0 » U2

poténcias J, J2, J3, etc. 1 0 ¢ b 0]

10. Uma matriz triangular inferior (respect. superior) com todos os elementos da diag-
onal principal iguais a zero é nilpotente?

11. Seja N € M(n,K). Se tr N7 = 0 para todo j > 1, entdo N é nilpotente.

12. Se N e P € M(n,K) sdo matrizes tais que NP— PN comuta com N entdo NP—PN
é nilpotente (Lema de Jacobson).
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6.4 Decomposigao ciclica 11

Nessa secao construiremos uma decomposicao ciclica para um operador linear cujo
polindémio minimal é poténcia positiva do polindémio p(t) = (t—1). A demonstracao
é construtiva e deve ser repetida nos exemplos. Antes de enuncia-lo, colocaremos
uma observagao como exercicio.

Exercicio 6.4.1 Dados um operador linear A : V — V e um escalar A € K,
considere o operador linear B : V. — V, B(v) = (A — A\Id) (v). Mostre que para
todo v € V vale a igualdade de subespagos ciclicos C4(v) = Cp(v). Sugestao:
utilize o desenvolvimento de Taylor de um polinémio em torno de ¢ = 1. O

Teorema 6.4.1 (Teorema da decomposicao ciclica IT) Seja A um operador
num espaco vetorial V de dimensdo finita sobre o corpo K com polinémio minimal
ma(t) = (t — \)". Entao existem vetores v1,va,...,v, € V tais que

V =C(v1) ®C(vg) ®---®C(vy),
grauma(t) = dimC(v1) > dimC(vg) > - -+ > dimC(vy,).

Essa decomposicao é dimensionalmente inica.

Demonstragao Pelo exercicio acima ¢é suficiente construir uma decomposigao ci-
clica para o operador B : V. — V, B(v) = (A — Id) (v) que é nilpotente com
mp(t) = t". Uma decomposicao ciclica para B é também uma decomposi¢ao
ciclica para A. Consideremos a sequéncia de nicleos

V = NucB" 2 NucB""'2--- 2 NucB 2 NucB® = {o}.
Sendo as inclusoes préprias, é possivel escolher um subespaco Wy complementar ao
subespaco Nuc B"' em V = Nuc B", e uma base ordenada 3y de Wy. Guardemos
esses dados,
V=W,s KerB™™1 e Go = {1)01,2102, ...,Uoko} C Wo.

Observemos que cada vetor na base y tem polinémio minimal m,,, (t) = mp(t) =
t". Isso implica que o subespaco ciclico gerado por um vetor vy; € Gy tem dimensao
r. Mostremos que o conjunto de vetores

B(6o) = {B(vo1), B(vo2), ---s B(vok,) }

é linearmente independente no espaco Nuc B"~!. Com efeito, considere a com-
binacao linear

a1 B(vo1) + agB(vo2) + - - - + aky, B(vok,) = o.
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Avaliando o operador B"~2 na combinacao linear temos as implicacoes
a1B" Y(vo1) + aaB" " H(vg2) + - + agy B" (o) =0 =
a1vo1 + agvez + -+ + apyvok, € KerB ! =
a1vo1 + agvo2 + - - - + Ak, Vok, € KerB™'nWy = {0} =

a1:a2:‘-':ak0:0.

Pelo que foi demonstrado no lema anterior é possivel escolher um subespaco Wy C
Nuc B"! satisfazendo as condicoes

NucB"™ ' =W, ® NucB™™* e B(W,) C W.

Escolhemos para base ordenada de Wi um conjunto da forma

Bl — B(/BO) U {Ulla V12, ey vl]ﬂ}'
Tal construcao decompoe V em soma direta,
V=WyeW & NucB" 2

e fornece uma base ordenada 3; de Wi na qual todo elemento possue polindmio
minimal ¢"~!, implicando que o espaco ciclico gerado por um elemento da base
(1 tem dimensao r — 1. Repetindo esse processo um nimero r de vezes, sempre
recorrendo-se ao lema, construimos uma soma direta V =Wy W1 --- b W,_4
na qual cada parcela satisfaz a condicao

Wi C NucB™™ e W;N NucB ™ = {0},
Além disso, construimos uma base ordenada para W; pela regra indutiva

Bi = B(Bi—1) U {vi1, vi2, ..., vik, }

onde cada elemento v;; desta base é um vetor com polindmio minimo t"~*. A
tabela abaixo apresenta esquematicamente a base ordenada de V obtida no final
do processo,

WO Vo1 .. UOk)g

W1 B('Uol) .. B(’Uoko) V11 .. vlkl

Wr—l B”_l(vol).. Br_l(voko) BT_2(U11).. BT_Q(’UM,I) Vr—1,1 v | Ur—1,kp_y
C(’Uol) .. C(Uoko) C(’Ull) .. C(Ulkl) C(Urfl’l).. C(’Urfl’kril).
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A i-ésima linha descreve a base ordenada para o espaco W; e a j-ésima coluna
contém a base ordenada para o espago B-ciclico gerado pelo vetor no alto da
mesma coluna. Como vale a soma direta V =Wy d W1 & --- ® W,_1, a dimensao
de V é a soma dos ntimero de vetores em cada linha. Por outro lado, é evidente
que obtemos o mesmo total ao somarmos o nimero de vetores em cada coluna,
isto é, a dimensao de V é a soma das dimensodes dos espacos B-ciclicos indicados
na base da tabela. Portanto, V' é a soma direta desses espagos B-ciclicos.

Finalmente, o vetor v;; € W; no alto da tabela tem, por construgao, polinomio
minimal "%, logo as dimensoes dos espacos B-ciclicos indicados na base da tabela
formam uma sequéncia decrescente na ordem de apresentacao, da esquerda para a
direita, com o primeiro elemento satisfazendo a condi¢ao dim C(vo1) = graump(t).
Isto mostra a existéncia da decomposicao A -ciclica. A unicidade dimensional j&
foi mostrada no capitulo anterior. a

Com as hipdteses e notagao do Teorema da decomposicao ciclica II, temos que

Corolério 6.4.1 A dimensdo do nicleo de B = A — Al d € igual ao nimero de
parcelas da decomposicao ciclica.

Demonstracao Examinando a tabela construida na demonstragdo, verificamos
que W,_1 = Nuc B. Como a dimensao desse ntcleo ¢ igual ao nimero de vetores
na ultima linha, o niimero de vetores nessa linha é igual ao niimero de colunas da
tabela e cada coluna corresponde a uma base de uma das parcelas da decomposicao
ciclica, temos mostrado o corolario. O

Exercicios propostos 6.4.1

1. Se A : V — V é nilpotente com nilpoténcia r = dimV — 1 entdo A admite dois
autovetores linearmente independentes.

2. Considere o operador linear A : R? — R?, A(x,y) = (102 + 25y, —4x — 10y).
a) Prove que R? = C(v) para algum v € R2.

0 0
b) Determine uma base [ tal que a representacao [A]B = [ 1 0 ] :
matricial seja a matriz dada ao lado.

3. Demonstre que toda matriz nilpotente, 2 X 2 e nao 0 0
, . . . . N = .
nula é conjugada & matriz descrita ao lado. 1 0

4. Considere o operador B : R® — R5, B(t,z,y,z,w) = (0,t,7,0,y).
a) Mostre que B é nilpotente com nilpoténcia 3.
b) Verifique que R® = C(e1) @ C(e3).
c) Calcule [B]; onde § = {e1, B(e1), B*(e1)} U {es, B(es)}.
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d) Represente nessa mesma base ordenada o operador A : R — R,
Aty z,y, z,w) = (2t,t + 2z, + 2y, 22,y + 2w).

5. Suponha que N € M(n,K) é nilpotente. Prove as afirmagoes.

a) det(N+1)=1.
b) Se P € M(n,K) é uma matriz que comuta com N entdo det(N + P) = det P.

6.5 Representacao de Jordan

Suponha que
V=C(v1)®C(va) ®---DC(vy)
grauma(t) = dimC(vy) > dimC(vg) > -+ > dimC(vy,)
é uma decomposicao ciclica determinada pelo operador A : V' — V com polinémio
minimal m4(t) = (¢t —1)". A base ordenada  =U f;, 1 <i < n, em que
8; = {’UZ‘, (A — )\Id)(vi), ety (A — )\Id)kl(vl)} C C(’Uz)
¢é chamada de base de Jordan. Um bloco de Jordan de comprimento r e autovalor
A € K é uma matriz denotada por J,(\) = [n;;] € M (r,K) n qual as entradas sao
definidas por
Asei—j5=0
nij =4 1 se i—75=1
0 se i—j¢{0,1}

Graficamente, temos a forma descrita ao - .
lado. Note que um bloco de Jordan
com comprimento r e autovalor A = 0 ¢
uma matriz nilpotente com nilpoténcia r. Jr(A) =
Identificando-se o espago das matrizes 1x1 -
com o corpo das entradas, justifica-se a LA
notacao Ji(A) = A. i LA

A representagao do operador A na base de Jordan serd chamada de repre-
sentagao de Jordan. Como consequéncia do Teorema da decomposicao ciclica 11
temos as representacoes de Jordan para os operadores B = A — Ald e A, quando
ma(t) = (t —1)" descritas por

[Blg = diag{J;, (0), Jr,(0), ..., J;,,(0)}

i
i

graut’ =ry >r9 > - 21y
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[A],@ = diag{Jr,(A), Jry(A), ey Jr, (A) }

grau(t—AN)"=r1 >ro > >y

Em outras palavras, a representacao matricial do operador induzido por restrigao
a parcela C(v;) da origem a um bloco de Jordan J,,(\) com comprimento r; = §0;.
Note que pelo corolario do mesmo teorema, o niimero de blocos de Jordan e a
dimensao de Nuc B sao iguais.

Exercicios propostos 6.5.1

1. Determine uma base ordenada 3 C R? para a qual a representacio do operador
A:R? - R2, A(z,y) = (y,0), é um bloco de Jordan.

2. Mostre que um bloco de Jordan J,.(0), ndo admite uma raiz quadrada, isto é, nao
existe uma matriz N tal que N? = J,.(0).

3. Prove que para todo inteiro n > 0 existe uma matriz P, € M(3,K) tal que P' =
I+ J5(0).

6.6 Exemplos

Tlustraremos com alguns exemplos as decomposicoes ciclicas para ilustrar, bem
como a representagao de Jordan obtida da decomposicao.

Exemplo 6.6.1 Vamos assumir que o operador linear A : R* — R* seja represen-
tado na base canodnica pela matriz ao lado.

O polinémio caracteristico é o polindmio p4(t) =

200 O
(t —2)*. Um simples cdlculo matricial mostra 110 -1
que ([A], — 21)? = [0], significando que m4(t) = (4], = 1092 0
(t —2)% é o polinémio minimal de A. Sigamos o 10 3

roteiro dado na demonstracao do Teorema da

da decomposicao ciclica II para construirmos uma decomposicao A-ciclica de R
Primeiro, consideramos o operador nilpotente com nilpoténcia dois, B : R* — R%,
B(v) = (A — 2Id) e sua sequéncia de ntcleos

R* = Nuc B2 2 Nuc B 2 {0}.

Construimos uma decomposicao R* = Wy @ W, onde a tltima parcela é W, =
Nuc B enquanto Wy C Nuc B2. Calculemos uma base para o niicleo Nuc B resol-
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vendo o sistema linear [B], [v], = [0]. Vejamos, do sistema

0 00 0]« 0
-1 -1 0 -1 y| |0
-1 00 0 | |0

1 10 1] [w 0

obtemos que o nucleo é gerado pelos vetores vs = (0,0,1,0) e v4 = (0,—1,0,1).
Escolhidos dois vetores linearmente independentes, por exemplo, v; = (1,0,0,0) e
vy = (0,0,0,1) para geradores de um espago Wy, obtemos a decomposigao B-ciclica
(e A-ciclica)

R* = C(v1) @ C(v2),

grau (t —2)? = dimC(v1) = dim C(vs).

As representagdes de B e A na base de Jordan 8 = {vi, B(v1)} U {va, B(v2)} sao
as matrizes

Ressaltamos que as representacoes sao as mesmas independentes dos vetores vy e
v9 escolhidos para gerar um subespaco complementar ao nicleo de B. O

Exemplo 6.6.2 Dado o operador A : R? — R3, A(z,y, 2) = (—vy, 22+3y, —x+22),
é claro que a sua representacao na base canonica
é a matriz ao lado. O polinomio caracteristico de 0 —1
A tem uma fatoracao priméria que é um produto [A], = 9 3
de fatores lineares, pa(t) = (t — 1)(t —2)? e o o 1 0
polindmio minimal ¢é igual ao polinémio caracte-

N OO

ristico. Logo, a decomposicao priméria determinada pelo operador é da forma

R? = Vi @ Nuc (A — 21d)?
em que a primeira parcela V; é o autoespaco associado ao autovalor A = 1. Ob-
strucoes dimensionais implicam que para cada parcela sé existe uma unica decom-
posicao ciclica possivel, a menos de isomorfismo, a saber,

V1 :C(Ul) Nuc(A—2Id)2 :C(UQ)

grau(t — 1) = dim C(vy) grau (t —2)? = dim C(vs)



104 CAPITULO 6. REPRESENTACAO CANONICA (1)

Sendo assim, na base de Jordan § = {v;} U {v2, (A — 21d)(v2)} obtemos a repre-
sentacao de Jordan para o operador, Determinemos 1

explicitamente uma base para a qual a representagao
de A é arepresentacao de Jordan acima. O autovetor
associado ao autovalor A = 1 é determinado pelas so-

[A]B =

N
N O

lucoes da equacao A(z,y,z) = 1(x,y, z), em termos matriciais, temos

1 1 0 T 0
-2 =2 0 y | =10
1 0 -1 z 0

Resolvendo o sistema, escolhemos v; = (1, —1, 1) para autovetor associado a A = 1.
Passemos ao célculo do vetor vy. Pela construcao feita no Teorema da decom-
posicao ciclica II devemos escolher um vetor em Nuc (A —21d)? que nio esteja em
Nuc (A — 2Id). Resolvendo o sistema [A — 21d],[v]o = [0], isto é,

2 10 z 0
-2 -1 0 y =101,
2 10 z 0

conclufmos que Nuc (A—2Id)? é gerado pelo vetores u; = (0,0,1) e ug = (1, —2,0).
Como o primeiro deles estd em Nuc (A — 21d) devemos escolher o outro vetor us
para ser o gerador da parcela C(vy) da decomposicao ciclica. O

Exercicios propostos 6.6.1

1. Descreva a representacao de Jordan do operador conhecendo-se os polinémios carac-
teristico e minimo. Pode ocorrer que existam vérias possibilidades. Sendo assim, s6
podemos determinar exatamente qual delas representa o operador se conhecermos
explicitamente o operador linear.

a) A:R3 = R3 pa(t) =ma(t) = (t—1)(t—2)2

b) A:R®> = R5 pa(t) = (t—1)3(t—2)2 e ma(t) = (t — 1)(t — 2)?
c) A:RC = RO pa(t) = (t+3)4t+2)? e ma(t) = (t + 3)%(t + 2)?
d) A:RT—=R7, pa(t) =t*(t+3)% e ma(t) = t2(t + 3)2.

2. Encontre a representagao e a base de Jordan para os seguintes operadores lineares.

AR - R3, A(x,y,2) = (z +y,y, -2 — 2y + 22).

AR = R3, A, y,2) = (v,2 + 2y — 2,22 + 4y — 22).
A:R* — R4, A(
A A(

:R3—>R3,

x»yvzaw) = (O,x—l—w@—i—w,—y—i—z).
x,y,z) = (T +y + 4z, —x — Ty — 4z, —6z + 6y).
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3. Seja A um operador linear no espaco vetorial de dimenséo finita V' com polinémio
minimal m4(t) = (¢ — A)". Treine sua redacdo em Matemdtica mostrando que duas
representagoes de Jordan de A sdo sempre iguais.

4. Uma matriz de Jordan é uma matriz do tipo

J:diag{JTl(/\)aJT2(>‘)7'-'7JTW()‘)}
rL 2T 2 2Ty

a) Mostre que as seguintes matrizes sdo conjugadas a uma matriz de Jordan.

ON=| 4 10 13 |. it) P =
PR 0 0 01
~16 32 24 8

b) Mostre que toda matriz 3 x 3 ndo nula e nilpotente é conjugada a uma das
duas matrizes,

0 0 O
J=1 0 O ou J2.
01 0

6.7 Aplicagcao: decomposicao D + N

Ja vimos que um operador linear num espaco vetorial de dimensao finita é diag-
onalizavel quando o seu polindmio minimal é um produto de fatores lineares sem
repeticoes. De certa forma esse resultado admite uma gereralizacao. Mostraremos
que se o polindbmio minimo do operador é um produto de fatores lineares com
repeticoes entao ele é uma soma de um operador diagonalizdvel com um nilpo-
tente que comutam entre si, resultado bastante utilizado nas aplicacoes de Algebra
Linear. Para isso necessitaremos do

Lema 6.7.1 Sejam Dy e D1 dois operadores diagonalizdveis num espago vetorial
de dimensao finita V. Entao existe uma base que diagonaliza simultaneamente os
dois operadores se, e somente se, 0s operadores comutam.

Demonstragao =) Antes de tudo, recordamos que quaisquer duas matrizes di-
agonais comutam, portanto, fixado uma base ordenada [ de V que diagonaliza
simultaneamente os operadores, pelas propriedades de representagao matricial de
uma composta temos as implicagoes,

[D1]p[D2]p = [D2]g[D1]p < [D1o Dalg = [D2 0 Dilg.
Pelo Teorema da representacao matricial concluimos que Dy o Dy = Ds o D;.
<) Consideremos a fatora¢ao priméria do polinémio minimo de Dy,

le(t):(t—)q)(t—)\g)...(t—)\k), )\i#)\j se 175]
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Como sabemos, as parcelas da decomposicao primaria de V determinada por D
sao os autoespacos, V = V), @ --- @ V),. A hipétese de comutatividade implica
que o operador Dy preserva cada um dos autoespacos. De fato, se v € V), entao

D1 (DQ(U)) == DQ(Dl(U)) == DQ()\ZU) == )\lDQ(’U)

Isso significa que D2(v) é um autovetor associado ao mesmo autovalor A;. Do
mesmo modo, a fatoragdo primaria do polinémio minimal de D5 fatora-se em um
produto de polinémios lineares sem repeticoes,

mp,(t) = (t = p1)(t —p2)...(t=pr), pi #p; se i # ],
e D; preserva cada parcela da decomposicao priméaria determinada por Dy, V =
Vo ®V,, @---@V,. Entao, por um dos corolarios do Teorema da decomposicao
priméria vale a decomposicao

Vo, = Vo, NVa) @ (Vp, NVi,) @@ (V,, NVy,)
para todo j. Logo, escolhendo uma base ordenada (;; para V, N V), a uniao

ordenada (3 =U {G ﬁji} é uma base ordenada de V formada por autovetores de
D1 e Dsy. Portanto, os operadores sao simultaneamente diagonalizaveis. a

Operadores diagonalizaveis e operadores nilpotentes descrevem todos oper-
adores num espaco vetorial complexo e muitos outros em espagos vetoriais reais.

Teorema 6.7.1 (Teorema da decomposicao D+ N) Seja A : V. — V um
operador linear num espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K. Se
ma(t) = (t — A1) (t — X2)™2 -+ (t — A\g)™ € a fatoragao primdria do polinémio
minimal entao existem um unico operador nilpotente B e um unico diagonalizdvel
D satisfazendo as condicoes A= B+ D e BoD=DoB.

Demonstragao Vamos assumir por um momento que m4(t) = (t — A)". Defina
D = \Id e B=A-)\d.

E claro que A = B+D e que BoD = DoB. Também é claro que D é diagonalizavel
e que B ¢ nilpotente com nilpoténcia r. Verifiquemos a unicidade. Suponha que
By é nilpotente e que D7 é diagonalizdvel satisfazendo as condicoes A = By + Dq
e By oDy = Do Bj. B imediato concluirmos que

BioA=A0B; e DioA=AoD,.
Logo, esses dois operadores comutam com B e D pois os dois tltimos sao polindomios

em A. Recordamos que a nilpoténcia de qualquer operador nilpotente é menor
que n = dim V. Levando-se em conta que os operadores comutam calculemos pelo



6.7. APLICACAO: DECOMPOSICAO D + N 107

bindémio de Newton

2n
(D—Dy)*"=(B1-B)"=>_
j=0

(—1)7 2n!

— = _BloBM I =
jen—jnt’

)

pois ou j ou 2n — j sao maiores que n. Como o unico operador diagonalizavel e
nilpotente é o operador identicamente nulo, segue que D; = D e por conseguinte
B, =B.

No caso do polindbmio minimal ter mais de um fator consideramos as projecoes
sobre cada parcela da decomposicao primdria ao longo das outras, m; : V — Ve
definimos

D = \mi+ Xomo + - 4 ATy,

B = (A—)\lfd)Oﬂ'l—i—(A—)\QId)OTFQ-I-"'-i-(A—)\kfd)Oﬂ'k.

A demonstragao segue andloga desde que polinémios em A comutam com qualquer
operador que comuta com A. O

Exemplo 6.7.1 O polindomio pa(t) = (t — 1)? é o polinémio caracteristico do
operador linear A : R? — R2, A(z,y) = (3z —y,4x — ) e seu polindmio minimal é
ma(t) = pa(t). Logo, pela construgao feita na proposicao acima devemos definir
os operadores D = Id e B = A — Id. De fato, verificamos que B é nilpotente com

nilpoténcia dois pois,
[A—1d], = [ 2 -1 } :

4 -2
Exercicios propostos 6.7.1

1. Determine a decomposicao D + N dos operadores.

a) A:R3 = R3 A(r,y,2) = (v,2 +y,x +y+22).
b) A:R* — R2 A(z,y) = (5z + 9y, —x — y).
c) A:R® = R3 A(x,y,2) = (8¢ —y — 52, —2x + 3y + 2,42 — y — 2).
2. Prove que se B e C' sao dois operadores lineares num espaco vetorial V' de dimensao

finita que comutam e B é nilpotente, entdao os operadores C' e A = B + C tém os
mesmos autovalores.
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3. A representagao matricial do operador A : R3 — R3, A(z,y, 2) = (v, z+y, v+y+22)

na base canodnica é da forma

10 0 100 000
A,=]|110|=[010|+[1 00
11 2 00 2 110

(D] (8]

O operador diagonal D e o operador nilpotente B definidos pelas representagoes
indicadas correspondem a decomposi¢ao D + N para o operador A! Essa afirmagao
¢ falsa ou verdadeira?

Mostre que toda matriz quadrada com entradas complexas é a soma de uma matriz
diagonal com uma matriz nilpotente que comutam. Esse fato é verdadeiro para
matrizes quadradas com entradas reais?



Capitulo 7

Espacos Euclidianos

Um produto interno num espago vetorial real é uma aplicacao pela qual podemos
realizar as nogoes de comprimento e angulo da Geometria Euclidiana. Em espagos
equipados com um produto interno existem operadores chamados de operadores
normais que sao as origens de varios grupos matriciais classicos. Os dois préximos
capitulos estao direcionados para o estudo de operadores normais em um espago
vetorial real de dimensao finita equipado com um produto interno. Nesse capitulo
recapitularemos a terminologia e os fatos basicos necessarios para estuda-los. A
maior parte dos tépicos aqui estudados é normalmente apresentado nos cursos
introdutorios de Algebra Linear.

7.1 Produto interno

Um produto interno num espago vetorial real V' é uma aplicagao (, ) : VxV — R
possuindo trés propriedades, a saber. Para quaisquer u,v,w € V e A € R, temos
que

1. (u,v) = (v, u); (simétrica)
2. (u+ A, w) = (u,w) + A(v, w); (bilinear)
3. (v,v) >0 < v#O. (positiva definida)

Por simplicidade, indicamos um produto interno em V pelo simbolo ( , )
omitin-do o dominio e o contra dominio da aplicacdo. Para outras propriedades
elementares indicamos o o primeiro exercicio proposto dessa secao.

Exemplo 7.1.1 1) Chamaremos de produto interno canénico do R™ a aplicacao
que a cada par de vetores u = (z1,%2,...,Tpn), ¥ = (Y1,Y2,-.-,Yn) € R™ associa o
numero real

109
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(u,v) = 191 + Tay2 + * *  + TnYn.

A menos que seja dito explicitamente o contrdrio a partir desse momento o espaco
R"™ estard equipado com o produto interno canénico.

2) Qualquer espago vetorial real V' de dimensao finita admite um produto
interno. Para construi-lo, fixamos uma base ordenada 5 = {v1,ve,...,v,} C V e
definimos

(u,v)g = T1Y1 + T2Y2 + -+ + TpYn,

em que u = V] +ToVa+- - -+ TpUp € UV = Y101 +Yov2 + - - -+ Ynvn. Essa construcao
acrescenta um pouco mais de informagao: todo espaco vetorial de dimensao finita
admite vérios produtos internos. Posteriormente, essa quetao sera estudada com-
parando dois produtos internos no mesmo espaco.

3) Um produto interno num espaco vetorial V' induz, por restrigdo, um produto
interno em qualquer subespago W C V.

4) Podemos definir um produto interno no espago vetorial das fungdes continuas
do intervalo [0, 1] com valores na reta, C°([0, 1], R ), do seguinte modo,

(f,9) = [} F(t)g(t)dt.

A integral considerada é a integral de Riemann. a

Exercicios propostos 7.1.1

1. Deduza diretamente da definicao de produto interno num espago vetorial real V' que
para quaisquer u,v € V e XA € R valem as propriedades

a) (u,w—+ M) = (u,w) + A(u, v);
b) (v,v) =0 & v=0.
2. Verifique que {(z1,22), (y1,y2)) = 2x1y1 + 322y2 é um produto interno em R2.

3. Assuma que A é um isomorfismo linear num espago vetorial real V' de dimenséao finita
equipado com um produto interno ( , ). Verifique que ((v,w)) = (A(v), A(w)) é
outro produto interno no mesmo espago.

4. Mostre que a aplicagao (N, P) = tr(NP') é um produto interno no espago das
matrizes M (m x n,R).

7.2 Norma

Uma norma num espago vetorial real V' é uma aplicagdo com valores nao negativos,
| || : V — [0,00), possuindo as seguintes propriedades para quaisquer u,v € V e
AER,
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1. vl =0 & v=0;
2. [l = [Aloll;
3. fJu vl < ul| + ||v]. (primeira desigualdade triangular)

A notagao |A| indica o valor absoluto do escalar real. Se R é considerado como
um espago vetorial sobre si mesmo, o valor absoluto é de fato uma norma. O valor
||v]| é interpretado, geometricamente, como o comprimento do vetor v € V', por
isso diremos que um vetor u € V' é unitdrio quando ||u|| = 1. Um produto interno
(, ) num espago vetorial real V' sempre induz uma norma em V', para isso, basta

definir

I 1]+ V=0, 00), [oll = v/ (v, v).

Essa serd sempre a norma considerada num espaco com produto interno. Entre-
tanto para verificar que, de fato, a aplicacao assim definida é uma norma necessi-
tamos da Desigualdade de Schwarz.

Teorema 7.2.1 (Desigualdade de Schwarz) Seja V' um espago vetorial real
com um produto interno (, ). Entdo a aplicagdo || || : V — [0,00), ||[v|| = v/ (v, v)
satisfaz a desigualdade

[{w, 0)| < [lul[[]o]]

para quaisquer u,v € V. Em consequéncia, a aplicagdo || || € uma norma.

Demonstracao Por definicdo de produto interno, para qualquer escalar ¢ € R
temos a desigualdade,

0 < (tu — v, tu — v) = ||ul|?t? — 2(u, v)t + ||v|%.
Logo, o discriminante A do polinémio em ¢ é nao positivo,
A = 4{u,v) = 4]luf?[v]* < 0.
Dai segue a desigualdade de Schwarz. Para demonstrar que a aplicagdo é uma
norma devemos verificar os trés itens da definicdo. Entretanto faremos apenas a
demonstracao da desigualdade triangular que é uma consequéncia da desigualdade

de Schwarz, deixando os outros itens como exercicios. Pela desigualdade mostrada
temos

(ut+v,u+o) = [luf®+ [[o]* + 2(u, v) < [Juf|® + [[0]* + 2[ju]|||v].
Portanto, |[u+v[|* < (||ul| + [[v])?, implicando que [[u +v[| < [Jul| + [o]]. O

Exercicio 7.2.1 Seja || || uma norma definida pelo produto interno ( , ) num
espago vetorial real V.
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1. Mostre a identidade de polarizacao,
(u,v) = llu+v]* = Flu— ol

Sugestao: desenvolva o segundo membro da identidade.

2. Prove e guarde as caracterizagoes pois elas serao utilizadas intimeras vezes.
a) (u,v) =0 para todou € V < v = 0;
b) (u,v) = (u,w) para todou € V & v =w. O

As normas aqui consideradas sempre serdao definidas por um produto interno no
espago vetorial, embora muitas vezes esse fato nao esteja explicitado. Para deixar
claro que nem toda norma em V' é dessa forma, remetemos o leitor para o primeiro
exercicio proposto dessa secao, ali estd dado um critério para saber quando uma
norma ¢é induzida ou nao por um produto interno.

Exercicios propostos 7.2.1

1. Demonstre que uma norma || || num espago vetorial real V' induzida por um produto
interno (, ) em V satisfaz a lei do paralelogramo, isto é,

lu+ ol + lu = vl = 2 (Jull® + [Jo]|*).
2. Se v = (x1, %2, ..., xy) € R™, defina a aplicacdo
IR = 0,00, ol = max{jail, 1< < n}.
Prove que || || é uma norma mas que nao é induzida por um produto interno.

3. Prove que para quaisquer duas fungoes continuas f, g : [0, 1] — R vale a desigualdade

/01 f(t)?dt /O1 g(t)*dt

4. Dados dois vetores nao nulos e distintos, ug e u1, num espago vetorial real V' equipado
com um produto interno, mostre que se um vetor v € V satisfaz a igualdade

1/2 1/2

/ ' f0)a(e) dt \ <

v —uol + llv —wa || = [Juo — ua],

entdo existem Mg, A1 € [0, 1] tais que v = Agug + Mug e Ao+ A = 1.

5. Prove que para qualquer funcao continua positiva f : R — R vale a desigualdade

([ 508) ([ )

6. Seja || || uma norma em V. Prove que para quaisquer u, v, w € V vale a desigualdade
[u = vl lwll < llu=wll ol + lw—=o] [Jull
7. Demonstre que uma norma || || num espago vetorial real de dimensdo finita V

satisfazendo a Lei do paralelogramo é induzida por um produto interno (vocé ird
precisar do conceito de continuidade).
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7.3 Ortogonalidade

A desigualdade de Schwarz permite definir o angulo entre dois vetores nao nulos
u e v num espago vetorial real V' equipado com um produto interno (, ). Como

IR
[[ull[|v]]

definimos que o dngulo entre os dois vetores nao nulos é o unico 6 € [0, 7| tal que
(u,v) = [lull[[v]| cos 0.

Essa definicao estabelece a relacdo fundamental entre os conceitos de produto
interno, norma (comprimento de vetor) e angulo entre dois vetores nao nulos que
serd explorada ao longo dos préximos capitulos. Por exemplo, diremos que dois
vetores sao ortogonais quando (u,v) = 0. Para vetores nao nulos serem ortogonais
significa que o angulo entre eles ¢ 6 = 7.

Exercicio 7.3.1 Se W é um subespacgo do espago vetorial real V' equipado com
um produto interno ( , ), demonstre que o complemento ortogonal W é também
um subespaco e que W N W+ = {o}. Por definicdo, o complemento ortogonal de
W é o conjunto

Wt ={veV; (v,w) =0 para todow € W}. O

Exercicios propostos 7.3.1

1. Considere o produto interno canénico em R2.

a) Mostre que para cada vetor unitdrio u € R? existe um tnico § € [0,27) tal
que u = (cos b, senf).

b) Dados os vetores unitdrios u = (cosf, senf) e v = (cos o, sen ), verifique a
identidade, (u,v) = cos(f — ).

¢) Mostre que para o angulo 6 entre dois vetores nao nulos u = (x1,y1) e v =

(z2,y2) vale
Ti1T2+Yi1y2
[l [[v]]

T1Y2—T2Y1

e sent =
lFulloll

cos 0 =

2. Verifique que a base canoénica de M (m X n,R) é uma base ortonormal em relagao
ao produto interno (N, Q) = tr(NQ?).

3. Seja || || a norma definida por um produto interno num espago vetorial real V.
a) Prove o Teorema de Pitdgoras: u e v sdo ortogonais < ||u?+||v[|? = ||u-+v|>.

b) Quais as condigoes sobre os vetores u e v para que |[{(u,v)| = |Jul|||v]|?

¢) Demonstre a segunda desigualdade triangular, |||u| — [|v]|] < |Ju — v]|.
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4. Sejam w e v vetores nao nulos num espago com produto interno V. Demonstre:

a) os vetores ||v||u + [Juljv e ||v]ju — ||ul|v sdo ortogonais;

b) o &ngulo entre o vetor ||v||u — ||ul|v e u e 0 dngulo entre o vetor ||v|ju — |jullv
e v sao iguais.

7.4 Espacos Euclidianos

Um espago FEuclidiano é um par (V,(, )) no qual V' é um espago vetorial real de
dimensao finita e (, ) é um produto interno em V.

Com a finalidade de ser menos repetitivo, reservamos a notagao (V, (, )) para
designar tnica e exclusivamente um espaco Euclidiano. Avisamos que em alguns
textos nao é exigido a condi¢cdo de dimensao finita na definicao, fato que nao
ocorrera aqui. Em tais espacos existem bases especiais que destacaremos com uma
definigao. Uma base ordenada § = {vi,ve,...,v,} C V é uma base ortogonal de
(V,(, )) quando (v;,v;) = 0 se i # j. Diremos que a base ordenada (3 é ortonormal
quando (v;,vj) = 6;; (delta de Kronecker).

Exemplo 7.4.1 1) A base candnica do R™ é uma base ortonormal com respeito
ao produto interno canonico.

2) Como vimos qualquer espago vetorial real V' de dimensao finita admite uma
estrutura de espaco Euclidiano. Para construi-la, fixamos uma base ordenada
B ={v1,v2,...,u,} CV e consideramos

(u,v)g = T1Y1 + Toy2 + -+ + TnYn,

em que u = xT1v1 +x2v2+ -+ TpUp € V= Y101 + Y22+ - -+ Ynvn. Nessa contrucao
0 torna-se uma base ortonormal. a

Exercicio 7.4.1 Suponha que § = {v1,vy,...,vx} ¢ um conjunto de vetores nao
nulo e dois a dois ortogonais no espago Fuclidiano V. Prove que § é um conjunto
linearmente independente. Em particular, se $0 = dimV entdo § é uma base
ortogonal. O

Bases ortonormais em espagos Euclidianos existem e a demonstracao desse
fato é construtiva. O método de construgao utilizado para mostrar a existéncia
¢ chamado de processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt que é tao relevante
quanto o resultado em si.

Proposicao 7.4.1 Todo subespaco nao trivial W de um espaco Fuclidiano V' pos-
sui uma base ortogonal.
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Demonstragao Escolha v = {wj, ws, ..., wx} uma base ordenada qualquer de W.
Denote por W; o subespaco de dimensao ¢ gerado pelos i-ésimos primeiros vetores
dessa base, 7; = {wy,ws,...,w;}. Sendo assim, valem as inclusées préprias de
subespagos

W():{O}QW1§W2§"'QW]€:W.
Feitos essas preliminares iniciemos a construcao indutiva de uma base ortogo-
nal pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. A base ortogonal de Wy
serd 1 = {v1} em que v; = w;. Para construir uma base ortogonal para Ws

consideramos o conjunto ordenado 2 = 31 U {v2} onde

(w2, v1)

e R

V1.
O vetor v estd bem definido pois v; nao sendo nulo temos que (v1,v1) > 0. Note
que também o vetor v nao é nulo, caso contrario concluimos que wi e wo sao
vetores linearmente dependentes contrariando o fato de « ser uma base de W. Por
outro lado verificamos facilmente que (vi,v2) = 0 de onde segue que o C Wy
é um conjunto linearmente independente num espago vetorial de dimensao dois,
implicando que By = (1 U {v2} é uma base ortogonal de Ws. Por hipétese de
indugao, vamos assumir que ja construimos uma base ortogonal 3; = {v1,va, ..., v; }
para o subespago W;. Seja

Biy1 =B U {vigr }s

em que

(wiy1,v1) (wit1,v2) (Wiy1,v;)
1— 92— Vi
(v1,v1) (v2,v2) (vi, v;)

Vit1 = Wi41 —

Novamente, v; 4 estd bem definido e é um vetor em W;1;. O vetor v;+1 nao é nulo,
caso contrario teremos w;y1 € W; contrariando a hipdtese de v ser linearmente
independente, desde que cada v; é combinagao linear de ;. Uma simples verificagao
mostra que ;41 é um conjunto de vetores nao nulos dois a dois ortogonais no
subespaco W;41 cuja dimensao é i+ 1. Segue que ;11 é uma base ortogonal desse
espaco. Continuando o processo um nimero de vezes igual a dim W, obtemos uma
base ortogonal de W. a

Corolario 7.4.1 Todo subespaco ndo trivial de um espaco Euclidiano V', possui
uma base ortonormal. Em particular, V possui uma base ortonormal.

Demonstracao Pelo processo de Gram-Schmdit podemos construir uma base
ortogonal v = {v1,ve,...,vx} de W. O conjunto ordenado 8 = {uy,ug,...,un},
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onde u; = mvi, ¢é formado por vetores unitarios dois a dois ortogonais, logo 3 é
1
uma base ortonormal de W. a

Quando um espaco Euclidiano V' é uma soma direta de subespacos mutuamente
ortogonais, isto é, V=V, & Vo & -- -V} e

(vi,vj) =0 quando wv; €V;, w; €V, para i#j,

chamamos a decomposicao de soma direta ortogonal e esse fato serd registrado
graficamente por

V=vitdwi.. . OV

O simbolo [J é o mesmo simbolo usualmente utilizado na Geometria Euclidiana
para indicar o angulo reto entre duas retas.

Exercicio 7.4.2 Prove as afirmagao sobre um subespago W de (V,(, )).

1. Um vetor v € V é ortogonal a todo elemento w € W se, e somente se, v é
ortogonal aos vetores de uma base de W.

2. Se W é um subespaco préprio entdo o complemento ortogonal W+ é nao
vazio. O

A existéncia de uma base ortogonal permite uma facil demonstragao para a

Proposicao 7.4.2 Se W é um subespaco do espago Fuclidiano V' entdo
V=wBaowHt.

Demonstracao J4 sabemos que WNW+ = {0}. Vamos supor por absurdo que a
soma direta ortogonal U = W L W é um subespaco préprio de V. Valendo essa
hipdtese, seja v € V um vetor nao nulo ortogonal a U. Entao v é ortogonal a todo
vetor de W , logo v € W+. Mas v também é ortogonal & W+, portanto (v,v) = 0,
implicando que v = 0, uma contradicdo. Isso mostra que V. =W B W, O

Exercicio 7.4.3 Seja = {v1,v2,...,v,} uma base ortonormal de (V,(, )).

1. Mostre que os coeficientes da combinacao linear v = x1v1 + xovs + - - -+ XTpvp
sao os escalares z; = (v, v;).

2. Se w = y1v1 + Yava + - - - + Yn v, entao (v, w) = xT1Y1 + T2Y2 + - + Tpln.

3. Conclua que ||v|| = (;)3%4_35%_'_._,4_%21)1/2' -
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A utilizagdo de bases ortonormais é uma ferramenta bésica para o estudo de
operadores em espacos Euclidianos. Ilustraremos a facilidade operacional quando
trabalhamos com tais tipos de bases. Por exemplo, calculemos a representacao
[A]5 = [a;;] de um operador A num espago Euclidiano V' quando a base 8 =
{v1,v9,...,v,} é ortonormal. Por definigdo de representagao matricial sabemos que

A(’Uj) = a1;v1 + a2;v2 “+ -+ GnjUn-

Avaliando o produto interno em ambos membros da equacdo com o vetor v; obte-
mos que (observe a ordem dos indices)

aij = (A(vj), vi).
Exercicios propostos 7.4.1

1. Ortogonalize pelo processo de Gram-Schmidt as bases ordenadas.

a) f=1{(1,2),(1,3)} C R?.
b) B ={(1,1,1),(1,-1,0),(0,1,2)} C R.
) B=1{(1,2,1),(2,0,-2),(—4,—4,4)} C R®.

2. Seja W o subespaco do R* gerado pelos vetores v; = (1,1,0,0) e vo = (0,1,1,1).

a) Determine uma base para W-.

b) Estenda a base obtida para uma base ortogonal do R%.

3. Mostre que qualquer conjunto & = {v1,va, ..., vx } de vetores unitdrios e dois a dois
ortogonais num espago Euclidiano V' de dimensao n pode ser estendido a uma base
ortonormal 8 = {v1,ve, ..., vn}.

4. Fixado um vetor vp ndo nulo de (V,(, )) defina a aplicacao

(w,vo)
{vo,v0) 0"

TV -V, m(w) =w —

a) Verifique que 7 é uma projegao e identifique o nicleo e a imagem.

b) Mostre que m é uma projecdo ortogonal, isto é, V = Im 7 [ Nucm.

5. Ortogonalize a base ordenada 3 = {1,t,t2,#3} de R3[t] quando o produto interno
considerado é

1
(p(t),a(t)) = [, p(t) q(t) dt.
Determine uma base para o subespago ortogonal ao subespago formado pelos poli-
nomios de grau no maximo 1.

6. Se W7 e W5 sao dois subespagos do espago Euclidiano V', prove as identidades.
a) (W)t =W
b) (W1 —‘y—VVg)L = VVlL ﬁVVQL
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c) Wit nwgt = wit + Wit
7. Considere o conjunto ordenado 8 = {v1, va,...,v,} do espaco Euclidiano (V,{ | )).

(a) Se B é uma base ortonormal, prove a desigualdade de Bessel,

n

Y (w0 < Jlw]?.

=1

(b) Reciprocamente, se vale a desigualdade de Bessel para todo w € V, entdo o
conjunto 3 é uma base.

8. Considere no espago M (n,R) o produto interno (N, Q) = tr(NQ?). Demonstre que
M(n,R) = S A onde a primeira parcela é o subespaco das matrizes simétricas e
a segunda é o subespacos das matrizes anti-simétricas.

9. Seja A um operador linear no espa¢o Euclidiano V' de dimensao n. Mostre que se
0 = {u1,us, ..., ux } é uma base ortonormal da imagem de A, entao
A(v) = (A(v),ur)us + (A(v), ug)uz + -+ + (A(v), ug)ug.

10. Seja V um espago Euclidiano e W C V um subespaco proprio. Demonstre:

a) dado um vetor v € V existe um tnico vetor wy € W tal que v —wy é ortogonal
alWe

b) para qualquer outro vetor w € W com w # wy vale a desigualdade ||v —wp|| <
lv = wl.

11. Determine a aplicacao A : R? — R3 que reflete ortogonalmente os vetores em relacao
ao subespaco W = {(z,y,2) € R®; 2 +y + z = 0}.

12. Uma projecao m num espaco Euclidiano é ortogonal quando V = Imw [ Nucm.
Prove que uma projegao 7 é ortogonal < ||7(v)|| < ||v|| para qualquer v € V.

7.5 Representacao de um funcional linear

Faremos outra aplicacao da existéncia de uma base ortonormal cujo resultado, o
Teorema da representacao de um funcional linear, é fundamental para o restante
do texto. O espaco dual V* de um espaco Euclidiano V' admite uma descrigao
muito simples quando utilizamos o produto interno. Fixado um vetor vg € V,
segue diretamente da definicdo de produto interno que a aplicacao

f() V- R, fo(’w) = <’U),’U0>,

é um funcional linear. Diremos que o vetor vy € V representa o funcional linear
fo. A reciproca também é verdadeira, todo funcional linear num espaco Euclidiano
é representado por um vetor, registremos este fato no
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Teorema 7.5.1 (Teorema da representagao de um funcional linear) Se-
jam (V,(,)) um espago Euclidiano e A : V — V* a aplicacao que a cada vetor
v € V associa ao funcional linear

Afv] : V = R, Av](w) = (w,v).

Entao A -V — V* é um isomorfismo linear. Em particular, cada funcional linear
€ representado por um unico vetor.

Demonstracao E claro que a aplicacdo A : V — V*, estd bem definida, isto é,
Afv] : V' — R é um funcional linear. Para mostrar que A é um isomorfismo linear
basta mostrar que A é linear e sobrejetiva pois dim V' = dim V*.

A linearidade: dados os vetores u,v € V e o escalar A € R, para qualquer
w € V temos que

Alu + Mv)(w) = (u+ Av,w) = (u, w) + Mo, w) = (Alu] + AA[v]) (w).
Logo, Alu + Av] = Afu] + AA[v] mostrando a linearidade de A : V' — V*.

A sobrejetividade: escolhida uma base ortonormal 8 = {vy,vs,...,v,} de V
sabemos que um vetor w € V ¢ escrito de maneira tinica como uma combinagao
linear dos elementos dessa base, w = xz1v1 +xv2+ - - - +2,V,. Fixado um funcional
linear f: V — R, e avaliando esse funcional no vetor w obtemos que

fw) =z f(v1) +z2f(v2) + - + @ f(vn).
Desse modo, o vetor
v = f(vi)vr + f(v2)va + -+ fvn)vn
representa o funcional linear. Com efeito. Sendo a base 3 ortonormal calculemos,
Alvg](w) = (w,vg) = 21 f(v1) + 22f (v2) + - + 20 fv5) = f(w).

Isso significa que Afvs| = f, concluindo a demonstragao. O

Exercicios propostos 7.5.1

1. Considere o funcional linear f : R? — R?, f(x,y) = 3x — 2y. Represente o funcional
utilizando os seguintes produtos internos em R?.

a) Produto interno canénico.
b) ((z,y),(z,w)) = 2xz + 3yw.
c) ((z,y), (z,w)) = 2z2 — zw — yz + 2yw.

2. Considere o seguinte produto interno no espago vetorial dos polinémios Ra[t] =
{p(t) € R[t]; tal que graup(t) <2},

(f.9) = / F()g(t) dt,
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onde a integral considerada é a integral de Riemann. Represente o funcional linear
avaliagdo em t = 0, ou seja, A : Ro[t] — R, A(p(t)) = p(0).

7.6 Operador transposto

Um operador linear Anum espago vetorial V' sobre o corpo K induz um operador
linear no espago dual A* : V* — V* chamado de adjunta de A e definido por

A*[f]:V = K, A*[fl(v) = F(A(v)).

Nessa secao iremos estudar a adjunta de um operador num espaco Euclidiano.
Com o auxilio do Teorema da representacao de um funcional linear transferimos o
estudo da adjunta para o estudo de um operador no espago Euclidiano V.

Se A é um operador linear em (V, (, )), pelo Teorema da representacao existe
um Unico vetor v € V representando o funcional linear f : V' — R e existe um tnico
vetor v* € V* representando o funcional linear A*[f] : V' — R. Pela defini¢ao de
adjunta temos que

A*[fl(w) = f(A(w)) = (A(w),v),
por outro lado, pelo Teorema da representacdo de um funcional podemos escrever
A*[fl(w) = (w,v%)
para todo w € V. Esses comentérios permitem-nos definir uma aplicacao
ALV =V, v vk,
satisfazendo a identidade (w, A'(v)) = (A(w), v) para quaisquer v,w € V.

Proposicao 7.6.1 Seja A um operador linear no espago Fuclidiano V. Entao
existe um unico operador linear At : V — V, chamado de transposto de A, tal que
(w, At (v)) = (A(w),v) para quaisquer v,w € V.

Demonstracao A existéncia de uma aplicacao A’ : V — V satisfazendo a
condicao (w, A'(v)) = (A(v),w) para quaisquer v, w € V est4 feita nos comentérios
anteriores. Mostremos a linearidade. Dados u,v € V e A € R, para qualquer w € V
temos as igualdades

(w, Al(u+ M) =
(A(w), u) + AM(A(w), v)
= (w, A'(u)) + (w, \A*(v))
(w, A (u) + MA(v)).
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Sendo a igualdade (w, A'(u + \v)) = (w, A'(u) + NAl(v)) verdadeira para todo
w € V, concluimos que A'(u+ Av) = A(u)+ AA!(v), como queriamos demonstrar.

A unicidade do operador transposto tem uma demonstragao que, em esséncia,
serd utilizada outras vezes. Se B : V' — V é um operador linear tal que (A(v),w) =
(w, B(v)) para quaisquer w,v € V, entao (w, A(v) — B(v)) = 0 para todo w € V,
implicando que A'(v) = B(v) para todo v € V. O

Como ja vimos, a adjunta A* depende apenas do operador A, o mesmo néao
ocorrendo com o tranposto que depende do operador e do produto interno que
define a estrutura de espago Euclidiano com o qual estamos trabalhando. Cada
produto interno no espago vetorial determina um representante diferente para o
mesmo funcional linear e, portanto, um operador transposto diferente. Recor-
damos que temos uma definicdo de matriz transposta. Estabeleceremos a relacao
entre esses conceitos utilizando representacoes em bases ortonormais.

Proposicao 7.6.2 Sejam A um operador linear no espaco Euclidiano V' e 8 uma
base ortonormal de V. Entdo a representacdo matricial do operador transposto de
A € a transposta da representacdo matricial de A. De outra maneira, [At]ﬁ = [A]tﬁ

Demonstragao Consideremos as representagoes matriciais [A] 3 = [a;;] e [A] 5=

[bij], onde 3 = {v1,v2,...,v,} é uma base ortonormal de V. Como sabemos as
entradas das representagoes matriciais sao obtidas pelas férmulas

aij = (A(vj),vi), by = (A'(v;), vi).
Portanto, pela defini¢do de operador transposto segue que
bij = (A'(v;), vi) = (v, A(vi)) = (A(vi),v;) = aji,
como pretendiamos provar. a
Quando V é um espaco Euclidiano podemos definir a aplicagao
U: LV, V)= LV, V), U(A) = A.

Entre as muitas propriedades de ¥ a proposicao abaixo mostra que ela é uma
transformagao linear.

Proposicao 7.6.3 Valem as sequintes propriedades para quaisquer operadores lin-
eares A e B em (V,(,)) e qualquer escalar A € R.

a) (A+ AB)' = At + \B'.
b) (Ao B)' = Bto A,
¢c) (A4")' = A.
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Demonstragao 1. Por um lado, temos as igualdades,

((A+AB) (u),v) = (A(u),v) + X(B(u),v)
(u, A'(v) + AB'(v))
= (u, (A"+ AB') (v)),

por outro lado, (A + AB) (u),v) = (u, (A + AB)" (v)). A unicidade do transposto
implica que (A + AB)" = A! + \B".

2. A demonstracao é novamente uma manipulacido elementar de propriedades,
(Ao B) (u),v) = (B(u), A(v)) = (u, (B 0 A") (v)).

Também sabemos da identidade ((A o B) (u),v) = (u, (A o B)" (v)). Pela unicidade
do transposto concluimos que (A o B)' = B o AL,

3. Deixaremos a demonstragao aos cuidados do leitor. O

Merece ser enfatizado por um lema duas propriedades sobre o transposto de
um operador linear, nao pela dificuldade de demonstracao que é nenhuma, mas
pelo seu frequente uso.

Lema 7.6.1 Um operador linear A num espaco Fuclidiano V', possui as seguintes
propriedades.

a) Se A preseva um subespago W, entdo At preserva W+.

b) O operador A induz uma decomposi¢ao em soma direta ortogonal

V =Im A Nuc At

Demonstragao 1) Se v € W+, pela invariancia de W temos que (v, A(w)) =
0 para qualquer vetor w € W, e por definicao de transposto vale a igualdade
(AY(v),w) = 0. Portanto A'(v) € W+, significando que W+ ¢ invariante por A’.
2. Considere a decomposicao em soma direta ortogonal V- = Im A (Im A)L.
Verifiquemos a inclusio (Im A)" € Nuc A'. Se w é um vetor em (I'm A)*, entéo
para todo v € V temos a igualdade (A(v),w) = 0, pois A(v) pertence ao sube-
spaco imagem de A. Logo, (v, A'(w)) = 0 para qualquer v € V. Isso significa
que A'(w) = 0, mostrando a inclusao desejada. A inclusao oposta admite uma
demonstragao semelhante. a

Recomendamos ao leitor a leitura do Exercicio proposto nimero 2, ali estao
registrados alguns fatos que serao utilizados no préximo capitulo.

Exercicios propostos 7.6.1
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1. Calcule o operador transposto de A : R? — R?, A(z,y) = (v — 2y, 3z + ).
2. Seja A um operador em (V, (, )).
a) Prove que B : V — V é o operador transposto de A < [B}ﬁ = [A];, em que 3
é uma base ortornormal de V.

) Demonstre que se A é invertivel entdao A’ ¢é invertivel e (A_l)t = (A"
¢) Mostre que Ao A'=0< A=0.

) Verifique que p(A)! = p(A*) para qualquer polinomio p(t) € R[t].

)

Os ideais anuladores de A e A? sdo iguais, ou equivalentemente, os polinémios
minimo sao iguais. Prove essa afirmagao.

3. Fixado um vetor nao nulo vy em um espaco Euclidiano V', calcule o operador trans-
posto de

(w,vg)

(vo, vo)

V-V x(w)=w-— Vo.-

4. Mostre que a aplicacao (N, P) = tr (N P') é um produto interno no espago das ma-
trizes M (n,R). Responda as perguntas abaixo considerando esse produto interno.

a) Calcule o complemento ortogonal do subespago das matrizes diagonais.

b) Assuma que Py é uma matriz invertivel em M (n,R). Determine o transposto
do operador A : M (n,R) — M(n,R), quando

i) A(N)= PN,
ii) A(N)= NP,
iii) A(N)= Py 'NP,.

5. Dado o produto interno no espago Rs[t] = {p(t) € R[t]; graup(t) < 3} definido por

1
(), q(t) = / p(t) qt) dt

Descreva o transposto da derivagdo D : R3[t] — Rslt], p(t) — p'(¢).

6. Fixados vetores ug e vy de um espaco Euclidiano V', calcule o transposto do operador
linear A:V — V, A(v) = (v, ug)vp.

7. Calcule uma base ortonormal para os NucA, Im A, NucA' e Im At quando o
operador é A:R?® — R3, A(z,y,2) = (v +y,x + vy, +y).

8. Mostre a seguinte férmula para a transposta de uma matriz quadrada constituida

de quatro submatrizes,
P Ql [P R
R S| | @ S|



Capitulo 8

Operadores normais

Iniciaremos o estudo da classe de operadores lineares num espaco Euclidiano que
comutam com o seu transposto, chamados de operadores normais. As repre-
sentagoes matriciais canénicas desses operadores serao apresentadas tendo em vista
que alguns tipos de matrizes que surgem dessas representacoes formam subgrupos
importantes no espaco das matrizes quadradas. A linha de desenvolvimento dessa
secao ¢ simples. Primeiro estudaremos a decomposi¢ao priméria de um operador
normal e depois a decomposicao ciclica de cada parcela da decomposi¢ao primaéria.

8.1 Operadores normais

Diz-se que um operador A num espaco Euclidiano V é normal se Ao A* = Al o A.

A terminologia utilizada é apropriada pois o conceito de normalidade estard
sempre associado ao conceito de ortonormalidade e as boas representacoes desses
operadores serao obtidas em bases ortonormais dando origem as matrizes normais.
Apresentemos alguns exemplos de operadores normais em (V, (, )).

Exemplo 8.1.1 1) Conhecendo-se um tnico operador normal A : V. — V é
possivel contruir varios outros. Por exemplo, o operador transposto A® bem como
qualquer poténcia A™ com n > 0 sdo normais. Além desse, podemos provar que os
operadores B = A — A e C = AA, com \ € R, sdo também operadores normais.
Mostra-se por indugao que p(A) é normal para qualquer polinémio p(t) € R[t].

2) Se A : V — V é qualquer operador, o operador P = A’ o A é chamado de
operador de Gram associado ao operador A. Ele é um operador normal.

3) A composta e a soma de dois operadores normais num espago Euclidiano,
em geral, ndo sao operadores normais, entretanto, uma condicao suficiente para
serem normais é que os dois operadores comutem. O

124
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Exercicio 8.1.1 Demonstre o seguinte critério de normalidade num espago Eu-
clidiano. Um operador A : V' — V é normal < a representacao [A]g é uma matriz
normal para qualquer base ortonormal 3 de V. a

Apresentaremos as primeiras propriedades de um operador normal estabele-
cendo as relagoes entre o nicleo e a imagem de A e de seu transposto.

Proposicao 8.1.1 Se A € um operador normal num espaco FEuclidiano (V,{, )),
entao ||A(v)|| = ||AY(v)|| para qualquer vetor v € V. Em consequéncia,

a) os nicleos de A e A! sdo iguais;
b) V decompoe-se numa soma direta ortogonal, V.= Im AL Nuc A;

c) as imagens de A e A sdo iguais.

Demonstracao A comutatividade de A e de seu transposto A’ justifica as igual-
dades,

(A(v), A(v)) = (v, A" 0 A(v)) = (v, Ao Al(v)) = (At(v), A'(v)),

para qualquer vetor v € V. Portanto, ||A(v)||*> = ||A%(v)||?, de onde segue a
afirmagao.

As consequéncias sao imediatas. a) Da equivaléncia ||A(v)|| = 0 se, e somente
se, ||AY(v)|| = 0 segue a igualdade entre os nticleos de A e A. b) Sabemos que
V = Im A Nuc A? para qualquer operador A : V — V. Pelo primeiro {ftem temos
a decomposicao desejada. O item c¢) é deixado para exercicio. O

Exercicios propostos 8.1.1

1. Verifique que o operador de Gram associado a um operador A num espago Euclidiano
V é invertivel se, e somente se, A é invertivel.

2. Dé um exemplo de um operador A num espaco Euclidiano V tal que Ao A* # Afo A.
3. Demonstre que qualquer matriz normal N € M(2,R) é da forma

cos —senb a b
N_r{sem? cos ] ou N_{b c]’

onde r,a,b,c € R e 6 € [0,27).
4. Assuma que um operador normal A : V — V preserva o subespaco W C V.

a) Prove que o operador Ag : W — W obtido por restri¢ao de A é normal.
b) Demonstre que V = W [ W+ é uma soma direta ortogonal invariante por A.

¢) Conclua que essa soma direta também é invariante por A%
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8.2 Decomposicao normal

Operadores normais recebem uma versao particular do Teorema da decomposicao
priméaria. Novamente, veremos que toda informacao esta concentrada no polinémio
minimal do operador.

Teorema 8.2.1 (Teo. da decomposi¢ao normal) Seja A um operador normal
num espago Fuclidiano V. Entdao

a) a fatoragao primdria do polinémio minimal de A € um produto de polinémios
monicos primos sem repeticoes, ma(t) = p1(t)p2(t) - - - pr(t);

b) a decomposicao primdria de V' € uma soma direta ortogonal,
V = Nucpi(A) E Nuepz(A) - - Nucpg(A).

Demonstracao a) Por absurdo, vamos assumir que m 4(t) = p;(t)2q(t) para algum
indice 7. Essa hipdtese implica que para qualquer v € V o vetor w = p;(A)oq(A)(v)
pertence a intersecao Imp;(A) N Nucp;(A). Entretanto, essa intersegao é trivial
pois V. = Imp;(A) & Nucp;(A) desde que p;(A) é um operador normal. Isso
significa que p;(A) o ¢(A)(v) = o para todo v € V. Sendo assim, o polinémio
pi(t)q(t) pertence ao ideal anulador 34 e tem grau menor que grau do gerador do
ideal, evidentemente uma contradicao. Isso mostra que a fatoragao primaéria do
polindmio minimal nao tem fatores repetidos.

b) Como sabemos, a projegao m; : V' — V sobre a i-ésima parcela da decom-
posicao primaria ao longo das outras parcelas é um polinémio em A, portanto, 7;
é um operador normal e por conseguinte V = I'mm; [ Nucm;. Como para todo ¢
temos que

Imm; = Nucp;(A),
Nucm; = Nucp1(A) @ -+ B Nucp;(A) @ --- ® Nucpi(A),
segue que as parcelas da decomposicao primaria sao duas a duas ortogonais. O
A decomposicao primdria induzida por um operador normal serd chamada de

decomposi¢ao normal. Comparemos as decomposi¢oes normais de um operador e
do seu transposto num espago FEuclidiano V.

Corolario 8.2.1 Um operador normal e seu transposto induzem a mesma decom-
posicdo normal.

Demonstracao Recordamos que os polindmios minimais de um operador A e de
seu transposto A? sdao iguais, fato geral que independe da normalidade. Portanto,
a decomposicao normal definida por A’ fica sendo
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V = Nucpi(AY) O Nucpa(AY) - - I Nucpg(A?).

Como p;(A?) = pi(A)! e p;(A) é também normal, temos as igualdades dos nicleos,
Nucp;(AY) = Nucp;(A)t = Nucp(A). O

Exercicios propostos 8.2.1

1. Seja A um operador normal no espago Euclidiano V.
a) Prove que autovetores de A associados a autovalores distintos sdo ortogonais.
b) Mostre que se A¥(v) = 0 para algum k > 2, entdo A(v) = 0.
2. Descreva todos operadores num espaco Euclidiano que sao nilpotentes e normais.
3. Assuma que A é um operador nilpotente num espago Euclidiano V' e que o espago
é A—ciclico, V = C(v).
a) Determine a decomposi¢ao normal do operador de Gram P = A’ o A
b) e conclua que P é uma projecao ortogonal.

¢) Calcule a representagdo matricial de P na base ciclica gerada por v.

4. Com as mesmas hipdteses do item anterior, exceto que V' seja A—ciclico, podemos
concluir que P é uma projegao ortogonal?

5. Prove que se A e B sao operadores normais no espaco Euclidiano V' que comutam
entdo A comuta com BY.

8.3 Operadores simétricos

Iniciamos o estudo de tipos particulares de operadores normais.
Um operador A num espaco Euclidiano V' é simétrico quando A = A’

E trivial verificar que um operador simétrico é normal. O principal teorema
sobre tais operadores que iremos demonstrar é o Teorema espectral, garantindo
que um operador simétrico é diagonalizavel numa base ortonormal de autovetores.
Sem muito esforgo esse resultado pode ser demonstrado para espacos Euclidianos
de dimensao dois e depois generalizado para espagos com dimensoes maiores uti-
lizando o Teorema da decomposi¢cao normal. Deixaremos uma série de informacoes
sobre operadores simétricos em um espaco Euclidiano V' como exercicios.

Exercicio 8.3.1 1) Um operador de Gram ¢ simétrico.
2) Se A:V — V é simétrico entao p(A) é simétrico para todo p(t) € R[t].

3) A:V — V ésimétrico < a representagao [A] 5 em qualquer base ortonormal
£ de V' é uma matriz simétrica. O
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Demonstremos um lema auxiliar que contém quase todas as informagcoes necessa-
rias para a demonstracao do Teorema espectral.

Lema 8.3.1 Seja A um operador simétrico em (V,(,)). Se dimV = 2 entdao
valem as afirmacoes:

a) o polindmio caracteristico fatora-se num produto de dois polinémios lineares,
pa(t) = (t—X1)(t—A2), em que {\1, A2} C R sao autovalores nao necessari-
amente distintos;

b) o operador é diagonalizdvel por uma base ortonormal de autovetores.

Demonstragao a). Fixado uma base ortonormal v = {wvy,v3} C V, a repre-
sentacdo de A nessa base é uma matriz simétrica, digamos que seja

a b
Al, = )
=[5 0]
O discriminante A do polinémio caracteristico pa(t) = t2 — (a + ¢)t + (ac — b?)
é nao negativo, A = (a — ¢)?2 + b> > 0. Portanto, pa(t) pode ser fatorado em

polinémios lineares, pa(t) = (t — A\1)(t — A2), em que {1, A2} C R sdo escalares
nao necessariamente distintos.

b) Para demonstrar esse item ¢é conveniente examinar dois casos.

Primeiro caso Assumamos que o discriminante seja nulo. Nesse caso, as en-
tradas da representacao [A] 5 tem os valores a = ¢ e b = 0. Portanto, o operador
A tem um autovalor A = a, todo vetor de V' é um autovetor e

ae[3 )

Isso mostra que a base ortonormal v = {v1, v2}, ou qualquer outra base ortonormal,
é formada de autovetores. Observamos que o polinémio minimal de A é o polinémio
linear m4(t) = (t — A) e que A é uma homotetia por .

Segundo caso Quando o discriminante é positivo as raizes do polindmio carac-
teristico {1, A2} C R sdo distintas, implicando que o polindémio minimal é igual ao
polinémio caracteristico, m4(t) = (t — A1) (t — A2), e cada parcela da decomposicao
normal

V = Nuc(A— MId)E Nuc(A— A1d)

¢ um autoespago unidimensional V),. Escolhendo um vetor unitdrio u; € Vjy,, a
base 3 = {u1,us} é ortonormal e formada de autovetores. O

Teorema 8.3.1 (Teorema espectral) Seja A um operador linear num espago
Fuclidiano V. Se A € simétrico, entao
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a) a fatoragao primdria do polinémio minimal de A € um produto de polinémios
lineares distintos, ma(t) = (t — A\ )(t — o) -+ (t — Ag);

b) a decomposi¢ao normal determinada por A é uma soma direta ortogonal de
autoespacos, V. =Vy O V), L--- V), .

Em particular, A € diagonalizdvel por uma base ortonormal de autovetores.

Demonstragao Pelo Teorema da decomposicao normal sabemos que o polinémio
minimal de A fatora-se em um produto de polinémios moénicos, primos e dois a
dois distintos, m4(t) = p1(t)p2(t) - - - pr(t). Por absurdo, assumamos que algum
fator p;(t) seja um polinémio de grau dois. Considere o espaco A-ciclico C(v) C
Nucp;(A) gerado por um vetor nao nulo v € Nucp;(A). Como m,(t) é um
polinémio nao constante que divide o polinémio primo p;(t), necessariamente temos
que my(t) = p;(t) e por conseguinte,

dim C(v) = graum,(t) = 2.

O operador linear induz por restri¢do um operador simétrico em (C(v), (, )), pois
esse espaco é invariante por A e A' = A. Aqui surge a contradicio. Por um
lado, o polindmio minimal da restri¢ao é o polinémio primo de grau dois p;(t), por
outro lado, o lema anterior afirma que esse polinémio fatora-se em um produto de
polinémios lineares! Logo, cada fator da decomposicao priméria é um polindémio
linear.

A demonstracdo de 2 é imediata. Em particular, para diagonalizar o operador
escolhemos uma base ortonormal 3; C Nucp;(A) e construimos a base ortonormal

B=UB deV. O

Corolario 8.3.1 Um operador num espago Fuclidiano é simétrico se, e somente
se, o operador é diagonalizdvel por uma base ortonormal de autovetores.

Nao roubaremos do leitor o prazer de demonstrar esse corolario.

Exercicio 8.3.2 Prove que um operador normal A em (V, (, )) é simétrico se, e
somente se, todas as raizes do polinémio caracteristico sao reais. O

Exercicios propostos 8.3.1

1. Verifique que os operadores sdo simétricos e diagonalize-os.

a) A:R? - R? A(z,y) = (4o + 12y, 122 — 3y).
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b) A:R3 — R3 A(x,y,2) = (22, —y, 27).
c) A:R® = R3 Ax,y,2) = (x + 2, —y,x + 2).
2. Fixado um vetor nao nulo vy no espaco Euclidiano V', defina a aplicacao 7 : V' — V|
m(w) = (w, vg) V.
a) Mostre que 7 é um operador linear simétrico.
b) Identifique as parcelas da decomposi¢ao normal determinada por 7.
3. Suponha que A é um operador linear diagonalizdvel no espago real de dimensao

finita V. Mostre que podemos definir um produto interno em V que torna A um
operador simétrico.

4. Sejam V = W7 @ W5 uma decomposi¢ao em soma direta do espago Euclidiano V
em V. — V a projecao sobre a i-ésima parcela ao longo da outra. Prove as
equivaléncias.

a) m; é um operador normal.
b) m; é um operador simétrico.

¢) A soma direta é ortogonal.

5. Suponha que um operador linear simétrico A em (V,(, )) é tal que A™ = Id para
algum inteiro n > 2. Demonstre que A% = Id.

6. Prove que dois operadores simétricos em (V,(, )) comutam se, e somente se, eles
sao simultaneamente diagonalizaveis.

7. Uma involugao S num espago Euclidiano V' é normal se, e somente se, S é simétrica.

8. Prove que o traco de um operador simétrico num espago Euclidiano é a soma das
raizes do polindmio caracteristico (contando as multiplicidades).

8.4 Decomposicao ciclica normal

Para cada operador A num espago Euclidiano V' iremos construir uma decom-
posicado A-ciclica cujas parcelas sdo duas a duas ortogonais. Isso permitird fazer
uma representagao matricial do operador, utilizada para identificar os exemplos
cléssicos de operadores normais. Por clareza, os teoremas sobre decomposicoes
ciclicas estao direcionados para o estudo da restricao do operador a uma das
parcelas da decomposicao normal. Iniciemos com uma versao dos teoremas das
decomposicoes ciclicas para operadores normais.

Teorema 8.4.1 (Teorema da decomposicao ciclica normal) Seja A um o-
perador normal no espago FEuclidiano V. Se ma(t) = p(t) € a fatoragdo primdria
do polinémio minimal de A entdo existem vetores vy, va, ..., € V tais que
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V=C(uv)EC(ve) & ---EC(vy),

grauma(t) = dimC(v1) = dimC(vz) = - - - = dimC(vy,).

Essa decomposicio A-ciclica é dimensionalmente unica.

Demonstragao Dividiremos a demonstracao em dois casos.

Primeiro caso. Assumamos que o polinémio minimal de A é o polinémio linear
ma(t) = (t — A). Sendo assim, todo vetor é um autovetor associado ao autovalor
A e escolhendo-se uma base ortonormal 5 = {v1,ve,...,v,} de V = V) obtemos a
decomposicao A-ciclica

V= Cor) B (o) D+ B C(v),

grauma(t) =1 =dimC(v;) = dimC(vz) = --- = dim C(vy).

Segundo caso Vamos supor que o polinémio minimal é um polinémio primo de
grau dois, ma(t) = (t — A\)? + 72, com 7 > 0. Nesse caso considere o operador de
Gram P:V — V, P(v) = AloA(v). Sendo P um operador simétrico, pelo Teorema
espectral podemos escolher um autovetor v € V associado a um autovalor u € R,
mais precisamente, P(v) = pv. Demonstraremos que a soma direta ortogonal

V = Ca(v) D Calv)-

¢ invariante por A e A'. Como C4(v) é invariante por A, entdao o complemento
ortogonal C4(v)* é invariante por A!. Logo, é suficiente mostrar que a primeira
parcela é invariante também por A’ pois isso implicard que a segunda serd in-
variante por A. Reduzindo ainda mais a questao. E suficiente demonstrar que
v = {v, A(v)} é uma base ordenada de Ca(v) tal que A’(y) C Ca(v). De fato v
é uma base pois todo espaco A-ciclico nao trivial tem dimensao dois desde que
o polinémio minimal de um vetor ndo nulo é igual ao polinémio minimal de A.
Verifiquemos a condicao A!(y) C C4(v). Dado o elemento A(v) € v temos que

AY(Aw)) = P(v) = o,

mostrando que A'(A(v)) € Ca(v). Consideremos o outro elemento v € «. Para
mostrar que A'(v) € Ca(v) devemos levar em conta a comutatividade dos oper-
adores A, A’ e P como também o desenvolvimento m4(t) = t2 — 2\t + (A2 + 72).
Observe que o = A'(0) = At(m4(A)(v)), portanto,

o = A'(A%(v) — 20A(v) + (N + T2)v)
P(A(v)) — 2AP(v) + (\* + 7%) Al (v)
= pA(v) — 22w + (A + 72) Al (v).
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Dessas igualdades ¢ possivel concluir que A’(v) é uma combinacao linear dos ele-
mentos da base v, mais precisamente,

A'(v) (2uXv — pA(v)).

T 22

Isso demonstra que A'(y) C C4(v), como desejdvamos.

A continuagao da demonstracao do segundo caso é feita por inducao sobre a
dimensao de V. Devemos mostrar que se A é um operador simétrico no espago
Euclidiano V' com dim V = 2n e polinémio minimo m(t) = (t — \)? + 72, entdo
existem vetores vi, v, ..., v, € V tais que

V =C(v1)BC(v2) B ---EC(vy),

grauma(t) =2 =dimC(v;) = dimC(vg) = --- = dim C(vy,).

Note que para n = 1 a verificagao é trivial pois V = C(v) para qualquer vetor nao
nulo v € V. A construgdo acima é o passo de indugdo que reduz a dimensao em
2, pois A e A! preservam o subespaco ciclico C(v1)+. Deixaremos para o leitor
completar esse final de demonstracao. a

Uma decomposicao A-ciclica determinada por um operador normal serd cha-
mada de decomposicao A-ciclica normal.

Corolario 8.4.1 Uma decomposi¢do A-ciclica normal é também uma decomposicdo
At-ciclica normal.

Demonstracao Vamos supor que a fatoragao primaria do polinémio minimal do
operador normal A seja m4(t) = p(t). Desse modo, considere uma decomposi¢ao
A-ciclica normal

V=C(uv)EC(ve) & ---EC(vy),

graumy(t) = dimC(v1) = dimC(v2) = - - - = dim C(vy,).
Como o operador A prerserva a soma direta ortogonal

W,‘ :C('Ul)D"‘DC(’U@')D"'DC(’UTL)7

entao A! preserva o complemento ortogonal de W; que é Wf = C(v;). A igualdade
dos polindémios minimos m4(t) e m4¢(t), garante que cada parcela A-ciclica é uma
parcela Al-ciclica. 0

Exercicios propostos 8.4.1
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1. Suponha que a representagao do operador A :
R* — R* na base canonica seja a matriz ao lado.

1 0 0 -1

a) Mostre que A é normal (em relagdo ao pro- 4], = 0 11 0
duto interno canénico). a1 0 -1 1 0

1 00 1

b) Dé uma decomposigao A-ciclica normal ex-
plicitando os vetores que geram as parcelas.

2. Mostre que A : R? — R3, A(z,y,2) = (z,2,y) é normal e determine uma decom-
posicao A—ciclica.

3. Considere o operador A : R® — R3, A(z,y,2) = (y — 32, —x — 22,2z + 3y).

a) Verifique que A é um operador normal.
b) Determine uma decomposicao ciclica normal explicitando os vetores que geram

as parcelas ciclicas.

4. Demonste que toda matriz normal N € M (3,R) é conjugada a uma matriz da forma

e O - cos) —senb la b
Q{O P] onde Pr{sene 0059} ou P[b d |’

8.5 Representacao de operadores normais

O Teorema da decomposicao ciclica permite-nos construir uma representagao bas-
tante simples de um operador normal pois sabemos decompor o espaco V em
subespacos unidimensionais ou bidimensionais invariantes pelo operador. Para
isso, recordemos uma notagao matricial. Denotamos por R(\, 7) a matriz 2 x 2
A -7
R()\,T):|:7_ \ | emaque A, TER.

Note que p(t) = (t — A\)? + 72 é o polinémio caracteristico de R(A, 7).
Proposicao 8.5.1 Se A ¢ um operador normal no espaco FEuclidiano V de di-

mensdo dois com polinémio minimal ma(t) = (t — \)? + 72, 7 > 0, entdo ewiste
uma base ortonormal B tal que

a-[2 )

Demonstragao Seja # = {u1,us} uma base ortonormal de V. Digamos que a
representacao matricial de A nesta base seja a matriz

[A]ﬁz[ig]-
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A irredutibilidade do polinémio minimal de A garante que ¢ # 0, na ver-
dade podemos assumir que ¢ > 0, caso contrario consideramos a base ordenada
B = {u1, —us} e essa condigao ficard satisfeita. Para demonstrar a proposigao é
suficiente mostrar que b = —c e a = d. As hipéteses de A ser um operador normal e
a base ser ortonormal implicam que [A]g[A]j; = [A]}[A]s. Efetuando-se o produto

matricial obtemos quatro equagoes das quais destacaremos duas,
b = c?
{ ac+bd = ab + cd
Como o polindémio minimal tem grau dois e a dimensao de V também é dois,
necessariamente o polinémio caracteristico de A é igual ao polindémio minimo,
pa(t) =t> — (a + d)t + (ad — bc). A condicdo de p4(t) ser um polinémio primo, é
equivalente a ter discriminante negativo, A = (a — d)? + 4bc < 0. Como b? = c? e
¢ > 0 necessariamente temos que b = —c. Por outro lado, substituindo esse valor

de b em ac + bd = ab + cd determinamos a equagao 2¢(a — d) = 0, de onde segue
que a = d. Em resumo, a representacao de A na base ortonormal 8 é amatriz

a —c
A, =
A= ]
com ¢ > (. Calculando novamente o polindmio minimal obtemos m4(t) = (¢ —
a)? + c2. Sendo assim, A = a e T = ¢, como desejavamos demonstrar. O

Na préxima proposicao descreveremos uma representcao candnica para um
operador normal. Recordamos que os enunciados dizem respeito as restrigoes do
operador as parcelas da decomposi¢ao normal.

Proposicao 8.5.2 Se my(t) = p(t) € a fatorag¢ao primdria do polinémio minimal
do operador normal A num espaco Euclidiano V', entdo existe wma base ortonormal
B de V tal que

a) [A]lg = diag{\, A, ..., A} se ma(t) = (t —A), ou
b) [Alg = diag{R(\,7), R(A,7), ..., RO\, 7)},  se ma(t) = (t - AN2+72, 7> 0.

Demonstracao Escolha qualquer decomposicao A-ciclica normal,
V =C(v1) B C(ve) & ---EC(vy),

grauma(t) = dimC(v1) = dimC(ve) = -+ - = dimC(vy).

a) Se o polinémio minimal é linear, m(t) = (t — \), cada parcela ciclica é
unidimensional e cada gerador v; é um autovetor (que pode ser assumido unitério)
associado ao autovalor A\. Logo, para diagonalizar o operador escolhemos como
base ortonormal o conjunto 5 = {v1, v, ..., v, }.
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b) Se o polinémio minimal é primo de grau dois, m4(t) = (t — )2 +72, 7 > 0,
cada parcela ciclica tem dimensao dois e é invariante por A e A*. Portanto A induz
por restrigdo um operador normal em cada parcela C(v;) com o mesmo polindémio
minimo. Pela proposi¢do anterior, existe uma base ortonormal 3; de C(v;) cuja
representacao da restricdo A; é a matriz

=7 1

Finalizando a demonstracao, escolhemos a base ordenada (3 U 0B; para obter a
representacao desejada. a

O conjunto de matrizes
Cu = {R(AvT); AT E R}

equipado com as operagoes de soma e multiplicagao de matrizes tem uma estrutura
de corpo. Para deixar claro a relagao entre os nimeros complexos e vérias repre-
sentagoes matriciais aqui descritas, construiremos um isomorfismo de corpo entre
os numeros complexos e esse subconjunto especial de matrizes 2 x 2. O isomorfismo
¢é a aplicacao
®:C — Cyy, q)()\+iT):|:)\ T].
T A

Dado um nimero complexo néo nulo z = X447 existe um tdnico 8, 0 < 6 < 27,
chamado de dngulo polar, tal que z = ||z||(cos @ + isen 8), onde ||z|| = VA2 + 72.
Essa expressao é chamada de decomposicdo polar de z e o angulo 0 satisfaz as
identidades,

_ A _ T
COSH—W e sen@-w.

Transportando a decomposicao polar via isomorfismo ® para Cj; temos a decom-
posicao polar da matriz correspondente,

R()\,T):\/m[ cos —sen&]‘

sen cos

Definimos a matriz rotagao por 6 como sendo a matriz ortogonal 2 x 2

cos@ —senb
Ry = [sen@ cos@]'

No final do capitulo descreveremos uma generalizacao dessa idéia mostrando
uma decomposicao polar para uma matriz qualquer. Finalmente, observamos a
forma especial do produto matricial

R\ T)RN, 7)Y = (A2 4 72) 5.

Exercicios propostos 8.5.1
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1. Suponha que ma(t) = (t* + a?)(t* + b*) é o polinémio minimal de um operador
normal A : R* — R*. D¢ a representaciio matricial canonica para A.

2. Suponha que pa(t) = (¢t — 2)2(t* + 1)? [(t — 1)® + 1] seja o polindmio caracteristico
de um operador normal A : R® — R®. Determine o polinémio minimal e uma
representacao matricial canonica para A.

3. Um operador A no espago Euclidiano V é normal < || A(v)|| = || A*(v)|| para qualquer
veV?

8.6 Operadores anti-simétricos

Um operador normal A num espaco Euclidiano V' é anti-simétrico se A® = —A.

Matricialmente um operador anti-simétrico é identificado pela representa-cao
numa base ortonormal, ela é uma matriz antisimétrica. A reciproca dessa afirma-
cao também é verdadeira. Examinemos a decomposi¢cao normal de um operador
anti-simétrico,

V = Nucpi(A) O Nuepa(A) B - E Nucpg(A).

Cada fator p;(t) do polindémio minimal do operador ou é linear, p(t) =t — A, ou é
um polinémio primo, p(t) = (¢t — A\)? + 72, em que sempre assumimos que 7 > 0.

Suponha que algum fator p;(t) seja linear, entdo a parcela correspondente da
decomposicao normal é o autoespaco V), e numa base ortonormal 3; C Nucp;(A)
o operador A; obtido por restrigao de A é diagonalizado. Como a base é ortonor-
mal, a matriz [4;]5 ¢ antisimétrica e diagonal, logo [A;]5 = [0], significando que
a restrigao é nula. Portanto, o fator considerado é p;(t) =t e a parcela correspon-
dente na decomposigao normal é precisamente o nicleo do operador anti-simétrico
A. Isso mostra que s6 é possivel existir um fator linear na decomposicao primaria
do polinémio minimal e esse fator linear é p(t) = t.

Assuma que p;(t) = (t — \i)2 + 72. Pelo Teorema da decomposicio ciclica
normal existem vq, va, ..., v, € Nucp;(A) tais que

Nucp;(A) = C(vy) O C(v2) L - - - D C(wy),

graup;(t) =2 =dimC(v;) = dimC(ve) = - - - = dim C(vy,).

E possivel escolher uma base ortonormal 3; C C(v;), tal que a restri¢ao do operador
tem como representacao a matriz

N —T;
[Ai]ﬁi = [ A ] .

Entretanto essa matriz é antisimétrica, implicando que \; = 0. Logo o fator é
da forma p;(t) = t* + 71-2 e a representagao na base (; do operador restrito ao
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subespago C(v;) é a matriz

1 0

Observamos que as raizes complexas desse polindémio sao imaginarias.

R(0,7;) =7 [ 0 —1 } .

Exercicio 8.6.1 Prove que se todas as raizes do polinémio caracteristico de um
operador normal num espaco Euclidiano sdo imagindrias, entdo o operador € anti-
simétrico. a

Exercicios propostos 8.6.1

1. Mostre que toda matriz antisimétrica N € M(2,R) é da forma

0 -1

N_T{l 0

] onde 7re€R.

2. Fixado um vetor unitério vy € R?, defina a aplicagao V : R® — R3, V(v) = vy A v,
onde A indica o produto vetorial dos vetores vy e v.
a) Mostre que V é um operador anti-simétrico.
b) Encontre a matriz de V na base canonica.

c) Explicite a transposta de V em termos de vy.

3. Qual o trago de um operador anti-simétrico?

4. Prove: um operador A em (V,( , )) é anti-simétrico < (v, A(v)) = 0 para todo
veV.

8.7 Operadores ortogonais

Um operador U num espaco Euclidiano V ¢é dito ortogonal se UoU? = Id = UtoU.

Da definicao segue que operadores ortogonais sao invertiveis. Por isso, para
verificar quando um operador é ortogonal s6 precisamos verificar uma das duas
condicoes, U o Ut = Id ou Ut o U = Id.

Exercicio 8.7.1 E possivel identificar matricialmente um operador ortogonal.
Um operador U num espago Euclidiano V' é ortogonal < a representacao [U] 3
é uma matriz ortogonal para qualquer base ortonormal 3 C V. O

Examinemos em poucas linhas algumas propriedades de matrizes ortogonais.
Um dos exemplos importantes para o cdlculo matricial é a matriz mudanca de
coordenadas entre bases ortonormais.
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Proposicao 8.7.1 Se 3 e~y sdo duas bases ortonormais no espaco Euclidiano V,
entdao a matriz mudancga de coordenadas [Id]g € uma matriz ortogonal.

Demonstragao Digamos que § = {v1,v2,...,v,} € v = {wy,wo,...,w,}. Para

livi fo d iz mudanca d denadas [Id)5
aliviar a notacdo denotaremos por () a matriz mudanca de coordenadas [Id]5.
Por definicao de representacao matricial, a i-ésima coluna de @ é formada pelos
coeficientes da combinacao linear v; = ay;wi + ag;we + - -+ + ap;w, enquanto a j-
ésima linha de Q" é formada pelos coeficientes da combinagao linear v; = ajjw; +
agjws + -+ + apjw,. Reescrevamos o produto interno d;; = (v;,v;) levando em
conta a ortonormalidade das bases,

0ij = Z Aki@my (Wi, wj) = Zakiakj = (Q'Q),
k=1

k,m=1

(recordamos que §;; é o delta de Kronecker). Portanto, Q'Q = I,,. Apenas essa
condicao é suficiente para mostrar a ortogonalidade da matriz mudanca de coor-
denadas Q. O

As linhas de uma matriz ortogonal n x n, @ = [a;;], admitem uma leitura
bastante geométrica. Se a i-ésima linha de @) ¢é identificada com as coordenadas
de um vetor v; € R™ na base canonica, mais precisamente, Q; = [vi]q, entdo a
condigao Q'Q = I, implica que o conjunto ordenado 3 = {v1,vs,...,v,} é uma
base ortonormal do R"™ relativa ao produto interno canonico. O mesmo ocorre
quando a identificagdo é com a j-ésima coluna de Q.

Feitas essas consideracoes matriciais, voltemos ao estudo de operadores ortog-
onais construindo uma representacao matricial apropriada. Recordamos que Ry é
a matriz de rotacao por 6.

Proposigao 8.7.2 Se ma(t) = (t — \)? + 72, com 7 > 0, € a fatoragdo primdria
do polinémio minimal de um operador normal A num espaco Euclidiano V. Entado
a) o operador € ortogonal <
b) ma(t) = (t—AN?+712com N2 +72=1%

¢) existe uma base ortonormal § na qual a representa¢ao matricial é da forma
[A]B = diag{Rg, R@) sy RG}

Demonstracao Pelo Teorema da decomposicao ciclica normal existem vy, vs,
ey € V= Nucma(A) tais que
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Nucma(A) =C(vy) OC(va) B --- EC(vy),

grauma(t) =2 =dimC(v;) = dimC(vz) = --- = dim C(vy).

Sendo A um operador normal, é possivel escolher uma base ortonormal 3; C C(v;)
na qual a restricao do operador a cada parcela ciclica tem como representagao

=2 5|

Portanto, se considerarmos a base ortonormal (3 -U 0;, obtemos a representacao
[A]ﬁ = diag{[Al]ﬂu [A2]ﬁ27 ) [An]ﬁn}

Por tudo que ja foi visto sobre representacoes em bases ortonormais podemos
escrever

(Ao A'lg = diag{[Ar]s, [Ar],, [Aa]p,[A2lh,, - [Anls,[An]s, }
a) < b) A condigao Ao A" = Id é equivalente & condigao [4;] [AZ]E% = [ para

2

todo i que por sua vez é equivalente & condicio \? + 72 = 1.

b) < ¢) Deixaremos como exercicio. O

Exercicio 8.7.2 Se ma(t) = (t — \) é a fatoragao primdria do polinémio minimal
de um operador normal A num espago Euclidiano V' entao A é ortogonal < |A\| = 1.
Prove essa afirmacao. a

Exercicios propostos 8.7.1

1. Demonstre que a multiplicagao de matrizes induz uma estrutura de grupo no con-
junto das matrizes ortogonais O(n,R).

2. Descreva todas as matrizes ortogonais Q € M (2, R).

3. Mostre que se um operador ortogonal em R? fixa um vetor ndo nulo entdo o operador
é uma involugao ortogonal.

4. Verifique que o operador linear A é normal e determine a decomposicao normal
quando A : R® — R3, A(z,y,2) = +(2z 4+ 2y + 2,2z + y + 22,2 — 2y + 2z). Dé
uma representacao matricial candnica.

5. No espago das matrizes M (n,R), considere o produto interno dado por (N, P) =
tr(NP?). Fixado Qp, uma matriz n x n com entradas reais, prove que o operador
linear U : M (n,R) =M (n,R), U(N) = QoN é um operador ortogonal < Qg é uma
matriz ortogonal.

6. Suponha que seja dada uma decomposicio em soma direta V = W L W+ de um
espaco Euclidiano V. Seja v = uw + w a decomposi¢ao correspondente do vetor.
Demonstre que a aplicagdo U : V — V, U(v) = u — w, é ortogonal. Dé uma
representagao matricial canonica para U.
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7. Determine os operadores lineares de um espago Euclidiano que comutam com todos
operadores ortogonais.

8. Mostre que as matrizes N e P sao conjugadas, onde

01 -1 0 cos % —sen%

1 0 0 1 senT cos T

= — 4 4
N -1 0 0 1 c P cosy —seny
0 1 1 0 sen? cos

9. Denote por W um subespaco unidimensional gerado pelo vetor unitario u de um
espaco Euclidiano V. Considere a decomposicio em soma direta V =W+ EW e a
aplicagdo A(v) = v — 2{v,u)u. Demonstre as afirmagoes.

a) A é uma involugao.
b) A é uma reflexdo ortogonal em torno do subespaco W+.
¢) A é ortogonal.
10. Sejam A e B dois operadores lineares em (V,{ , )) que comutam. Assuma que A é
simétrico e que B é anti-simétrico. Prove as afirmagoes.
a) (A(v), B(v)) =0 para todov € V.
b) ||(A(v) + B(v)|| = ||A(v) — B(v)|| para todo v € V.
¢) C=(A+ B)o(A— B) éum operador ortogonal.
11. Considere o operador linear A(x,y) = (ax+by, cx+dy) em R%. Determine condicoes

necessarias e suficientes sobre a, b, c e d para que A seja um operador ortonormal
em relagdo ao produto interno {(x1,y1), (x2,y2)) = 2x122 + 3y1Yo.

8.8 Espectro

O espectro o(A) de um operador A num espago vetorial V' de dimensao finita sobre
K (R ou C) é o conjunto das raizes complexas do polinémio caracteristico de A.
Contando as repetigoes, o polindmio caracteristico possui um ntmero de raizes
igual & dim V.

O objetivo dessa secao é fazer um resumo do estudo feito sobre operadores
normais classicos examinando a distribuicao do espectro no plano complexo. Na
sequéncia, A denotard um operador normal no espago Euclidiano V' e my(t) =
p1(t)p2(t) - - - pr(t) denotard a fatoracdo priméria do seu polinémio minimo, recor-
damos que os fatores sao primos e sem repeticoes. O Teorema da decomposicao
normal garante que

V = Nucpi(A) D Nucpe(A) & -+ - & Nuepg(A).
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e os teoremas de decomposicoes ciclicas descreveram processos para construirmos
uma base ortonormal especial §; para a i-ésima parcela da decomposi¢ao normal. A
saber. O operador A; induzido por restrigdo de A tem uma das duas representagdes,
[Ailg, = diag{dio Xir o i} se pilt) = (£ X),
n; vezes
ou
[Ailg, = diag{ R(\i, 73), R(Ai, 73), . RO, 7)) se pilt) = (= X)* + s

n; Vezes

A representagao candénica do operador normal A é a representagdo na base ortonor-
mal ﬁ =U ﬁia
[A]ﬁ = diag{[Al]ﬂl’ [AQ]ﬁzv ey [Ak],@k}‘

Essa representacao permite afirmar que o espectro de A é a unidao dos espectros
dos induzidos A;. Com efeito. Segue da representacdao matricial construida que

pA(t) = pa, (O)pay (t) - - pa,(t).
em que cada fator é um polinémio linear p4, (t) = (¢t — A\;) ou um polinémio primo
de grau dois pa,(t) = (t — A\;)2 + 72. O estudo espectral feito anteriormente fica
resumido na

Proposicao 8.8.1 Seja A um operador normal num espaco Fuclidiano V. Entdo

a) A € simétrico < o espectro o(A) estd contido no eixo real;
b) A € anti-simétrico < o espectro o(A) estd contido no eizo imagindrio;

c) A € ortogonal < o espectro o(A) estd contido no circulo unitdrio.

Exercicios propostos 8.8.1
1. Se A ndo pertence ao espectro de um operador linear A : V. — V onde V é um
espaco vetorial de dimenséo finita, entao A + AId é invertivel.

2. Se A é um operador normal num espaco Euclidiano V' satisfazendo a identidade
" = Id para algum inteiro n > 1, entao A é um operador ortogonal.

3. Dé um exemplo de um operador linear A : R? — R? tal que A% = Id.

4. Dé a representagdo matricial candnica para um operador normal A : V — V se o
seu polindmio minimal é ma(t) = t* — 1.
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5. Se \ pertence ao espectro de um operador ortogonal entao % também pertence ao
espectro. Examine essa afirmacgao.

6. Suponha que —1 nao estd no espectro do operador A : V' — V. Prove as afirmagoes

a) Id+ A é um operador invertivel.
b) Se A é ortogonal entdo B = (Id — A) o (Id + A)~! é antisimétrica.
¢) Se A é antisimétrica entdo e B = (Id — A) o (Id + A)~! é ortogonal.

8.9 Operadores que preservam a estrutura

Diz-se que um operador U num espaco Euclidiano (V,(, )) preserva o produto
interno quando (U (v),U(w)) = (v, w) para quaisquer v,w € V.

Tais aplicagbes também sao chamadas de isometrias lineares. Na secao final
desse capitulo examinaremos o conceito de isometria com mais vagar.

Lema 8.9.1 Toda aplicacio num espaco Fuclidiano que preserva o produto in-
terno € um operador linear invertivel.

Demonstragao Seja U uma aplicagao em (V,(, )) que preserva o produto in-
terno. Fixemos uma base ortonormal qualquer 8 = {vy,vs,...,v,} C V. Segue
diretamente da hipdtese as igualdades,

037 = (U (i), Uwy)) = {vi, vj) -
Logo, o conjunto U(B) = {U(v1), U(v2), ..., U(vy)} é formado por n vetores unitarios

dois a dois ortogonais. Portanto U(/3) é uma base ortonormal de V. Sendo assim,
a aplicacao U : V — V pode ser escrita como

U(v) = (U(v),U(v1)) U(v1) + (U (), U(v2)) U(vz) + - -+ (U(v), U(vn)) Ulvn)-

Note que cada aplica¢do a; : V' — R definida por a;(v) = (U(v),U(v;)) é um
funcional linear pois, como U preserva o produto interno concluimos que a;(v) =
(v,v;). Agora é imediato verificar que U é um operador linear.

Agora, se v € NucU entao
0= (U(v),U(v)) = (v,v) = [[v]|>.
Isso mostra que o ntcleo é trivial, portanto, U é um operador linear invertivel. O

Existem varias propriedades que caracterizam um operador que preserva a
estrutura Euclidiana, entre as quais, a ortogonalidade é uma delas. Listemos
algumas numa tnica proposicao.
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Proposicao 8.9.1 As sequintes afirmacoes sobre um operador linear U num espa-
co Fuclidiano V' sao equivalentes.

a) O operador preserva o produto interno;
b) O operador preserva a norma;
c) O operador é ortogonal;

d) O operador transforma base ortonormal em base ortonormal.

Demonstragao a) = b) Se U preserva o produto interno temos que
@I = (U@), U@) = (v,0) = o]
Isso mostra que U preserva a norma induzida pelo produto interno.
b) = ¢) Se u,v € V sao dois vetores quaisquer, calculemos o produto interno

<u, Uto U(v)> pela identidade de polarizacao,
1 1
(u,U 0 U(0)) = (U (), UW) = 71U () + U)|? = 31U () - V)]
Por hipétese, U é um operador linear que preserva a norma, entao
1 1
(u,U'oU(v)) = MU+ v)* - MU~ v)|?

1 1
R R Tt
= (u,v).

Como <u, Uto U(v)> = (u,v) para quaisquer u,v € V entdo U’ o U = Id, signifi-
cando que U é ortorgonal.

¢) = d) Suponha que U é um operador ortogonal e que § = {v1,ve,...,v,} é
uma base ortonormal do espago Euclidiano V. Calculemos,

(U(v:), U(vy)) = (i, U* 0 U(vy)) = {vi,v5) = 8ij.
Esse célculo mostra que U(8) = {U(v1),U(v2),...,U(vy,)} é um conjunto de n

vetores unitarios dois a dois ortogonais num espago de dimensao n. Como sabemos,
sob essas condigoes U(f3) é uma base ortonormal de V.

d) = a) Suponhamos que U aplica base ortonormal em base ortonormal. Sejam
B = {v1,v2,...,v,} uma base ortonormal de V, v = ajv; + agva + -+ + apv,
e w = bjv; + bovy + -+ + byv,. Considerando a ortonormalidade de 8 e U(f)
obtemos, por um lado, a igualdade
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e, por outro lado,
n n

<v,w) = Z aibj <vi,vj> = Z aibi.
ij=1 ij=1
Desses calculos concluimos que (U(v),U(w)) = (v, w). O

Exercicios propostos 8.9.1
1. Demonstre que um operador linear num espago Euclidiano que transforma vetores
unitarios em vetores unitarios é ortogonal.

2. Uma aplicagdo A num espaco Euclidiano V' que preserva a norma é um operador
linear, portanto é ortogonal. Prove essa afirmacao.

3. Uma operador linear A em (V,{ , )) é dito coforme se preserva o angulo entre
dois vetores. Mostre que um operador conforme é da forma A = rU em que U é
ortogonal e r # 0.

4. Um operador A em (V, (, )) é isogonal se preserva ortogonalidade, isto é, se (v, w) =
0= (A(v), A(w)) = 0. Prove que todo operador isogonal fatora-se num composicao
de uma homotetia com um operador ortogonal, A = rU com r # 0.

5. Demonstre as reciprocas das afirmagoes feitas nos itens acima

6. Uma aplicacao A num espaco Euclidiano V que transforma vetores unitérios em
vetores unitarios é um operador ortogonal?

7. Dado um operador invertivel A num espaco Euclidiano (V,{ , )) mostre que existe
uma base ortonormal 8 = {v1,vs,...,v,} tal que A(B) = {A(v1), A(v2), ..., A(v,)} é
uma base ortogonal.

8.10 Comparando estruturas Euclidianas

Surpreendentemente, existe uma estreita relacdo entre dois produtos internos no
mesmo espaco vetorial V. Conhecendo-se um deles podemos descrever facilmente
todos os outros. Para explicar com precisao essa afirmacado necessitamos de um
novo conceito.

Diz-se que P : V — V é um operador positivo num espaco Fuclidiano V se
p1 P é simétrico;
p2 (v, P(v)) > 0 para qualquer vetor nao nulo v € V.

Estamos interessados na reciproca do seguinte resultado.
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Exercicio 8.10.1 Assuma que P é um operador positivo em (V,(, )). Entao P
é invertivel e a aplicagao ((, )) : V x V — V definida por ((v,w)) = (v, P(w)) é
um outro produto interno em V. a

Antes de demonstrar que dois produtos internos num mesmo espago vetorial
estao relacionados por um operador positivo como indicado no exercicio acima,
vejamos, entre outros fatos, que operadores positivos existem e que é simples con-
strui-los. Relembramos que o Teorema espectral garante que todo autovalor de
um operador positivo é real.

Proposicao 8.10.1 As seguintes afirmacoes sobre um operador P num espaco
Euclidiano V' sdo equivalentes.

a) O operador € positivo.
b) O operador é simétrico e os autovalores sao positivos.

c) P é um operador de Gram associado a um operador invertivel A:V — V.

Demonstracao a) = b) Seja A € R um autovalor do operador positivo P : V' —
V. Escolhamos um autovetor v associado a esse autovalor e calculemos,

0 < (v, P(v)) = (v, xv) = Al|v]|*.
Como ||v|| > 0, concluimos que o autovalor é positivo.

b) = ¢) Assumamos que todos os autovalores A1, A2, ..., A, € R (contando as
repetigoes) do operador simétrico P sdo positivos. Pelo Teorema espectral podemos
escolher uma base ortonormal de autovetores § = {vy,v1,...,v,} que diagonaliza
o operador. Seja A : V — V o tnico operador linear cuja representacao na base
¢ a matriz

(4], = diag{yA1, Vs, .. VAr).

O operador A ¢ invertivel pois seu determinante é positivo e [Af]g = [A]% desde
que a base é ortonormal. Portanto,

(A o Al = [A"]5[Als = [Al5[Als = [Pl

Pela unicidade da representacio matricial obtemos que P = Al o A.

¢) = a) Suponhamos que P = A’ o A em que A é um operador invertivel. E
claro que P é simétrico. Para mostrar que P é positivo escolhamos qualquer vetor
nao nulo v € V e calculemos

(v, P(v)) = (v, A" 0 A(v)) = (A(v), A(v)) = [|A(0)]]*.
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Como A é invertivel entao ||A(v)]| > 0. Isso mostra que (v, P(v)) > 0 para qualquer
vetor nao nulov € V. O

Proposigao 8.10.2 Seja (V,(, )) um espago Euclidiano. Suponha que ({ , )) seja
um outro produto interno em V. Entdo existe um unico operador positivo P :V —

V tal que ((v,w)) = (v, P(w)).

Demonstragao Para definir uma aplicacao P : V — V utilizaremos o Teorema da
representacao de um funcional linear. Dado um vetor w € V' considere o funcional
linear f: V — R, fi,(v) = ({(v,w)). Considere o unico vetor w’ € V representando
esse funcional linear com relacdo ao produto interno ( , ), em outras palavras,

fu(v) = ((v,w)) = (v,w').
Defina a aplicagdo P : V — V por P(w) = w’. Observe que P é uma aplicagao
”simétrica ”, pois
(v, P(w)) = {(v,w)) = {(w,v)) = (w, P(v)) = (P(v),w).
Portanto, se P for um operador linear, ele é simétrico. Mostremos a linearidade
de P. Dados u,v,w € V e A € R, calculemos,
(u, P(v+ Aw)) = (P(u),v 4+ Aw) = (P(u),v) + A (P(u),w) .
Novamente, pela simetria da aplicacao P seguem as igualdades,
(u, P(v + Aw)) = (u, P(v)) + A (u, P(w)) = (u, P(v) + AP(w)) .

Como vale a igualdade (u, P(v+ Aw)) = (u, P(v) + AP(w)) para qualquer u € V
entdo P(v 4+ Aw) = P(v) + AP(w). Feito isso, resta mostrar a segunda condigao
de positividade. Mas isso também é simples, pois se v € V é um vetor nao nulo,
segue da defini¢ao de produto interno que (v, P(v)) = ({(v,v)) > 0. Isso termina a
demonstragao da proposicao. a

Uma matriz N € M(n,R) é positiva quando N = [a;;] é simétrica e

n
E QijT;Tj > 0,
7,7=1

para toda sequéncia de reais (x1, z2, ..., Z,) nao todos nulos. Em outras palavras,
N é positiva se for uma representacao matricial na base candnica de um oper-
ador positivo A : R” — R" onde estamos considerando em R™ o produto interno
canoénico.

Exercicios propostos 8.10.1
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1. Seja A um operador num espago Euclidiano V. Demonstre as afirmacgoes.

a) NucP = NucA, onde P é o operador de Gram associado a A.

b) Se A é simétrico, existe um escalar ¢ > 0 tal que A + cId é positivo.

2. Dado um operador positivo P no espaco Euclidiano V' mostre que existem infinitos
operadores A : V — V tais que P = A’ o A.

3. O conjunto P C L(V,V) formado por todos operadores lineares positivos no espago
Euclidiano V' é convexo, isto é, dados dois operadores P;, P, € P o segmento sP; +
tPs estd contido em P, quando s+t=1,s>1et > 1.

4. Prove as seguintes afirmagoes sobre um operador positivo num espaco Euclidiano
(V,{, )). As bases consideradas sdo ortonormais.

a) Cada entrada da diagonal da representacao [P] 5 ¢ positiva.

)
b) A matriz [P]; é simétrica com todas as entradas positivas e det [P]; > 0.
c) Existe um operador A:V — V tal que P = A2

5. (Problema de autovalores generalizados) Sejam A um operador simétrico e P um
operador positivo no espago Euclidiano V. Demonstre que existe uma base ordenada
8 ={v1,va,...,u,} CV tal que para todo v; € § existe A € R com A(v;) = AP(v;).

8.11 Decomposigao polar

Como uma bela aplicacao da teoria ja apresentada demonstraremos a existéncia
de uma decomposicao para operadores lineares equivalente a decomposicao polar
para numeros complexos. Para prova-la ampliaremos as idéias apresentadas na
secao anterior.

Um operador P num espaco Euclidiano V' é ndao negativo se P é simétrico e
(v, P(v)) > 0 para todo vetor ndao nulo v € V. Registraremos uma proposigao cuja
demonstracao em nada difere da sua similar para operadores positivos.

Proposicao 8.11.1 As seguintes afirmacdes sobre um operador P num espago
Euclidiano V' sao equivalentes.

a) O operador € nao negativo.
b) O operador é simétrico e os autovalores sao nao negativos.

¢) P € um operador de Gram associado a um operador A:V — V.

Exercicio 8.11.1 Prove que para cada operador A em um espago Euclidiano V'
existe um tinico operador nao negativo P tal que P? = A! o A. Denotaremos esse

operador de Gram por P = v At o A. O
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Teorema 8.11.1 (Teorema da decomposicao polar) Para cada operador A
num espaco Fuclidiano V' existe um unico operador ndo negativo P e um operador
ortogonal U tal que A =U o P. Além disso, se A € invertivel entdo P € positivo e
U € unicamente determinado.

Demonstracao Seja P o tinico operador ndo negativo tal que P2 = A! o A.
Antes de tudo, observamos que da simetria de P segue a soma direta ortogonal
V = Im P [ NucP. Outro fato que deve ser notado é a coincidéncia dos nticleos
Nuc P = Nuc A cuja demonstragao é consequéncia das seguintes igualdades para
todov eV,

|P@)|]* = (P(v), P(v)) = (P*(v),v) = (A" 0 A(v),v) = (A(v), A(v)) = || A(v)|*.
Entao, pelo Teorema do niucleo e da imagem concluimos que dim I'm P = dim I'm A
e, por conseguinte, dim Nuc P = dim Im A*.
Defina uma aplicacao U : Im P Nuc P — Im A Im A+ do modo seguinte,
U(P(v) +u) = A(v) + Up(u),
onde Uy : Nuc P — Im A+ é qualquer operador linear entre esses subespacos de
dimensoes iguais que preserva a norma induzida. A aplicacao U estd bem definida,
o seu valor sé depende de P(v) e nao do vetor v. Com efeito,
P(v) =P(w) e v—we NucP = NucA & A(v) = A(w).

Portanto, U(P(v) + u) = U(P(w) + u). Com um procedimento de rotina verifica-
se que U é linear. Mais ainda, U é ortonormal pois preserva a norma. De fato.
Recordando-se das ortogonalidades dos subespagos envolvidos e da definigao de Uy
temos que

[U(P(v) +u)|[* = [[A(v) + Up(u)[|* = [A(0)[I* + [|[Uo(w)||>-
Por outro lado,
[P (v) + ull* = [[P)[|* + [[ul|* = [[A(0)[|* + [|Uo(w)]]*.

Pela construgao é claro que se v € V entao U(P(v)) = U(P(v) +0) = A(v), como
pretendiamos. Provemos a unicidade do operador ndo negativo. Suponha que
tenhamos a decomposicao Uy o Py = A, onde Uy é ortogonal e Py é nao negativo.
Entao

14t014:})étOU(t)OUvOoPO:P()OF)OZPO2

Portanto, o operador simétrico na decomposicao polar é o tinico operador nao neg-
ativo satisfazendo a condicdo A o A = P? como tinhamos escolhido inicialmente.

Se A é invertivel entdao Nuc P = Nuc A = {0}. Logo, P é nao negativo e in-
vertivel, condigoes equivalentes a ser positivo. Sendo assim, o operador ortonormal
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U é tinico pois necessariamente ele de ser U = Ao P71, a

Exercicios propostos 8.11.1

1. Determine a decomposigao polar dos operadores quando o produto interno consid-
erado é o produto interno canonico.

a) A:R* - R? A(z,y) = (z — y,x + ).
b) A:R3 — R3 A(z,y,2) = (y,2,0).
c) A:R* = R A(n,y,z,w) = (x —w,y + 2, —y + 2,2 +w).
2. Enuncie uma versao matricial para a decomposicao polar de uma matriz quadrada.

3. Dé a decomposigao polar das matrizes.

01 01 0
a)N:{O 0} B)N=|0 0 0
01 1

4. Se V=W O W é uma soma direta de um espaco Euclidiano Ven:V — V é a
projecao ao longo da primeira parcela sobre a segunda, prove as afirmagoes.

a) m é nao negativo.
b) Existe um operador A :V — V tal que A? = Id + 7.

5. Mostre que um operador linear A num espago Euclidiano V' é normal < as parcelas
da decomposigao polar A = PU satisfazem a condicao de comutatividade PU = UP.

6. Um operador A num espago Euclidiano V' é ndo expansivo quando ||A(v)|| < ||v]|
para qualquer v € V. Prove que todo operador em V' é uma composta de um nao
expansivo com um simétrico.

8.12 Isometrias

Num espago Euclidiano podemos definir uma distancia utilizando a norma in-
duzida pelo produto interno. Estudaremos os movimentos rigidos (transformagoes
do espaco) que presevam a distancia entre pontos, também chamadas de isome-
trias. Veremos que tais aplicacoes admitem uma descrigao bastante simples. Para
apresentar a questao de modo preciso coloquemos uma definicao.

Um espag¢o métrico é um par (S,d) no qual § é um conjunto e d : S x § —
[0, +00) é uma fungao ndo negativa chamada de distancia, ou métrica, satisfazendo
trés condicoes. Para quaisquer x,y,z € S valem:

d.1 d(z,y) =0 x=y; (ndo degenerada)
d.2 d(z,y) = d(y,z); (simétrica)
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d.3 d(z,y) < d(z,z)+d(z,9). (desigualdade triangular)

Nesse texto nao estamos interessados em estudar tais espagos em toda sua
generalidade, caso o leitor tenha interesse maior deve procurar uma apresentacao
sistematica em livros de Topologia Geral que tratam de espagos métricos. Estamos
interessados apenas numa meétrica particular de um espago Euclidiano.

Num espago Euclidiano (V,(, )) a norma define uma métrica, a saber,
d:V xV —0,400), d(u,v) = |lu—v].

E simples verificar que essa aplicacao é uma métrica e somente essa métrica sera
considera num dado espago Euclidiano.

Uma wsometria, F'; ou movimento rigido, em V é uma aplicagdo que preserva
a métrica, isto significa que F' : V' — V é uma aplicacao tal que d(F(u), F(v)) =
d(u,v) para quaisquer vetores u,v € V.

Exemplo 8.12.1 1) Um operador ortogonal U num espago Euclidiano é uma
isometria pois preserva a norma,

d(U(u),U(v)) = [U(uw) = U(v)| = [[U(u =) || = |lu = v]| = d(u, v).

2) Uma translagao por vg € V é a aplicagao T' : V. — V, T'(u) = u + vp.
Translagoes sao isometrias pois para quisquer u,v € V temos que

d(T'(u), T(v)) = [[T(u) = T(v)[| = [[u+vo — v = vol| = [Ju — vl = d(u,v).
O nosso objetivo é demonstrar que qualquer isometria é uma composta de uma
translagdo com um operador ortogonal. O
Exercicio 8.12.1 Prove as afirmacoes sobre translagoes em espacos Euclidianos.
1. Dados u1,v; € V existe uma tnica translagao T tal que T'(u1) = vy.
2. A composta de duas translacées S e T é uma translacio e SoT =T o S.
3. Se T é uma translacdo por vy entdo T é invertivel e T~! é uma translacio

por —uyg. a

Lema 8.12.1 Seja U wma isometria num espaco Fuclidiano V. Entao U fixa o
vetor nulo se, e somente se, U é um operador ortogonal.

Demonstragao Uma isometria U de (V,(, )) que fixa o vetor nulo preserva a
norma pois

[o]f = d(v,0) = d(U(v), U(0)) = [U(v) = UQ)| = [U ()]
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Como sabemos, U deve ser um operador ortogonal. A reciproca ja foi comentada
anteriormente. O

Provemos o principal resultado dessa secgao.

Teorema 8.12.1 (Teorema da classificagao das isometrias) Para cada iso-
metria F' num espago Fuclidiano V' existem um dnico operador ortogonal U e uma
unica translacao T tal que F =T oU.

Demonstracao Se T é a translacio por F(0) entdo T-! é uma translacio por
—F(0). Logo a aplicacdo U = T~ ! o F é uma isometria pois é uma composta de
isometrias e preserva a origem. Com efeito,
U(0)=T"'oF(0) = F(0) — F(0) = 0.

Portanto, U é um operador ortogonal e F' = T o U. Provemos a unicidade dessa
decomposicao. Assuma que F' = Ty o Uy em que T é uma translacdo e Uy é um
operador ortogonal. Entdo T o U = Ty o Uy implicando que U = T~! o T, o U.
Desde que U e Uy sao operadores lineares, eles fixam o vetor nulo, e avaliando
essa composta u = 0 obtemos que 0 = T~! o T(0). Entretanto, a tinica translacio
que fixa pontos é a identidade. Sendo assim, Id = T~! o Ty, de onde seguem as
igualdades T'= Ty e U = Uy, como queriamos provar. a

Exercicios propostos 8.12.1

1. Determine a decomposi¢ao polar quando a aplicagao for uma isometria.

a) F:R® - R3 F(z,y,2) = (z+ 1,y — 3,2).
b) G:R3 - R3 G(z,y,2) = 2z + 1,y — 3, —5z).
c) H:R3 - R3 H(x,y,2)=—(z,y,2).

2. Uma isometria num espago Euclidiano V' admite uma decomposigao do tipo UyoTy?

3. Prove que o conjunto das isometrias de um espaco Euclidiano é um grupo com a
operacao de composicao de fungoes. Esse grupo é chamado de grupo Fuclidiano.
4. Um operador linear A num espago Euclidiano V' é uma semelhanc¢a quando
[A(w) — A(v)|| = r|lu —v||, para algum real r > 0.
Prove que uma semelhanca ¢ da forma A(v) = rU(v) + vo onde U é ortogonal.
5. Dados um vetor ndo nulo vp em (V,( , )) e um escalar ndo nulo A € R, determine

uma condigdo necessaria e suficiente para que A : V. — V, A(v) = v + A(v,v0)vg
seja uma isometria.



Capitulo 9

Espacos unitarios

Um espago unitdrio é um espaco vetorial complexo de dimensao finita equipado
com um produto interno. A maioria dos resultados sobre espagos Euclidianos ap-
resentados admite uma versao equivalente em espagos unitarios e as demonstracoes
podem ser transladadas utilizado-se os mesmos argumentos, por isso, na auséncia
de uma demonstracao, se achar necessario, o leitor pode refaze-la com a leitura
da proposicao equivalente para o caso Euclidiano. Veremos que o estudo de op-
eradores normais em espacos unitarios é bastante simplificado pelo fato do corpo
dos nuimeros complexos ser algebricamente fechado.

9.1 Espacgos unitarios

Seja V um espaco vetorial complexo. Um produto interno em V é uma aplicagao
(,):V xV — C satisfazendo as seguintes condigbes para quaisquer u,v,w € V
edeC:

L <U’U>=m;
2. (u+ Av,w) = (u,w) + X (v, w);
3. (v,v) >0 & v#o.

Um produto interno num espago vetorial complexo também é chamado de
produto Hermitiano positivo definido. Seguem da definigdo as propriedades:

8) {u,v+ Aw) = (u,v) + X (1, w);

b) (v,v) =0 < v=o.
Exemplo 9.1.1 1) Entenderemos por produto interno canonico do C™ a aplicacao

que cada par de vetores u = (1, X2, ..., Tn), v = (Y1, Y2, ..., yn) € C™ é associado ao
numero complexo

152
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(u,v) = 21Y1 + 2272 + - - + TuT-
A menos que seja dito explicitamente o contrario, C™ estara sempre equipado com

o produto interno canoénico.

2) Todo espago vetorial complexo de dimensao finita admite um produto in-
terno. A construgdo utilizando as coordenadas de um vetor numa base ordenada
do espago é semelhante a aquela feita para espagos Euclidianos.

3) A aplicacao (N, P) = tr(NP*) é um produto interno no espago das matrizes
M(m x n,C), onde a notacao P* estd indicando a matriz adjunta de P = [a;;],
isto é, P* = [b;;] onde b;; = aj;. 0

Da mesma forma, um produto interno (, ) em um espago vetorial complexo
V induz uma norma || || : V. — [0,400), ao definirmos |v|| = 4/(v,v). Para
demonstrar que a aplicacao é de fato uma norma precisaremos da desigualdade de
Schwarz. Com as hipdteses e notagdes acima temos a

Proposicao 9.1.1 Para quaisqueru,v € V vale a desigualdade || (u,v) || < ||ul|||v]].
Em consequéncia, a aplicagao || || € uma norma, isto é,

a) ol =0 & v=0;
b) Aol = ]l

c) lu+o| < |ul| +|v] - (primeira desigualdade triangular)

Demonstracao Provaremos apenas a desigualdade de Schwarz, ressaltando que a
demonstracao apresentada pode ser integralmente adaptada para espacos vetoriais
reais. Dados dois escalares s,t € C, por definigao de produto interno temos que

0 < (su — tv, su — tv) = s5||u||* — 5t{u,v) — st (u,v) + tt||v|]>.

Para os valores s = ||v]|?

0 < [Joll*lul® = [[v]I* {u, v) {u, v) = [Jv]]? (u, v) {w, v} + (u, v) {u, v)]|v]]>.
Simplificando a expressao obtemos a desigualdade

0 < [0l (JlolPlul® = (u,v) Tw,0))

Como (u,v) {u,v) = |(u,v)|* podemos concluir a demonstracao. O

e t = (u,v) obtemos a desigualdade

Exercicio 9.1.1 Demonstre a identidade de poralizacao que relaciona o produto
interno (, ) com a sua norma || || num espago vetorial complexo V,

, , | |
(u,0) = 7w+ ]2 = Fllu = ol + 2w+ o2 = Zlju — ol

2
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Sugestao: desenvolva o segundo membro da equagao. a

As definicées de ortogonalidade de vetores, complemento ortogonal de sub-
espacos e bases ortonormais sao semelhantes as defini¢bes correspondentes num
espaco Euclidiano.

Um espago unitdrio é um par (V,(, )) no qual V' é um espago vetorial com-
plexo de dimensao finita e (, ) é um produto interno de V. A existéncia de
bases ortonormais num espaco unitario é provada aplicando o processo de ortog-
onalizacao de Gram-Schmidt que em nada difere do seu similar real.Utilizaremos
também a notagao

V=V, 0OV
para indicar uma soma direta de subespacos dois a dois ortogonais. Finalmente,
recordamos que as entradas da representagao [A]g = [a;j] de um operador linear

A :V — V numa base ortonormal 3 = {vy,va, ..., v, } é obtida pela mesma férmula
descrita no caso Euclidiano, ou seja, a;; = (A(vj), v;).

Exercicios propostos 9.1.1

1. Prove as afirmagoes sobre a norma || || de um espago unitério V.
a) [Ju+ vl < |ull + [Jv]- (primeira desigualdade triangular)
b) el = vl < JJu = v]|. (segunda desigualdade triangular)
o) flu+ol?+[lu—o|*=2(|ul*+ lv|?). (lei do paralelogramo)

2. Mostre que (N, N*) = tr(NN*) é um produto interno em M (n,C). Dé uma base
ortonormal para esse espago unitdrio.

9.2 O operador adjunto

Para construir o operador adjunto precisaremos do

Teorema 9.2.1 (Teorema da representacao de um funcional linear) Seja
(V,(,)) um espago unitdrio. A aplicagao A : V — V*, que a cada vetor v € V
associa o funcional linear

Afp] : V- C  Af](w) = (w,v),

€ um isomorfismo quase linear. Em particular, cada funcional linear € representado
por um vetor.

Demonstragao A quase linearidade de A : V' — V* é verificada pelas igualdades
a seguir. Fixados u,v € V e A € C, para qualquer vetor w € V temos que
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Alu+ M](w) = (w,u+ M) = (w,u) + A (w,v) = (Afu] + XA[0]) (w).

Provemos a sobrejetividade. Escolhida uma base ortonormal 5 = {vy,v,...,v,}
do espaco unitério, para cada vetor w € V existe uma tinica combinacao linear tal
que w = 1101 + Tovs + - - - + Tpv,. Um funcional linear f: V — C avaliado em w
assume o valor

f(w) = x1f(v1) +22f(v2) + - + 20 f00).

Dai podemos encontrar o vetor que representa f, o leitor pode verificar que vy =

f(vr)vr + f (v2)va + - -+ + f (vp)vy é o representante procurado. Como dimV =
dim V*, concluimos que A : V — V* é um isomorfismo quase linear. a

Para dirimir confusoes notacionais, vejamos novamente a definicao de adjunta
de um operador A : V — V. A adjunta de A é a aplicacao A* : V* — V* onde
A*[f] : V — C é o funcional linear A*[f](v) = f(A(v)). Como visto no Capitulo
3, fixada uma base 3 de V as representacoes de A e A* estao relacionadas pela
férmula [A*] g+ = [A]tﬁ, em que 3* é a base dual de .

Passaremos a definir o operador adjunto de A : V — V. Dado um funcional
linear f:V — C, existe um unico vetor v € V que o representa, como também e-
xiste um tnico vetor v* € V' que representa o funcional A*[f]. Entao para qualquer
w € V valem as relagoes,

A*[fl(w) = f(A(w)) = (A(w),v) e A [fl(w) = (w,v%) .
O operador adjunto de A : 'V — V é a aplicacdo A* : V — V satisfazendo
a identidade (A(w),v) = (w, A*(v)) para quaisquer v,w € V. Embora exista a
coincidéncia na notagdo, nas proximas secoes A* significard sempre o operador
adjunto. Observamos que com os mesmos procedimentos em espagos Euclidianos
contruimos o operador transposto.

Proposicao 9.2.1 Para cada operador A num espago unitdrio V. existe um unico
operador linear A* : V. — V, chamado de operador adjunto de A, tal que

(A(w),v) = (w, A*(v)) ,

para quaisquer vetores v,w € V.. Mais ainda, a representacao numa base ortonor-
*

mal 3 de A* € a matriz adjunta da representacdo de A, isto €, [A*]g = [A}B.

Demonstragao Provemos apenas a iltima conclusdo. As entradas das repre-
sentacoes matriciais [A]g = [a;;] e [A*]g = [bi;] na base ortonormal 5 = {v1, ..., v, }
sao calculadas pelas férmulas a;; = (A(vj),v;) e bj; = (A*(vj),v;). Entao

bij = (A*(vj),vi) = (vi, A*(v3)) = (A(vi), v5) = @i O

Exercicio 9.2.1 Prove as afirmacGes sobre representacGes matriciais de oper-
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adores numa base ortonormal 8 de (V, (, )).

1. Se a representacao de B é a matriz adjunta da representacao de A entao B
é o operador adjunto de A.

2. Se A é invertivel entao o operador A* também & invertivel, (Afl)* = (A*)_1
—17* _ *1—1
e[A ]5 =[A"]5" 0

Para um espago unitédrio V, a aplicagao ¥ : L(V,V) — L(V, V), U(A) = A*, é
uma aplicacdo quase linear. Registremos esse e outros fatos sobre W.

Proposicao 9.2.2 Valem as sequintes propriedades para quaisquer operadores A
e B no espago unitdrio V e qualquer escalar A € C.

a) (A+AB)" = A* + \B*.
b) (Ao B)" = B*o A*.
c) (A*)" = A.

Demonstragao a) Se v,w € V e A € C, calculemos
((A4+ AB) (v),w) = (A(v),w) + A (B(v),w) = (v, A*(w)) + X (v, B*(w)) .
Como o produto interno é quase linear na segunda varidvel, podemos escrever
((A+ AB) (v),w) = (v, (A* + AB*) (w)).

Entretanto, ((A+ AB) (v),w) = (v, (A + AB)" (w)). Pela unicidade do operador
adjunto concluimos a igualdade (A + AB)* = A* + AB*. Faca os itens b) e ¢). O

Exercicio 9.2.2 Mostre as afirmagées sobre um operador A num espaco (V,{, )).

1. Se A preserva um subespaco W entio o operador adjunto A* preserva W+.

2. V=ImAE NucA*. O

Para estabelecer uma relacao entre o ideal anulador de um operador e de seu
operador adjunto é conveniente fixar uma notacao. Se p(t) = ant™ +---+art +agp
¢ um polinémio com coeficientes complexos, denotaremos por p(t) o polindémio
conjugado, mais claramente, p(t) = @,t" + --- + ait + ap. Note que um escalar
A € C é uma raiz de p(t) se, e somente se, \ é uma raiz de p(t).

Exercicio 9.2.3 Mostre que para qualquer operador A no espago unitdrio V o
polinémio minimal de A* é o conjugado complexo do polinémio minimal de A, isto
é ma~(t) =mal(t). O
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9.3 Operadores normais

Operadores normais em espagos unitarios sao definidos do mesmo modo que op-
eradores normais em espacos Euclidianos. Sao aqueles que comutam com seu
adjunto. Matricialmente identificamo-os através de uma representacao. O oper-
ador é normal se, e somente se, sua representacao numa base ortonormal é uma
matriz normal. Existem diversas maneiras de construirmos operadores normais,
entre as quais destacamos o operador de Gram P associado a um operador A, que
por definicdo é P = A* o A.

Proposicao 9.3.1 Se A é um operador normal num espago unitario (V,(, ))
entao ||A(v)|| = ||A*(v)|| para qualquer vetor v € V. Em consequéncia,

a) os nicleos de A e A* coincidem;

b) V decompée-se na soma direta ortogonal, V.= Im A Nuc A;

¢) as imagens de A e A* sao iguais.

Quase todas demonstagoes das proposicoes dessa secdo sao iguais as demon-
stracoes apresentadas no caso Euclidianos. A diferenca entre os resultados fica por
conta do corpo dos numeros complexos ser algebricamente fechado, fato que surge

com plena forga na versao do Teorema da decomposicao priméria para operadores
normais em espagos unitarios.

Teorema 9.3.1 (Teorema da decomposicao normal)  Seja A um operador
num espaco unitdrio V. Se A € normal entdo

a) a fatoracao primdria do polinémio minimal de A € um produto de polinémios
lineares distintos, ma(t) = (t — A1)(t — A2) -+ (t — Ag),

b) e a decomposi¢ao primaria de V. é uma soma direta ortogonal de autoespagos
V=V, 40V,0 --0V,,.

Em particular, um operador normal € diagonalizdvel numa base ortonormal de
autovetores.

Com as mesmas hipéteses do Teorema da decomposi¢do normal, temos o

Corolério 9.3.1 O polinémio minimal de A* é o conjugado complexo de m(t) e
as parcelas das decomposi¢oes normais de A e A* sao iguais, Vy, = V)\—i.
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Demonstragao A relagdo entre os polinémios minimos é independente da nor-
malidade. Agora, como A é normal entao A — A\;Id é também normal. Como os
nucleos de um operador normal e de seu adjunto coincidem, temos que

Nuc (A* — \jId) = Nuc (A — N\ Id)* = Nuc (A — \Id)

e a demonstracao do corolario estd completa. a

Corolario 9.3.2 Seja A um operador linear num espago unitdrio V. Entao A €
normal se, e somente se, A € diagonalizdvel numa base ortonormal de autovetores.

Exercicio 9.3.1 Demonstre que um operador A em (V,(, )) é normal < A* é
um polinémio em A.

9.4 Operadores autoadjuntos

Um operador A num espago unitdrio V' é autoadjunto quando A* = A, ou equiva-
lentemente, quando [A*]5 = [A]}; para uma (e portanto qualquer) base ortonormal

sCV. E claro que um operador autoadjunto é normal. Note que os autovalores
de um operador autoadjunto sao reais pois se v € V é um autovetor associado ao
autovalor A € C, entao

Allol> = A(v,v) = (A(v),v) = (v, A(v)) = (v, Xv) = X (v, v) = A|[v]>.

Operadores autoadjuntos admitem uma caracterizacao que nao existe similar
para operadores simétricos em espacos Euclidianos.

Teorema 9.4.1 (Teorema do operador autoadjunto) Um operador A num
espago unitdrio V' € autoadjunto se, e somente se, (v, A(v)) € real para todov € V.

Demonstracao Provemos a necessidade. Como

(v, A(v)) = (A(v),v) = (v, A*(v)) = (v, A(v)),
necessariamente (v, A(v)) é um escalar real, desde que ele é igual ao seu conjugado.

A demonstracao da suficiéncia é simples porém um pouco mais elaborada. Para
dois vetores u,v € V, examinemos as igualdades,

(u+ v, A(u+0)) = (u, A(u)) + (v, A(w)) + (u, A(v)) + (v, A(v)) ,

(u+iv, A(u + w)) = (u, A(u)) + (iv, A(u)) + (u, A(iv)) + (v, A(iv)) .
Note que a hipdtese (w, A(w)) € R para qualquer w € V implica que os fatores
(v, A(uw)) + (u, A(v)) e i (v, A(u)) — i (u, A(v)) s@o reais, ou dito de outro modo,
sao iguais a seus conjugados complexos,
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(v, A(u)) + (u, A(v)) = (A(u),v) + (A(v),u)

Multiplicando a segunda equacao pelo escalar imagindrio ¢ e somando as duas
equagoes, a menos do fator 2, obtemos que (u, A(v)) = (A(u),v). 0

Finalmente, um operador A em (V| (, )) é antiadjunto quando A* = —A.

Exercicios propostos 9.4.1
1. Seja A que um operador normal A num espago unitario V. Prove que A é autoad-
junto se, e somente se, 0 seu espectro estd contido no eixo real.

2. Um operador A num espaco unitario V' é normal se, e somente se, A = Ay + iA,
onde A; e Ay sdo operadore autoadjuntos que comutam.

3. Seja A um operador normal em (V,(, )). Prove as afirmacoes.

a) A é antiadjunto < a representagao de A numa base ortonormal é uma matriz
anti-adjunta.

b) A é antiadjunto < o seu espectro estd contido no eixo imagindrio.

9.5 Operadores unitarios

Diz-se que um operador U em (V,(, )) é unitdrio quando U o U* = Id=U*o U.

Portanto, operadores unitarios sao normais, invertiveis e sua inversa é seu
operador adjunto. Matricialmente sao identificados através de uma representacao
numa base ortonormal § C V. O operador U é unitdrio se, e somente se, [U] 3 é
uma matriz unitdria. O espectro de um operador unitario estd contido no circulo
unitario pois se v € V é um autovetor associado ao autovalor A € C temos que

[v]]? = (v,0) = (v,U* 0 U(v)) = (U (v),U(v)) = A|Jv]]*.
Logo |\ = 1.

Toda aplicagao num espaco unitario que preserva o produto interno é um op-
erador linear. Vejamos algumas cracterizacoes de um operador unitério.

Proposicao 9.5.1 As sequintes afirmagdes sobre um operador linear U num espago
unitdrio V' sao equivalentes.

a) O operador preserva o produto interno.

b) O operador preserva a norma.
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¢) O operador é unitdrio.

d) O operador aplica base ortonormal em base ortonormal.

Exercicios propostos 9.5.1
1. Mostre que a matriz mudanga de coordenadas entre duas bases ortonormais de um
espago unitario é uma matriz unitaria.

2. Prove que um operador normal num espago unitario é um operador unitario se, e
somente se, o espectro estd contido no circulo unitério.

3. Demonstre que o produto usual de matrizes induz uma estrutura de grupo no espago
das matrizes unitarias, U(n,C) = {Q € M(n,C); QQ* = I = Q*Q}.

9.6 Decomposigcao polar

Um operador P num espago unitario V' é um operador positivo se (v, P(v)) > 0
para todo vetor nao nulo v € V. Pelo Teorema do operador autoadjunto pode-
mos afirmar que P autoadjunto. Num espaco Euclidiano V apenas a condigao
(v, P(v)) > 0 para todo vetor nao nulo v ndo caracteriza um operador positivo.

Exemplo 9.6.1 O operador A : R? — R? A(x,y) = (z — y,z + y) satisfaz a
condicao ((x,y), A(z,y)) > 0 em relacdo ao produto interno canénico para todo
vetor ndao nulo pois {(z,y), A(z,y)) = 2 + y? e o operador nio ¢é simétrico. O

Daremos uma sequéncia de fatos cujas demonstragoes sao semelhantes as demon-
stracoes ja feitas no caso Euclidiana.

Exercicio 9.6.1 Assuma que P é um operador positivo no espago unitario (V, (, )).
Mostre que P é invertivel e que a aplicacao ({, )) : V x V. — V definida por
{({(v,w)) = (v, P(w)) é um outro produto interno em V. O

Proposicao 9.6.1 As sequintes afirmacoes sobre um operador P num espaco
unitd-rio V' sdo equivalentes.

a) O operador € positivo.
b) O operador é autoadjunto e os autovalores sao positivos.

c) P é um operador de Gram associado a um operador invertivel A:V — V.
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Proposicao 9.6.2 Suponha que ((, )) seja um outro produto interno no espago
unitdrio (V,(,)). Entao existe um tnico operador positivo P : V. — V tal que

{{v,w0)) = (v, P(w)).

Um operador P num espaco (V, (, )) é ndo negativo se (v, P(v)) > 0 para todo
vetor nao nulov € V.

Proposicao 9.6.3 As sequintes afirmacoes sobre um operador P num espaco
unitd-rio V' sdo equivalentes.

a) O operador é nao negativo.

b) O operador é autoadjunto e os autovalores sao nao negativos.

c) P é um operador de Gram associado a um operador A:V — V.

Exercicio 9.6.2 Prove que para cada operador A em um espago unitario V existe
um tinico operador ndo negativo tal que P2 = A* o A. Denotaremos esse operador

de Gram por P = v A* o A. a

Teorema 9.6.1 (Teo. da decomposicao polar) Para cada operador linear A
num espaco unitdrio V, existe um unico operador nao negativo P e um operador
unitdrio U tal que A = U o P. Além disso, se A € invertivel entao P € positivo e
U € unicamente determinado.

Exercicios propostos 9.6.1

1. Determine a decomposi¢ao polar dos operadores quando o produto interno consi-
derado é o produto interno candnico.

a) A:C? - C? A(z,y) = (z,2 + ).
b) A:C°—C° A(z,y,2) = (y,2,7).

2. Prove que um operador A num espaco unitario V é normal < A = PU onde P é
nao negativo, U é unitario e PU = UP.



Capitulo 10

Formas bilineares

Um produto interno num espago Euclidiano é um exemplo de uma forma bilinear,
ou dito de outro modo, é um exemplo de uma aplicacao com duas varidveis e linear
em cada uma delas. O objetivo desse capitulo é estudar tais aplicagoes bilineares
mas agora sem exigir a condicao de ser positiva definida.

10.1 Formas bilineares

Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Uma aplicacao g : V x V — K é uma
forma bilinear quando para quaisquer vetores u,v,w € V e para qualquer escalar
A € K valem as igualdades

L glu+ Av,w) = glu, w) + Ag(v, w),

2. g(u,v+ Mw) = g(u,v) + Ag(u, w),

Essencialmente, uma forma bilinear é uma aplicacdo com duas varidveis na
qual ao fixarmos uma delas obtemos um funcional linear. Um produto interno
num espaco Euclidiano é um exemplo, entretanto, o mesmo nao ocorre num espago
unitario pois o seu produto interno é quase linear na segunda varidvel.

Exemplo 10.1.1 1) Ao definirmos a aplicagao g : C" x C"* — C, por
9 (21,22, oy 2n), (W1, W, ...y wy)) = z1w1 + 20wo + + -+ + ZpWy,

obtemos uma forma bilinear em C™ que nao é um produto interno. O produto
interno canédnico é obtido pela férmula (u,v) = g(u,v).

2) Dados dois funcionais lineares f1, fo : V' — K num espago vetorial V' pode-
mos contruir uma forma bilinear chamada de produto tensorial de fi por fo, de-
notada por f; ® fo: V x V — K, e definida por f; ® fa(u,v) = fi(u)fa(v).

162
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3) Dados dois funcionais lineares f1, fo : V' — K num espago vetorial V' pode-
mos contruir uma forma bilinear chamada de produto exterior de fi por fo, deno-
tada por fiAfa: VxV — K, e definida por f1 A fa(u,v) = fi(u)fa(v)— f1(v) fa(u).

4) A aplicacao g : M (n,K) - K, g(X,Y) =tr (XtQOY) é uma forma bilinear,
onde Qo € M(n,K) é uma matriz fixada a priori. O

Exercicio 10.1.1 Denote por B(V,K) o conjunto de todas formas bilineares no
espagco vetorial V' sobre o corpo K. Mostre que as usuais operacoes de somar duas
fungoes e mutiplicar uma fungao por um escalar de K, induzem uma estrutura de
espago vetorial no conjunto B(V,K). O

Exercicios propostos 10.1.1

1. Verifique que as formas abaixo sao bilineares e escreva-as como uma soma de produto
tensoriais.
a) 9:K* = K, g((z1,y1,21), (T2,y2,22)) = (x1 + y1 + 21) (T2 + y2 + 22).
b) ¢: K> =K, g((x1,y1,21), (2, ¥2, 22)) = T1y2 + Y122 + 2172,

2. Sejam fi e fo dois funcionais lineares num espago vetorial V. Prove:

a) Seg=f1® fo+ fo® f1, entdo g(u,v) = g(v,u) para quaisquer u,v € V.
b) Se g = f1 A fa, entdo g(u,v) = —g(v,u) para quaisquer u,v € V.
3. Uma forma sesqui-linear num espago vetorial complexo V' é uma aplicagao g : V' x
V — C tal que para quaisquer u,v € V e XA € C satisfaz

Sall. g(u+ Av,w) = g(u, w) + Ag(v, w);
Sal2. g(u, \v +w) = Ag(u,v) + g(u, w).

a) Verifique que se A é um operador linear em V e g é sesqui-linear entao h(u,v) =

g(u, h(v) é sesqui-linear e que

b) se A é um operador quase linear em V' e g é uma forma bilinear, entao h(u,v) =
g(u, A(v)) é sesqui-linear.

10.2 Representacao matricial

Quando o espago vetorial V' tem dimensao finita é possivel identificar cada forma
bilinear g : V x V. — K a uma matriz quadrada. Para construir a representacao
fixemos uma base ordenada 3 = {v1,v2,...,v,} C V e consideremos os vetores

U =2x10] + X202 + -+ XTpUy € UV =Y1U1 + Yov2 + -+ YpUn.
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Utilizando-se da bilinearidade, a avaliagao de g no par (u,v) fica sendo
g(u,v) =377, (i, vj)Tiy;.
Note que g(v;,v;) s@o escalares em K. A matriz da forma bilinear g na base
ordenada 3 é a matriz n x n definida por [g]5 = [gi;] em que g;; = g (vi,v;). Desse
modo, obtemos um algoritmo que expressa g com muita clareza, a saber,
t
g(u,v) = [U]ﬁ [9]5 [U]g7

ressaltando que estamos identificando o escalar do membro esquerdo da igualdade
com a matriz 1x 1 do membro direito. Reciprocamente, dada uma matriz quadrada

Q € M(n,K) e fixada a base ordenada 3 C V, para construirmos uma forma
bilinear g : V x V' — K cuja representagao é () basta definir

g(u,v) = [l Q vl

Exemplo 10.2.1 1) A representacao matricial do produto interno canénico do
R™ na base canonica é a matriz identidade, pois se u = (z1,%2,...,2pn) € V =
(y17?/2, "'7yn)a entao

(u,v) = Ty +T2y2 + -+ + Tpyn
1 0 . 0 Y1

1 .
= Lo w0 T

00 .1 Un
pois (e;, e;) = 6;5. De forma compacta, (u,v) = [u], I [v],.
2) A forma bilinear g : K3 x K3 — K,
9 ((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — 221Y3 + Szoy2 + 23y1 — T3y2 — d23Ys3,

¢é transcrita matricialmente na base canonica como o produto matricial

1 0 -2 n
9 (@122,23), (y1,92,93)) = [ @1 22 @3 ]| 0 5 0| w
1 -1 —4 Y3
As entradas da representacao de g sao obtidas avaliando-se g;; = g(e;, €;). O

Resumiremos os comentdarios sobre a representacao de uma forma bilinear numa
proposicao cuja demonstracao nao serd apresentada pois nessa altura do texto os
argumentos utilizados ja sao bem conhecidos do leitor.

Proposicao 10.2.1 Sejam V um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo K
e 8 CV uma base ordenada. Entdao a aplicacdo
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¢ um isomorfismo linear. Em particular, dim B(V,K) = n?.

Exercicio 10.2.1 Definimos o nicleo a direita e o ntcleo & esquerda de uma forma
bilinear g num espago vetorial V' como sendo os conjuntos, respectivamente,

dNucg ={u € V; g(u,w) =0 Vw € V},

eNucg ={veV; g(w,v) =0Vw e V}.

Demonstre que os dois conjuntos sdo subespacos de V. Construa um exemplo no
qual os dois nucleos sao diferentes. a

Exercicios propostos 10.2.1

1. Determine a representagao matricial da forma bilinear na base canénica.

a) g: K> = K3, g((x1,y1,21), (T2, 92, 22)) = (@1 + y1 + 21) (T2 + Y2 + 22).
b) g: K3 — KB, 9((3517111,21)7 ($27y2,22)) = Z1Y2 + Y122 + 21T2.

2. Seja V um espago Euclidiano.

a) Prove que a representacdo matricial do produto interno em qualquer base
ortonormal é a matriz identidade.

b) Se A é um operador linear em V', mostre que g(u,v) = (u, A(v)) é uma forma
bilinear. Dé as representagoes matriciais de g e de A numa base ortonormal.

3. Seja B = {v1,v9,...,v,} uma base do espago vetorial V e 5* = {f1, fo, ..., fn} sua
base dual. Mostre que 8% = {f;® f;} é uma base para o espago das formas bilineares
B(V,K) e qualquer forma bilinear g em V é escrita como g = Z?_jzl 9(vi, v5) [i ® f;.

10.3 Propriedades da representacao

Comparemos as representagoes matriciais de uma mesma forma bilinear em duas
bases ordenadas distintas de um espaco vetorial de dimensao finita. Ressaltamos
que as duas matrizes construidas nao sao conjugadas, necessariamente.

Proposicao 10.3.1 Sejam § e v duas bases ordenadas do espago vetorial de di-
mensdo finita V. Se g : V xV — K € uma forma bilinear entdo [g], = Q? l9]5 @
em que @ = [zd]g

Demonstragao Como sabemos, as relagoes entre as coordenadas dos vetores
u,v € V nas duas bases ordenadas sao [u]g = Q [u], e [v]5 = Q [v]., onde Q = [zd]g
Sendo assim, avaliemos g(u,v),
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g(u,v) = [ulf[gls[v]s = (Qlul,) [g]s (QLv]y) = [ulf, (Q[9]5Q) [v]5-
Pela unicidade da representacao da forma bilinear g na base ordenada v concluimos
que [g], = Q"[g]5 Q. O
Repetiremos uma construgao ja apresentada anteriormente ao estudarmos um
produto interno num espago Euclidiano. Fixado uma forma bilinear g num espago
vetorial V', temos uma aplicagdo A : V. — V* v +— Afv], onde Afv] denota o
funcional linear

Af] : V =K,  Av](w) = g(w,v).

E rotina verificar que a aplicaggo A : V — V* é uma transformagao linear.
Quando a forma bilinear é um produto interno num espago Euclidiano sabemos
que A é um isomorfismo linear. Entretanto, como isso nao ocorre com qualquer
forma bilinear, distingiiiremos as duas situagoes através de uma definicao.

Diremos que g é ndo degenerada (ou nao singular) se a transformacao linear
AV — V* é um isomorfismo linear. Caso contrario diremos que g é degenerada
(ou singular). Essa distin¢ao pode ser estabelecida matricialmente.

Lema 10.3.1 Uma forma bilinear g € degenerada se, e somente se, a matriz de g
numa base ordenada v C V ndo é invertivel.

Demonstragao Por definicao g é degenerada se, e somente se, existe um vetor nao
nulo vy € V tal que o funcional linear fy : V — K, fo(w) = g(w, vp) é identicamente
nulo, ou equivalentemente, existe um vetor vg € V tal que [w],[g],[vo], = 0 para
todo w € V. Entretanto, isso ocorre se, e somente se, [g],[vo], = [0]. Portanto, g é
degenerada se, e somente se, A = 0 é um autovalor de [g], < [g]y é nao invertivel.
]

Como duas representagoes de g sdo conjugadas, a proposi¢ao acima afirma um
pouco mais. A forma bilinear g é degenerada se, e somente se, [g] . é nao invertivel
para qualquer base ordenada v C V.

Formas bilineares em espagos Fuclidianos admitem uma elegante descricao em
termos de operadores lineares. Do mesmo modo que descrevemos qualquer produto
interno em um dado espago Euclidiano utilizando um operador positivo, também
é possivel descrever qualquer forma bilinear a partir do produto interno que define
a estrutura Euclidiana.

Exemplo 10.3.1 Um operador linear A num espago Euclidiano (V; (, )) dé origem
a uma forma bilinear g : V' xV — K, bastando para isso definir g(u, v) = (u, A(v)).
A reciproca dessa afirmacao também é verdadeira. Se nao vejamos.
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Seja g uma forma bilinear no espago Euclidiano (V,(, )). Para cada vetor
v € V considere o funcional linear f, : V. — R, f,(u) = g(u,v). Pelo Teorema
da representacao de um funcional linear, existe um unico vetor v/ € V tal que
g(u,v) = (u,v"). Sendo assim, defina a aplicacao A : V — V, v — v'. Mostra-se
que A é o tnico operador linear satisfazendo a condigao g(u,v) = (u, A(v)) para
quaisquer vetores u,v € V. 0

Exercicio 10.3.1 Se g ¢ uma forma bilinear no espago unitério (V, (, )), entéo
existe um e somente um operador quase linear A : V. — V tal que g(u,v) =
(u, A(v)) para quaisquer u,v € V. Demonstre esse teorema de representacao. O

Exercicios propostos 10.3.1

1. Para cada forma bilinear ¢ em R? determine o operador linear A : R? — R? tal que
g(u,v) = (u, A(v)), onde o produto interno considerado é o canénico.
a) g((z1,91), (¥2,92)) = T1y2 — Y122
b) g((z1,91), (22, 42)) = 122 + T1y2 — T2y

2. Seja g uma forma bilinear nao degenerada no espago vetorial de dimensao finita V.
Dada qualquer outra forma bilinear f : V xV — V, existe um tnico operador linear
A:V — V representando f, isto é, f(u,v) = g(u, A(v)).

3. Mostre que no exercicio acima se eliminarmos a hipétese "nao degenerada” o resul-
tado deixa de ser verdadeiro.

4. Suponha que a forma bilinear g no espago Euclidiano (V,{ , )) é representado pelo
operador linear A : V — V, g(u,v) = (u, A(v)). Prove as igualdades.

a) dNucg = Nuc A*.
b) eNucg = Nuc A.

5. Demonstre que os nucleos a direita e a esquerda de uma forma bilinear num espago
vetorial de dimensao finita tém as mesmas dimensoes (utilize o teorema do Posto).

6. Prove que uma forma bilinear g num espaco vetorial de dimensao finita V' é nao
degenerada < dNucg = eNucg = {o}.

10.4 Formas bilineares simétricas
Uma forma bilinear g : V x V — K é simétrica quando g(u,v) = g(v,u) para
quaisquer u,v € V.

Além do produto interno num espaco vetorial real, ja conhecemos vérias outras
formas bilineares simétricas, por exemplo, a aplicacao g : M(n,K) — K definida
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por g(N, P) = tr(NP). Num espago vetorial V' de dimensao finita, a identificacao
de uma forma bilinear simétrica g é bastante simples. Dada qualquer base ordenada
B = {vi,v2,...,vn} CV seja gi;j = g(v;,vj) as entradas da representacao de g na
base 8. Da hipdtese de simetria segue que g;; = gj;. Entao, a forma bilinear g ¢é
simétrica se, e somente se, [g] 5 € uma matriz simétrica. Observamos que a simetria
da representacao [g|s é independente da base considerada.

Exercicio 10.4.1 Seja g uma forma bilinear simétrica num espago vetorial V.
Prove que dNucg = eNucg. Por causa dessa propriedade escreveremos simples-
mente "o nicleo de ¢”, sem mais comentarios. O

Pela proximidade entre os conceitos, podemos transpor varias nogoes definidas
num espaco com produto interno para um espago equipado com uma forma bilinear
simétrica. Por exemplo, diremos que os vetores u,v € V sao g-ortogonais quando
g(u,v) = 0. Ressaltamos que o conceito de g-ortogonalidade nao é exatamente
igual ao conceito de ortogonalidade num espago vetorial real equipado com produto
interno pois nao estamos assumindo que g seja positiva definida. Por isso, é possivel
existir algum vetor nao nulo em V que é g-ortogonal a si mesmo. Por exemplo, o
vetor v = (1,—1) € R? é g-ortogonal a si mesmo quando estamos considerando a
forma bilinear simétrica

g:REXR2 =R, g((z1,22), (Y1,92)) = T1y1 + Tay1 + T1y2 + T2Y2.

Do mesmo modo pode ocorrer que g(u,u) < 0, entretanto, somente com a forma
bilinear identicamente nula podemos ter cada um dos vetores do espago g-ortogonal
a si mesmo. Para mostrar essa afirmacao precisaremos de duas definigoes.

Uma aplicacao ¢ : V — K é uma forma quadrdtica quando existe uma forma
bilinear g em V' tal que g(v) = g(v,v). A forma bilinear utilizada para definir uma
forma quadratica pode ser substitu’ida por uma forma bilinear simétrica, a saber,

go(u,v) = 5(g(u,v) + g(v, ).

E imediato concluir que também vale a identidade g(v) = go(v,v). Levando em
conta esses comentdarios, sempre que citarmos uma forma quadréatica estaremos
supondo que a forma bilinear associada g é simétrica.

Conhecendo-se a representacao matricial da forma bilinear simétrica g numa
base ordenada 8 = {v1,vs,...,v,} C V, obtemos os valores da forma quadrética
associada ¢ no vetor v € V exclusivamente em funcao das coordenadas do vetor
na base considerada,

q(v) = Mtﬁ [9]3 [U]ﬁ = ZZj:l 9(vi, vj)ziz;.

Reciprocamente, dada uma forma quadratica (que é um polinémio homogéneo
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de grau dois em n varidveis) em funcao das coordenadas dos vetores de uma base
ordenada 3,

n
q(v) = Zigj:1 9(vi, vj)zix;,
recuperamos a unica forma bilinear simétrica que define ¢ através da representacao

matricial

t
[9(vi,v))] 5 = TH5

em que 1" é a matriz triangular superior

ioset < jg

Exemplo 10.4.1 1) A forma quadratica associada ao produto interno canénico
do R™ é o polinémio homogéneo de grau dois em n varidveis q(x1,x2,...,Ty,) =
x%—kx%—k---—kx%,

2) Considere a forma bilinear simétrica g : R? x R? — R,

11 Y1
g ((x1,22), (Y1, p2)) = [ @1 a2 | [ 11 ] [ s ] -

A representacao matricial indicada estd na base canénica. Nesse exemplo, existem
vetores nao nulos que sao g-ortogonais a todos os outros vetores, é o caso do vetor
v = (1,-1). A explicagao provém da matriz [g], . Ela nao é invertivel, isto é, g é
uma forma bilinear simétrica degenerada.

3) A forma quadrdrica em R3 dada na base canonica por q(v) = —2x2 + 4xy —
6yz onde v = (x,y, z) tem uma representacao matricial da forma

-2 2 0 T
qv) =[r,y,2] | 2 0 -3 y |- O

Exercicio 10.4.2 Seja g uma forma bilinear simétrica em V. Prove a identidade
de polarizacado,

1
9(u,v) = 3(q(u +v) — q(u —v)).
Conclua que duas formas bilineares simétricas, g; e g2, determinam a mesma forma
quadratica se, e somente se, g1 = go. O

Voltemos a questao inicial sobre o conceito de g-ortogonalidade.

Lema 10.4.1 Se todo vetor w € V' é g-ortogonal a si mesmo, entdo g = 0.
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Demonstragao Seja g a forma quadratica associada a g. Vamos supor que
g(w,w) = 0 para todo w € V. Pela identidade de polarizagdo temos que

g(u,v) = 3(g(u+v,u+v) — g(u —v,u—v)) =0, para todo u,v € V. O

Exercicios propostos 10.4.1

1. Considere a forma bilinear em R?, g ((z1, 22, 73), (y1,y2,¥3)) = (1 —222)(y1 — 2y2)-

a) Mostre que g é simétrica e determine a representagao matricial na base canénica.
b) Encontre uma base para o nucleo de g.

¢) Descreva a forma quadratica determinada por g.

2. Se g é uma forma bilinear em V e vy é um vetor, prove que o conjunto W (vy)* =
{w € V; g(vg,w) = 0} é um subespago.

3. Prove que uma representacao matricial de uma forma bilinear simétrica num espago
vetorial de dimensao finita é uma matriz simétrica, independente da base escolhida.

4. Seja (V,{(, )) um espago Euclidiano. Mostre que para cada forma bilinear simétrica g
existe um, e somente um, operador simétrico A : V. — V tal que g(u,v) = (u, A(v)).

5. Dados dois funcionais lineares fi; e fo no espago vetorial V de dimensao finita,
verifique que g = f1 ® fo + fo ® fi é uma forma bilinear simétrica. Determine a
representagao [g| 5 conhecendo-se as representagoes [f1] 5 € [f2] 5

6. Demonstre que o conjunto S(V,K) C B(V,K) formado pelas formas bilineares
simétricas num espago vetorial V' é um subespago. Calcule a dimensao de S(V,K)
sabendo-se que dimV = n.

7. Assuma que a forma bilinear simétrica g em V' é semi-positiva definida , isto €,
g(u,u) > 0. Prove a desigualdade de Schwartz, g(u,v)? < q(u)q(v), onde q é a
forma quadratica associada a g.

8. Dada a aplicacao g : M (n,K) x M(n,K) — K, g(N, P) =ntr (NP) —tr (N)tr(P).

a) Verifique que g é uma forma bilinear simétrica.

b) Calcule os valores g(P,I) e conclua que g é degenerada.

10.5 Bases g-ortonormais

Por simplicidade de redagao introduziremos uma notacao. Um par (V, g) significard
um espago vetorial V' de dimensao finita sobre K no qual estd definida uma forma
bilinear simétrica nao identicamente nula g. Em alguns textos essa notacao é
reservada apenas para o caso em que a forma bilinear simétrica é nao degenerada,
mas aqui ela poderd ser ou nao degenerada. Para ressaltar esse fato chamaremos
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de indice de nulidade de (V,g) ao inteiro ig definido por i9 = dim Nucg. Note
que a hipotese de g ser nao identicamente nula implica que 79 < dim V. Por outro
lado, se g for nao degenerada, entao ig = 0.

Uma base ordenada § = {vj,va,...,v,} de (V,g) é uma base g-ortogonal
quando g(v;,v;) = 0 para i # j. O objetivo dessa segdo é mostrar que bases
g-ortogonais existem. Na verdade exibiremos um processo para construir uma
base g-ortonormal, isto é, uma base ordenada [ = {uy,ug, ..., un} tal que

g(ui,uj) =0, sei#j e g(uj,u)€{-1,0,1}.
Numa tal base, a representacao [g] 5 € uma matriz diagonal formada por 0 ou +1.

Seja vp um vetor do espago vetorial V. Denote por W (vg) o subespago gerado
pelo vetor vy e por W (vg)" o seu subespaco g-ortogonal, em outras palavras,

W (vo)* = {w € V; g(vo, w) = 0}.

Como vimos, existe um vetor vy tal que g(vg,v9) # 0 pois estamos sempre assu-
mindo que a forma bilinear simétrica nao é identicamente nula.

Lema 10.5.1 Se g(vo,v0) # 0 entio V = W (vg)* O W (vg) e Nucg C W(vg)*t.

Demonstracgao A demonstracao é uma adaptacao do processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt. Provaremos inicialmente que V = W (vg)* + W (vp). Dado um
vetor v € V considere o vetor u' definido por

UL —u— g(U,UO) .

g(Uo, UO)
Uma avaliacdo simples mostra que u € W (vg)*. Logo u = u* 4 Avg, significando
que V é a soma dos subespacos indicados. Vamos supor que u € W (vg)~ N W (vg).
Entao, por um lado u = Avg para algum A € K e por outro lado,

0= g(UOa U) = )\g(’UOa’UO)'

Como g(vg,vg) # 0, concluimos que A = 0 e por conseguinte u = 0. Isso mostra
que a soma é uma soma direta. A demonstracdo da inclus@o do nicleo de g no
ortogonal de W (vg) deixaremos como exercicio. O

Proposicao 10.5.1 Se g € uma forma bilinear simétrica num espago vetorial V
de dimensao n, entao existem vetores nao nulos vy, v, ...,Un—i, € V tais que

V=W(v)BW(ve) d--- LW (vp_sy) E Nucg,

em que a soma direta é g-ortogonal, ig € o indice de nulidade e g(vi,v;) # 0. Em
consequéncia, V admite uma base g-ortogonal.
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Demonstragao Escolha um vetor nao nulo v, € V talque g(vy,v,) # 0 e con-
sidere a decomposicio V = W (v,)* D W (v,). Note que dimW(v,)* =n —1e
que a restricdo de g ao subespaco W (v, )t é uma forma bilinear simétrica com o
mesmo indice de nulidade 4o pois 0 Nucg C W (v,)*. Desse modo, utilizamos uma
hipétese indutiva para obter vetores vy, ..., vp—1—4, € W (v,) ™+ tais que

W (vn)t = W(v1) D+ B W (vp_1-i,) & Nucg.

Agora é facil obter a decomposigao desejada. Portanto, se By = {vn—ig+1,..-,Un} €
uma base ordenada de Nuc g, caso o nticleo nao seja trivial, entao a uniao ordenada

B =AHv1,...,vn—iy} U 8o é uma base ortogonal de V. a

Na proposigao acima construimos uma base g-ortogonal 3 de (V,g) na qual
estd contida uma base de Nucg. Uma base para o nucleo estd sempre presente
numa base g-ortogonal, permitindo-nos determinar o indice de nulidade através de
qualquer uma delas.

Corolério 10.5.1 Para qualquer base g-ortogonal 3 de (V,g) o conjunto de ve-
tores Bo = {v € B, g(v,v) =0} € uma base de Nucg.

Demonstragao Seja § = {vj,v9,...,v,} uma base g-ortogonal ordenada de tal
modo que o conjunto fy = {v € 3, g(v,v) = 0} é formado pelos jp-ésimos ltimos
elementos. Como a base é g-ortogonal, segue que g estd contido no niicleo. Resta
verificar que esse conjunto gera Nucg. Com efeito. Dado um vetor v = z1v1 +
Tovs + -+ + Tpv, no nucleo de g, consideremos qualquer elemento v € § com
0 <k <n—jg e facamos a avaliagao,

0= g(v,vk) = zrg(vk, Vk)-
A condigao g(vk,vi) # 0 implica que xp = 0, de onde concluimos que qualquer
vetor do nucleo é uma combinagado linear dos jg tultimos elementos de 6. Logo
jo = 19, como desejavamos demonstrar. a

Corolario 10.5.2 Se V € um espaco vetorial complexo, entdo existe uma base
g-ortonormal 3 = {vy,va,...,v,} de (V,g) tal que

g(vi,v;) =0  se 1F#] e g(vi,v) €{0,1}.

Demonstragao Seja v = {v1, ..., Un—igs Un—ig+1, ---» Un } Uma base g-ortogonal con-
struida como na proposicao anterior. Defina uma base ordenada formada pelos

vetores
u; =v;, se v; pertence ao nucleo de g e

w; = T—llvi se v; nao pertence ao nucleo de g,
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em que 7; ¢ uma das raizes quadradas de g(v;, v;) # 0. a

Exercicios propostos 10.5.1

1. Prove que uma forma bilinear simétrica g num espago vetorial complexo V de di-
mensao finita admite uma representacao do tipo

(9] = diag{Lu—i,, [0]}-

2. Para qualquer matriz simétrica N € M (n,C) existe uma matriz invertivel P €
M (n,C) tal que PN P ¢ diagonal. Demonstre a afirmagao.

10.6 Teorema do indice

Nessa secao estudaremos apenas formas bilineares simétricas num espaco vetorial
real V' de dimensao finita. Indexaremos um subespago W de (V, g) por + ou por
— quando a forma bilinear g restrita ao subespaco é positiva definida ou negativa
definida, respectivamentre. Mais claramente,

W, quando g(w,w) > 0 para todo vetor nao nulo w € W,

W_ quando g(w,w) < 0 para todo vetor nao nulo w € W.

Como o subespaco trivial cumpre as duas exigéncias, simultaneamente, ele sera
indexado conforme a conveniéncia do momento.

Teorema 10.6.1 (Teorema do indice) Seja g uma forma bilinear no espago
vetorial real V' de dimensao finita. Entdo existem subespacos W_ e W tais que
V=W_EHNucgW,.

Mais ainda, o inteiro i = dim W_, chamado de indice de Morse de (V, g), depende
apenas da forma bilinear no sequinte sentido, para qualquer outra decomposicao
em soma direta g-ortogonal V. =U_ [l Nucg J U, temos que i— = dimU_.

Demonstragao A menos de reordenagdo, uma base g-ortonormal § de (V,g)

decompoe-se como 3 = G_ U By U B+ onde By é uma base para o ntcleo de g,

B-={vepfiglv,v) <0} e Bi={vep;glv,v) >0}
Se definimos W_ (respec. W) como o subespago gerado por S (respec. (i) a
g-ortonormalidade da base (8 garante a decomposigao V = W_ [ Nucg [J W,.

Suponha que tenhamos uma outra decomposicao g-ortogonal para o espago,
digamos que seja V = U_ [ Nucg [d Uy. Vamos supor por absurdo que exista
um vetor nao nulo u— € U_ N (NucgEDWy). Sendo assim, podemos escrever
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u- = wo + wy com wy € Nucg e wy € Wy. Fagamos a avaliagao g(u—,u_)
levando em conta que u € U_,
0> g(u_,u_) = g(wo + wg,wp +wy) = glwg,wy) > 0.

Evidentemente, isso é contraditério. Como aquela intersecao é nula podemos con-
siderar o subespago de V' formado pela soma direta U_ @ (Nuc g [ W) e concluir
utilizando um célculo dimensional simples que dimU_ < dim W_. Do mesmo
modo provamos que dimU; < dim W,. Novamente suponha por absurdo que
pelo menos uma dessas duas desigualdades é estrita, entao

dimV =dimU_ +dim Nucg+dimU; < dim W_ +dim Nucg+dim Wy = dim V.

Uma contradicao. Logo, o inteiro ¢+~ = dim W_ nao depende da decomposi¢ao. O

Corolario 10.6.1 Seja g € uma forma bilinear simétrica no espago vetorial real
V' de dimensao finita. Entdo existe uma base g-ortonormal

B = {01, Vi, UL, oy Ui, W, ooy Wi, }

tal que g(v;,vj) = —0i5, g(w;, w;) = 035 e g(u;,uj) = 0.

Deixaremos para o leitor a responsabilidade pela demonstracao. Um par (V, g)
é dito espaco pseudo Fuclidiano quando V' é um espaco vetorial real de dimensao
finita e g é uma forma bilinear simétrica nao degenerada. Nesse caso, temos uma
decomposicao g-ortogonal dada pelo Teorema do indice, na forma

V=w_4HW,,
em que cada parcela da decomposicao é uma soma direta de espagos unidimen-

sionais dois a dois g-ortogonais. Um espago pseudo Euclidiano (V) g) de dimensao
4 ¢é dito espago de Minkowsk: se o indice de Morse de g é i = 3.

Exercicios propostos 10.6.1

1. Seja A um operador no espaco Euclidiano (V,{ , )).

a) Verifique que g(u,v) = (A(u), A(v)) é uma forma bilinear simétrica.
b) Calcule os indices de nulidade e de Morse de g.
2. Todos os indices associados a uma forma bilinear simétrica g podem ser detectados

por uma base g-ortonormal. Prove que para quaisquer duas bases g-ortonormais 3
e v de V temos as igualdades iop = 80 = tiyo € i— = #6_ = ty_.

3. Mostre que toda forma bilinear simétrica g em um espago vetorial real V' de dimenséao
n admite uma representacao da forma

[g]ﬁ = diag{_l’i,7 [O] 7Ii+}7
em que i =n — (ig +i_) e [0] é a matriz nula i X 4.
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4. Seja H C M(2,C) o subespago formado pelas matrizes Hermitianas (ou autoadjun-
tas), N* = N.

a) Verifique que H tem uma estrutura natural de um espaco vetorial real de
dimensao 4 e que § = {I, Hy, Hy, H3} é uma base ordenada de H, onde os
elementos de [ sao as matrizes de Pauli,

10 10 0 1 0 —i
S R N e ) B e

b) Prove que g(N, P) = 3(tr(NP)—tr(N)tr(P)) é¢ uma forma bilinear simétrica
nao degenerada em H (com valores em R).

Demonstre as férmulas g(N, N) = —detN e g(N,I) = —tr (N).

Conclua que  é uma base g-ortonormal.
Dé uma decomposicao da forma H = W, [ W_ e calcule o indice de g.

Mostre que o espago g-ortogonal & identidade é o conjunto da matrizes Her-
mitianas com trago nulo.

5. Seja g uma forma bilinear simétrica no espago vetorial real V' de dimensao n.

a) Determine uma base 3 de V' para a qual a forma quadrética associada tem a
forma diagonal g(u) = Y| Xi(z;)?.

b) Demonstre a Lei de inércia de Silvestre: o ntimero de coeficientes positivos em
qualquer forma diagonal de ¢ é o mesmo.

10.7 Formas bilineares antisimétricas

Diz-se que uma forma bilinear g no espaco vetorial V é antisimétrica quando
g(u,v) = —g(v,u), para quaisquer vetores u,v € V.

Num espago vetorial de dimensao finita uma forma bilinear antisimétrica é
reconhecida matricialmente através de uma representacao pois em qualquer base
ordenada 8 de V amatriz [g] ; é antisimétrica. A reciproca dessa afirmagao também
¢é verdadeira. Note que o ntcleo a direita e o nicleo a esquerda sao coincidentes,
permitindo-nos definir o indice de nulidade de (V,g) como sendo o inteiro iy =
dim Nucg.

Diremos que dois vetores u,v € V sdo g-ortogonais se g(u,v) = 0. Por essa
definicao, todo vetor de V' é g-ortogonal a si mesmo pois a condicao de anti-simetria
g(v,v) = —g(v,v) implica que g(v,v) = 0. Uma base ordenada 8 = {v1, v, ...,v,}
serd dita g-ortonormal quando g(v;,v;) € {—1,0,1}.

Na sequéncia estaremos interessados em demonstrar que bases g -ortonormais
existem em espagos vetoriais de dimensdo finita. Indicaremos por W (ug,vg) o
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subespaco de V' gerado por dois vetores ug e vg. O complemento ortogonal de
W (ug,vp) é o conjunto W(ug,vp)™ = {v € V; g(v,w) = 0 Yw € W (ug,v0)}
Observe que sendo g nao identicamente nula deve existir dois vetores satisfazendo
g(up,vo) # 0 e, sendo assim, o subespaco gerado tem dimensao dois pois os vetores
sao necessariamente linearmente independentes.

Lema 10.7.1 Se g € antisimétrica e g(ug,vo) # 0, entdo
V =W (ug, vo) W (ug, vo)* e Nucg C W (ug,vo)*

Demonstracao Utilizaremos a mesma idéia do processo de ortogonalizagao de
Gram-Schmidt. Dado um vetor u em V considere o vetor

1 _ ., g(uwo) g(u,uo0)
W= U= Gluo,vo) 10 + g(uo,v0)

Com uma simples avaliagao estabelecemos as igualdades
g(uLa UO) =0= g(ula ’Uo),
mostrando que V = W (ug, vo) + W (ug,vo)*. Agora consideremos um vetor u €
W (ug,v0) N W (ug, vo)*. Nesse caso, u = Aug + v, com A, 1 € K, e
0 = g(u,v0) = g(Aug + pvo, vo) = Ag(uovo)-

Dai concluimos que A = 0 desde que, por hipdtese, g(ug, vg) # 0. Do mesmo modo,
fazendo a avaliz¢ao g(u,ug) obtemos o valor = 0. Em resumo,

W (ug, v0) N W (ug, vo)* = {o},

provando que a soma dos subespagos é uma soma direta g-ortogonal. A inclusao
deixaremos como exercicio. O

Proposicao 10.7.1 Seja g uma forma bilinear antisimétrica num espago vetorial

de dimensdo finita V. Entao existem vetores ui,vi, ..., ux, vy € V tais que
V =W(ui,v1) B W(ug,ve) B+ O W (ug,vg) & Nucg
em que a soma direta € g-ortogonal e g(u;,v;) = —1. Em consequéncia, V admite

uma base g-ortonormal.

Demonstracao Para evitar trivialidades iremos assumir que g nao é identica-
mente nula, isso implica que dim V' > 2. A demonstragao sera feita por indugao
sobre a dimensao de V. Se dimV = 2, escolhemos quaisquer vetores ui,v; € V
satisfazendo a condigao g(ui,v1) # 0. A independéncia linear dos vetores garante
que V.= W(uj,v1). A menos de substituir o vetor u; pelo vetor u e de

1
g(u1,v0)
reordenar o conjunto {ui,v1}, essa é a decomposigao desejada e {uy,v1} é uma

base g-ortonormal. Vamos supor que a afirmagao considerada seja verdadeira para
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qualquer espaco vetorial de dimensao menor ou igual & n. Seja g uma forma bilin-
ear antisimétrica em um espago V de dimensao n + 1. Considere dois vetores nao
nulos, digamos que sejam ug, vy € V, tais que g(ug,vr) # 0. Pelo lema anterior
vale a decomposicao g-ortogonal

V =W (ug, i)™ O W (ug, vg).

Note que o subespaco I/V(uk,v/zc)L tem dimensao n — 1, a restricao de g é an-
tisimétrica e Nucg C W (ug,vg)®. Por hipétese de inducdo, decompomos esse
subespaco e obter a decomposi¢ao de V pretendida. A base ondenada

ﬂ = {ulyvl} Uu---u {ukvvk} U,
em que 7y é uma base ordenada do nicleo de g, caso nao seja trivial, é uma base
g-ortonormal. a

Exercicio 10.7.1 Com as hipdtese da proposicao acima mostre que a repre-
sentacao de g na base 3 é a matriz diagonal de blocos

. 0 —1
l9]5 = diag{J, J, ..., J,[0]}, onde J= [ 1 0 ]

kvezes

e [0] é a matriz nula iy X ig. 0

Um par (V, g) é chamado de espago simplético se V' é um espago vetorial real
de dimensao finita e g é uma forma bilinear antisimétrica nao degenerada.

Exercicios propostos 10.7.1

1. Mostre que toda forma bilinear antisimétrica num espaco vetorial unidimensional é
identicamente nula.

2. Prove que a representagao matricial de uma forma bilinear num espago vetorial de
dimensao finita é uma matriz antisimétrica se, e somente se, a forma é antisimétrica.

3. Seja g uma forma bilinear antisimétrica num espago Euclidiano (V, (, )). Construa
um operador linear anti-simétrico A : V — V tal que g(u,v) = (u, A(v)).

4. Prove que o subconjunto A(V,K) € B(V,K) formado pelas formas bilineares anti-
simétricas num espaco vetorial V' é um subespago. Qual a dimensao de A(V,K)
quando dimV = n?

5. Demonstre que o espago das formas bilineares B(V,K) num espago vetorial V' de-
compde-se na soma direta B(V,K) = S(V,K) & A(V,K) na qual a primeira parcela
é o subespago das formas bilineares simétricas e a outra é o subespaco das anti-
simétricas.
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11.

12.

13.
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. Denote por S(n,R) (respectivamente A(n,R)) o subespago de M(n,R) formado

pelas matrizes simétricas (respectivamente antisimétricas). Seja g a forma bilinear
simétrica em M (n,R) definida por g(N, P) = ¢tr (N P). Prove as afirmagoes.

a) ¢ é positiva definida em S(n,R).

b) g é negativa definida em A(n,R).

c) g(N,P)=0< N € S(n,R) e Pec An,R).

d) Conclua que M(n,R) = §(n,R) & A(n,R).

e) Determine o indice de g.
Determine o indice da forma bilinear simétrica g(N, P) = tr (NP) — tr (N)tr (P)
em M(n,R).

Demonstre que um espaco vetorial real V' de dimensao n admite uma estrutura de
espaco simplético < n = 2m.

. Fixados os vetores vg, wy € R?, prove que q : R — R, q(u) = (u A vg,u Awg) (onde

A indica o produto vetorial) é uma forma quadrdtica. Determine a matriz de ¢ na
base canonica.

Seja g uma forma bilinear no espago vetorial V. Um operador linear A : V — V
preserva g se g(A(u), A(v)) = g(u,v).

a) Mostre que a composta de dois operadores que preservam g é um operador
que preserva g.

b) Assuma que g é ndo degenerada e demonstre que o conjunto O(g) formado
por todos os operadores lineares que preservam ¢ é um grupo com a operagao
de composigao de operadores e detA € {—1,1}.

Um operador A preserva a forma quadratica ¢ associada a uma forma blinear
simétrica g se q(A(v)) = ¢(v). Prove que A preserva a forma bilinear simétrica
g & A preserva a forma quadraitica associada q.

Considere a forma bilinear em R? definida por g((z1,y1), (22,%2)) = T1y1 — T2Ya.

a) Verifique que g é ndo degenerada.

b) Calcule o grupo O(g) formado pelos operadores que preservam g.

A mesma questao anterior para a forma g((x1,y1), (x2,¥2)) = z1ya.



Capitulo 11

Representagao candnica (IT)

Numa primeira leitura esse capitulo pode ser dispensado sem prejuizo para a com-
preensao posterior do texto.

Dando continuidade ao estudo de decomposides A-ciclicas de um operador,
examinaremos os casos nos quais o espago vetorial V' é real e o polindmio minimal
é uma poténcia de um polinémio primo de grau dois em R[t],

I p(t) = (t—\)? + 72,
IV p(t)=[t—N?+7%",

em que 7 > 0 e r > 1. Para isso necessitaremos de um novo conceito.

11.1 Complexificagao

O processo de complexificacdo de um espaco vetorial real em tudo é semelhante
a0 processo para construir os niimeros complexos a partir dos niimeros reais. Ilus-
tremos a construgao com um modelo.

Exemplo 11.1.1 O polinémio primo m(t) = (t — 1)2 + 1 € R[t] é o polinémio
minimal do operador linear A : R? — R?, A(x,y) = (z — y,z + y). Na construcio
que faremos, o operador complexificado de A serd naturalmente identificado com
o operador linear A, : C? — C?, A(z,w) = (z —w, 2z +w). Note que o polinémio
minimal de A, é igual ao polindmio minimal de A, mas agora podemos fatora-lo em
um produto de polinémios lineares distintos, condicao suficiente para diagonaliza-
lo. Pretendemos utilizar essa propriedade de diagonalizagao para construir uma
decomposicao A-ciclica para o espaco. a

Como conjunto, o complexificado V. de um espago vetorial real V' é o produto
cartesiano V. =V x V. Um elemento do complexificado é um par ordenado (u,v)

179
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mas que sera escrito como u + iv. Para equipar o conjunto V., com uma estrutura
de espago vetorial complexo, definimos a adi¢ao de vetores e a multiplicacao de
um vertor por um escalar complexo pelas regras, respectivamente: se v = vy + vy
e w = w1 + iws sao elementos de V. e A + i € C definimos

V] + vy + wy +twy = (Ul + w1) + i(vg + wg),
()\ + iT)(Ul + ’iUQ) = ()\Ul — 7"U2) + i(TUl + )\’Ug).

O espago vetorial complexo V. serd chamado de complezificado de V. Nessa con-
trucao V fica canonicamente identificado com o subconjunto

V = {v +ivy € V¢; v9 =0},

que nao é um subespaco complexo de V., mas é fechado em relagao a adicao de
vetores. Uma base ordenada 8 = {uy,ug, ..., un} de V é naturalmente identificada
com um base ordenada de V_ pois qualquer vetor w € V, é escrito de maneira tinica
como

w = z1u] + 22Uz + - -+ + zpu, com z; € C.

Se cada escalar z; é real entao o vetor w pertence a V. Logo, como espago vetorial
complexo as dimensoes de V e V, satisfazem a relagao

dim¢ V, = dimg V.

Definimos o complezificado do operador A : V — V como sendo o tinico ope-
rador A, : V. — V. que coincide com A no subconjunto V. Esse operador existe
pois como sabemos um operador é determinado pelos valores nos vetores de uma
base do espaco. Portanto, dada uma base ordenada 3 = {uq,us, ..., u, } do espago
V' (que é também uma base de V.) consideramos o tnico operador A, tal que

[Ac]g = [A]ﬁ'
Em outras palavras,
Ac(ziug + zoug + -+ - + zpup) = 21A(ur) + 22A(uz) + -+ - + zp A(uy).
Dessas defini¢oes segue que
Ac(vy +ivg) = A(v1) + iA(va)

e que V é um subconjunto invariante por A. pois a restricdo ao conjunto V é o
operador linear A. Como o polinémio minimal de um operador é igual ao polindémio
minimal de qualquer representagao matricial concluimos que my(t) = mag,(t).
Conclusoes semelhantes valem para os polindmios caracteristicos de A e A., bem
como para os polindmios minimos de um vetor v € V C V, relativos ao operador
original e ao operador complexificado. A igualdade dos polinémios é justificada
pela inclusao natural R[t] C CJ¢].

Chamaremos a aplicacao
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X:Ve— Ve, x(vi +iv) = v —ivg,
de conjugacdao complera em V.. Tal aplicagao é quase linear, isto é,
Xx(zv) = Zv, para qualquer z € C
e satisfaz a identidade y%2 = I dy,. Note que o subconjunto V' C V, é caracterizado

como sendo o subconjunto dos pontos fixos de x, isto é V = {v € V; x(v) = v}.
Segue das defini¢ées a comutatividade x o A, = A, o x.

Exercicios propostos 11.1.1

1. Seja A um operador num espago vetorial real V' de dimensao finita.

a) O complexificado de A, : V. — V. é diagonalizdvel < o polindémio minimal de
A é um produto de polinémios primos dois a dois distintos.

b) Se W é um subespago de V. entdo x (W) é também um subespaco.

c) Se V. =W, @ W, entao V., = x (W1) & x (Wa).

d) Ca,(x(w)) =x(Ca,(w)).

11.2 Espaco A- simples

Voltemos a um dos objetivos desse capitulo, estudar operadores lineares A num
espacgo vetorial V' de dimensao finita sobre R cujo polinémio minimal é uma
poténcia do polindomio primo p(t) = (t—\)2+72 com 7 > 0. Observamos dois fatos.
Primeiro. As raizes complexas desse polinémio primo sao os escalares z = A + it
e z = X — 7. Segundo. O polinémio p(t) é o polinémio caracteristico da matriz
2 X 2 com entradas reais

A =T
R\ T) = .
an=12 7]
Iniciemos com o estudo do tipo mais simples de tais operadores lineares cujo

polinémio minimal é m4(t) = (¢t — A\)2 + 72 com 7 > 0.

Definigao 11.2.1 Seja A um operador linear num espaco vetorial real V. Dire-
mos que V € A-simples se os unicos espagos invariantes sao os subespagos {0} ou

V.

Exercicio 11.2.1 Um espago vetorial real V' de dimensdao 1 é A-simples para
qualquer operador A : V — V. Prove essa afirmagao. O

Existe uma forte restricao sobre a dimensao de um espaco vetorial A-simples.
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Proposicao 11.2.1 Seja A um operador linear simples num espago vetorial real
V com dimV > 2. Se V é A-simples entao o espaco vetorial tem dimensdo dois e
seu polinomio minimal € um polinémio primo de grau dois,

ma(t) = (t — X2 +7% com 7> 0.

Em particular, o operador complexificado A. : V. — V. € diagonalizdvel.

Demonstracao Observamos que V é um espaco ciclico pois se vg € V' é um vetor
nao nulo entao C(vp) é um subespago nao tivial invariante pelo operador, como V'
é A-simples, necessariamente teremos V' = C(vp). Dai concluimos que o polindémio
caracteristico do operador é igual ao seu polindmio minimal bem como ¢ igual ao
polindmio minimal de qualquer vetor nao nulo.

A fatoracdo primaéria do seu polinémio caracteristico é poténcia de um 1nico
polinémio primo, isto é, pa(t) = p(t)", de outro modo a decomposi¢ao primaria de
V teria mais de uma parcela contrariando a simplicidade. Examinemos o expoente
r. Suponhamos por absurdo que r > 1. Sendo assim, o vetor w = p(A)(vg) é nao
nulo e o polinémio p(t)"~! pertence ao ideal S, uma contradicio. Em resumo,
pa(t) é um polindomio primo. Note que seu grau nao pode ser um pois neste
caso terfamos A = Ald implicando que o operador admitiria infinitos subespagos
invariantes contrariando novamente a simplicidade. A conclusao da demonstracao
agora é direta. Como py(t) € R[t] é um polindmio primo e nao linear entao
pa(t) =ma(t) = (t — \)?+ 72, com 7 > 0. Logo, dimV = graupa(t) = 2 como
desejdvamos demonstrar. Finalmente, o complexificado A. é diagonalizdvel pois
pa,(t) = pa(t) e esse polindmio fatora-se em C[t] como um produto de dois fatores
lineares distintos. g

Exercicio 11.2.2 Demonstre a reciproca da proposicao anterior. Se dimV =2 e
ma(t) = (t — A\)? + 72, entdo V é A-simples. O

Como sempre, vejamos uma representacao matricial ”candnica” para um op-
erador A quando espacgo vetorial real é A-simples de dimensdo dois. A construgao
da base ordenada feita na demonstracdo da proposicao abaixo deve ser repetida
nos exemplos.

Proposicao 11.2.2 Seja A um operador linear num espaco vetorial real V de
dimensao dois com polinémio minimal ma(t) = (t —\)? +72, 7 > 0. Entdo existe
uma base ordenada 3 C 'V tal que

[A]ﬁ:[i ”'
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Demonstragao Como sabemos, o polinémio minimal do complexificado A, : V' —
V é igual ao polindmio minimal de A. Fatorando-se em CJt] obtemos

ma,(t)=({t—p)(t—n) em que pu=\+ir.

Por hipdtese 7 # 0, logo o operador A, é diagonalizédvel. Escolhamos uma base
ordenada conveniente para os nossos propdsitos.

Primeiro, verifiquemos que a conjugacao complexa aplica uma parcela primaria
isomorficamente na outra,

X : Nuc (A, — pldy,) — Nuc(A. — uldy,)

Seja wy € V. um autovetor associado ao autovalor u. Recordando que os oper-
adores A. e xy comutam, calculemos,

Ae (x(w1)) = x (Ae(wn)) = x(pwr) = Fx(w).
Portanto, x(w1) € Vg = Nuc (A.—nldy,). Isso implica que v = {w1, x(w1)} é uma
base ordenada de V. pois sua dimensao é dois. Vamos assumir que wy = uq + iv1,
O ponto principal da demonstracao é provar que o conjunto 3 = {vy,u1} (observe
a ordem) é uma base de V. Note que um outro modo de descrever esta base é
utilizando a conjugacao complexa

v = hw— x(w)) e u=w+ x(w)).

Esses dois vetores pertencem ao conjunto V' pois sao pontos fixos da conjugacao
complexa. Utilizando-se da independéncia linear de w; e x(w1) em V. mostramos
facilmente que v; e u; sdo linearmente independentes sobre R. Resta calcular a
representagao matricial [A] - Pelas definicoes temos que

pwy = Ac(wy) = A(ur) + iA(vy).
De onde segue que

A(vy) = v+ 1w
A(ul) = —Tv1 + A\uq

Com isso, terminamos a demonstracao. O

Exemplo 11.2.1 O polinémio caracteristico do operador linear A : R? — R2
A(z,y) = (2x + 5y, —x) é o polindmio primo pa(t) = (¢t — 1)? + 22. Portanto,
seu polinébmio minimal é esse mesmo polindmio. O complexificado do operador
é candnicamente identificado com o operador A. : C?> — C2%, A.(z,w) = (22 +
5w, —z). Como o polindmio caracteristico fatora-se em C[¢] num produto de fatores
lineares distintos,

pa(t) = (t = (1+2d)) (t — (1 - 2i)),

podemos diagonaliza-lo. Calculemos um autovetor do complexificado associado ao
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autovalor ;1 = 1 + 2i resolvendo o sistema linear A.(z,w) = (1 + 2i)(z,w). Isto é,

2z 4+ bw = (1 + 2i)
—z= (142w

Encontramos que o vetor (1 4 2i,—1) € C? é um autovetor associado & u. Es-
colhendo para base ordenada de V o conjunto 8 = {(2,0),(1,—1)} obtemos a
representagao construida na proposi¢ao. Vejamos,

[Alg:ud]%mmm]éz—%[‘é ‘éH_f 3] [(2) _H=[§ E

11.3 Decomposigao ciclica II1

Teorema 11.3.1 (Teorema da decomposicao ciclica III) Seja A um operador
linear num espago vetorial real V' de dimensdo finita com polinémio minimo ma(t) =
(t — N2+ 72, 7> 0. Entdo existem vetores vy,va, ...,v, € V tais que

V =C(v1) ®C(v2) ® -+ ®C(vy),

grau (t —\)? + 72 = dimC(v1) = dimC(vg) = - - = dim C(vy,).

Essa decomposicio A-ciclica é dimensionalmente unica.

Demonstragao Como ja vimos, o polinémio minimal do complexificado A, : V. —
V. fatora-se em dois polondémios lineares distintos,
ma,(t)=({t—p)(t—n) em que pu=\+ir.

Sendo assim, a decomposicao primdria de V., é uma soma direta de dois au-
toespacos, V. = V, @ V4. Uma simples verificacao, mostra que as restrigoes da
conjugacao complexa x : V, — Vg e x : V7 — V), estao bem definidas. Na
verdade, essas duas aplicagoes sao isomorfismos quase lineares. Portanto, dada
uma base ordenada 8 = {w1,ws, ..., w,} do autoespaco V,,, o conjunto de vetores
X (B) = {x(w1), x(w2), ..., x(wp)} é uma base ordenada do autoespaco V. Tendo
em maos essas duas bases, consideremos a seguinte base ordenada de V,,

v = {wi, x(w1) U {ws, x(wa)} U - U {wy, x(wn)}.

E claro que V. =W eWod---d W, onde W; é o subespaco bidimensional gerado
pelo conjunto ~; = {w;, x(w;)}. Logo

dim(c V,; =2n = dimR V.
Recordamos que cada W; é um subespago invariante por x pois x(7;) = 7i, como

também ¢ invariante por A. pois a base ; é formada de autovetores do complexi-
ficado. Finalmente, provemos que existe a decomposicao A-ciclica de V.
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Iremos provar que V.=V, & Vo @ ---® V, em que V; = W; N V. Inicialmente
observamos que V; é um espaco vetorial real pois se u,v € V; e p € R, a combinacao
linear u + pv pertence ao subespago W; C V. como também pertence ao conjunto
V pois ele um espaco vetorial real. Note que os vetores

vi = gi(wi = x(wy)) e up = 5w+ x(w;))
sao pontos fixos da conjugagdao complexa y e pertencem ao subespaco W; C V,,
portanto sdo vetores em V. A independéncia linear do conjunto (3; = {v;, u;} sobre

R é consequéncia da indpendéncia linear sobre C. Isso implica que dimg V; > 2.
Agora, como V, é uma soma direta dos W;’s, a condigao

Wiﬁ(WlﬂWQQ-HQWi_l) :{0}
implica que vale a condicao
WnV)N(WinV)+ (WenV)+---+ (W;_1NV)) = {o}.

Portanto temos uma soma direta V1 &Vo®- - -®V,, C V. Para demonstrar que nessa
inclusao vale a igualdade, calculemos as dimensoes lembrando que dimg V' > 2,

n
2n = dim¢ V, = dimg V > ZdimR V; > 2n.

i=1
Dai seguem as afirmagoes: dimg V' = 2, o conjunto 3; = {v;,u;} C V; é uma base
eV=VeVWVod- ---®dV,. Poroutro lado essa soma direta é invariante por A
pois ela é invariante por A. e o operador complexificado restrito ao subconjunto
V' C V, coincide com o operador A. Finalmente, a soma direta construida é uma
decomposicio ciclica pois o polinémio minimo de v; é m,, (t) = (t—A)2+7%, 7 >0
desde que ele divide m4(t). Como C(v;) é um subespago de dimensao dois de um
espaco de mesma dimensao, obtemos que V; = C(v;). O

Examinemos a questdo da representagdo matricial de um operador linear A :
V — V em que V é um espacgo vetorial real de dimensao finita e o polinébmio
minimal do operador é do tipo m(t) = (t — \)? + 72, com 7 > 0. Como vimos no
teorema acima, podemos obter vetores v, vs, ..., v, € V tais que

V =C(v1) ®Clvz) ® -~ ® C(vy),

grau (t —\)? + 72 = dimC(v1) = dimC(vg) = - - = dim C(vy,).

Os geradores dos subespagos A-ciclicos sao elementos de uma base ordenada 3; =
{vi,u;} de C(v;) e foram escolhidos utilizando a conjugacao complexa,

vi = g5 (wi = x(wy)) e wp=g(wi+ x(w)).

Para contruir uma representacdo de A, o fato principal a ser observado é que as
restigoes 4; : C(v;) — C(v;) definem uma estrutura de espago A-simples em C(v;),
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portanto, sem acrescentar outras informacoes as ja utilizadas na construgao de uma
representagao candnica para um operador num espago A-simples feita na secao
anterior, podemos afirmar que naquela base ordenada 3; temos a representacao

matricial
A -7
[Ail, = [ T A ] '

Logo, com os conhecimentos ja disponiveis obtemos a seguinte representacao na
—
base ordenada 8 =U (; para o operador A,

[Alg = diag{R(\,T), R(\,7), ..., R(A,T)},

n VezeEs

onde, recordamos, estamos utilizando a notacao

R()\,T):[i —;]

Nas hipéteses do Teorema da decomposicao ciclica III, a base obtida pela con-
strucao ali descrita também sera chamada de base de Jordan.

Exercicios propostos 11.3.1

1. Para cada item, determine uma base de Jordan para o operador A : R3 — R3 e
represente-o nessa base.

a) A(z,y,z) = (=52 — y,2z + 3y + 102,z — y);
b) A($7ya Z) = (.’L‘ + Y, —x —+ Y, —4dx — 2y + 2’2)
2. Seja A um operador num espaco vetorial real V de dimenséo finita. Diremos que V'

é A-semi-simples quando V =V, @ Vo @ --- @V}, e cada parcela é A-simples. Prove
as equivaléncias.

a) V é A-semi-simples.
b) O polinémio minimal de A é um produto de polinémios primos sem repeticoes.

¢) O complexificado A, : V. — V. é diagonalizédvel.

11.4 Decomposicao ciclica IV

Finalizando o nosso estudo de decomposigoes ciclicas apresentaremos o iltimo
caso cujas hipétese incluem as hipdteses de teorema anterior quando a poténcia
do polinémio primo considerada foi r = 1.
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Teorema 11.4.1 (Teorema da decomposicao ciclica IV) Seja A um operador
linear no espaco vetorial real V' com polinomio minimal ma(t) = [(t — )2+ T2]T
com T > 0. Entao existem vetores vy, va,...,v, € V tais que

V =C(v1)®C(vg) ®---®C(vy),
grau [(t— N2+ 72" = dimC(v1) > dimC(v) > -+ > dimC(vy,).

Essa decomposicdo A-ciclica € dimensionalmente inica.

Demonstracao E suficiente demonstrar o teorema para o operador B : V — V|
B(v) = (A — M\d) (v) cujo polinémio minimal é mp(t) = (t2 +72)" desde que uma
decomposicao B-ciclica é uma decomposi¢ao A-ciclica.

O polinémio minimal do complexificado B, : V. — V, fatora-se primariamente
em mp,(t) = (t —i7)"(t + i7)". Logo,

Ve = Nuc (B, — 71Id.)" & Nuc (B, + 71d.)"
é a decomposicao primaria correspondente de V.. Pelo Teorema da decomposicao
ciclica IT podemos determinar vetores wi, wa, ..., w, € Nuc (B, — 71d.)" tais que

Nuc (B, —7l1d.)" =Cp,(w1) ®Cp, (w2) ® --- & Cp.(wy),
r = dimc Cp, (w1) > dimc Cp, (w2) > - -+ > dime Cp, (wy).

A préxima etapa é mostrar que podemos transferir essa decomposicao para a
outra parcela via o isomorfismo quase linear x, e obter a decomposicao

Nuc (Be+ 71d.)" = Cp.(x(w1)) ® Cp.(x(w2)) ® -+ & Cp.(X(wn)),

r = dime Cp, (x(w1)) > dime Cp. (x(w2)) > -+ = dime Cp, (x(wn)),

em que

X : Nuc (B, —71d.)" — Nuc(B. + 71d.)"
¢é a restricao do operador quase linear de conjugacao complexa y : V. — V.. De
fato, a restricdo estd bem definida. Para demonstrar essa afirmacao utilizamos

a comutatividade B. o x = x o B. com a finalidade de obter indutivamente a
identidade funcional

xo (B.—71ld.)* = (B.+7ld.)*0x, 0<s<r.
Feito isso, para cada vetor w € Nuc (B, — 71d.)° temos as implicagdes

(B. —71Id.)*(w) =0 & xo(B.—71Id.)*(w) =0 < (Be+ 7Id.)* o x(w) =0,
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mostrando que x(w) € Nuc (B, + 71d.)*. Como x? = Id, segue que aquela res-
tricao é um isomorfismo quase linear entre as parcelas da decomposi¢ao primaria de
V.. Sendo assim, y preserva somas diretas e a decomposigao B,-ciclica da segunda
parcela da decomposicao priméria estd construida, bastando apenas verificar que

X (Cp.(wi)) = Cp, (x(wi)).
Mas, essa igualdade é conseqiiéncia da comutatividade dos operadores B, e x.
Para finalizar, resta mostrar que as desigualdades dimensionais sao as mesmas.
Isso também é simples, pois o polinémio minimal do vetor w; é my,, (t) = (t —iT)*
se, e somente se, o polindmio minimal de x(w;) é M (y,) = (t+i7)°. Essa afirmacio
segue diretamente da féormula indutiva vista acima.

Construida a decomposigao B.-ciclica do complexificado V., passemos a con-
strugdo da decomposicao B-ciclica do espaco vetorial real V. Escolhamos o con-
junto de vetores

v ={v1,v2,...,vp}, emque v;= Q%(wi—x(wi)),
para ser o conjunto de geradores das parcelas da decomposicao B-ciclica. Com
efeito. Note que o polinémio minimal de v; é o produto dos polinémios minimos
de w; e de seu conjugado complexo x(w;),

My, (t) = (t —im)"i(t +iT)" = (2 + 72)",

pois w; e x(w;) sao vetores de parcelas diferentes da decomposigao priméria de V..
Logo,

dimpg Cp(v;) = dim¢ Cpe(w;) + dime Cp, (x (w;)).

Como v; é uma combinagao linear de w; e x(w;) e como o operador complexificado
B, restrito ao conjunto V coincide com B, temos a inclusao

Cp(vi) C Cp,(w;) ® Cp, (x(w;)).
Essa inclusao implica na existéncia da soma direta
V 2 Cp(v1) ®Cp(v2) ® -+ ® Cp(vn).

Para mostrar que temos a igualdade é suficiente um céalculo dimensional,

dimRV > ZdichB(Ui)

= Y (dimg Cp, (w;) + dime Cp, (x(w;)))

= dim¢ V..
A igualdade dimg V = dimg¢ V,, implica que a dimensdo de V é igual & soma das
dimensodes das parcelas Cp(v;), informacao suficiente para concluirmos que

V= CB(Ul) ) CB(UQ> b---D CB(’Un).
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A ordem decrescente das dimensoes é justificada pela igualdade
dimg Cp(v;) = dime Cp, (w;) + dime Cp, (x(wi)),

e pelas desigualdades dimensionais na decomposicao B.-ciclica de V.. A unicidade
dimensional segue do teorema correspondente. Isso encerra a demonstracao do
teorema. O

Construiremos a seguir uma representacao matricial ”canonica ” para um op-
erador A : V — V satisfazendo as hipdteses do Teorema da decomposicao ciclica
IV. Seguiremos ipsis litteris a notacao utilizada na demonstragao.

Para nao sobrecarregar demasiadamente o texto iremos assumir que a decom-
posicao A-ciclica (e B-ciclica) obtida tem apenas uma parcela, isto é,

{ V =Cp(v),

graump(t) = dimg Cp(v).

No caso geral os procedimentos seguidos para uma sao os mesmos para todas
parcelas. Note que as condigoes fixadas sobre o nimero de parcelas pressupoem
que o operador complexificado B, : V. — V. determina uma decomposicao primaria
cujas parcelas sao B.-ciclicas.

Ve = Cp.(w) ® Cp. (x(w))-

Dito de outra forma,

Nuc (B, —irld.)" = Cp,(w),

Nuc (B, +irld,)" = Cp, (x(w)).

As restri¢oes dimensionais sobre as parcelas B.-ciclicas ficam sendo
r = dimc Cp, (w) = dime Cp, (x(w)).

Feitas essas hipdteses, considere as bases de Jordan para cada parcela primaria,

Ye = {w, (Be — iT)(w), ..., (Be — iT)" Y (w)} C Cp, (w),

X(7e) = {x(w), (Be + i) (x (w)), .., (Be + i7)" " (x(w))} C Cp. (x(w))-

Para os nossos propositos é mais conveniente reescrever os dois conjuntos ordenados
como

Ve = {Wo, W1, ooy Wr—1} e X(ve) = {x(wo), x(w1), ..., x(wr—1)}.

E claro que uma igualdade entre os conjuntos ordenados significa que o primeiro
elemento wy = w, o segundo elemento w; = (B, — i7I1d) (w), etc. A identidade

B.o (B, —it) = (B. — i)t 4 ir(B, — i)’
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avaliada no elemento wq fornece os seguintes valores nos vetores da base,

I’

Tw; +wip1 se j=1,2,...,r—2
B N — J J+
e(10;) { ITWr—1 se j=r—1

e, de modo semelhante, obtemos que
W —imx(wy) + x(wir1) se =12, —2
B(x(w;)) = { —irx(wy—1) se j=r—1

Tendo em maos essas bases construimos uma base ordenada de Vconsiderando o
conjunto ordenado

B ={vo,uo} U {vr,ur} U -+ U{vr—1,ur-1},
onde os vetores sao definido por

v = £(w; — x(w;)) e w; = 3(w; + x(w;)).

Os vetores v; e u; sao pontos fixos da conjugacao complexa, logo pertencem ao

conjunto V. Por outro lado a independéncia linear de 3 sobre C garante a inde-
pendéncia linear de (3 sobre R. Como

dimc V., = 2r = dimg V,
necessariamente § é uma base de V. Essa base serd chamada de base de Jordan.

Recordando que B, coincide com B em V, calculemos a representacao matricial
na base ordenada 3. Para j = 1,...,7 — 2 temos os valores

Bloy) = o (Be(w) — Be(x(wy)))
= % (wj+i +iTw; — X(wj+1) + iTX(wj))

= Uj+1 t+ TUy,
e B(vy—1) = Tuy—1. Em resumo,

B(v;) = Tuj +vjy1 se j=1,2,..,r—1
P Tura se j=r—1

Do mesmo modo, calculamos que

Bu;) = —Tvj+uj1 se j=1,2,..,r—1
72 —Tup se j=r—1

Sendo assim, a representacido candnica de Jordan para o operador A:V — V
fica sendo

[Alp = [Blg + AL,

mais explicitamente,



11.4. DECOMPOSICAO CICLICA IV 191

-0 _
T 0
1 0 0 —7
0 1 T 0
1 0 0 —71
[Bels = 0o 1 7 0

Exercicios propostos 11.4.1

1. Mostre que todo operador num espago vetorial V' de dimensao finita com dim V' > 2,
admite um subespago invariante de dimensao dois.

2. Mostre que todo operador num espaco vetorial e dimens&o finita é a soma de um
operador diagonalizavel com um operador semi-simples que comutam.

3. Dado um operador linear A num espaco vetorial V. Diremos que V é A-irredutivel
(ou A-indecomponivel) quando nao admite uma decomposi¢ao em soma direta in-
variante V' = W; @ W, com cada parcela invariante e nao trivial. Prove que todo
espaco A-irredutivel é A-ciclico.



Capitulo 12

Matrizes

O leitor familiarizado com os conceitos envolvendo matrizes, se desejar, pode dis-
pensar a leitura deste capitulo. Aqui foram relacionadas todas as definigoes e
propriedades que sao utilizadas no texto. Uma matriz é um objeto matematico
cuja existéncia é independente do conceito de transformagao linear, embora pos-
sua uma relacao estreita com tais aplicacoes, matrizes também sao largamente
utilizadas para calculos em varias areas Cientificas. Aquitambém os tinicos corpos
considerados sao o corpo dos niimeros complexos e o corpo dos nimeros reais.

12.1 Matrizes

Uma matriz m X n com entradas no corpo K
é uma sequéncia de escalares N = (a;j) com

) ail a2 - Qlp
a;; € K organizada na forma ao lado. Re- as;  ase - aop
sumiremos a apresentacao de uma matriz em N =
N = [a;;]. O indice ¢ de a;; indica a linha na
aml Am2 " Gmn

qual a entrada encontra-se e o indice j indica
a coluna.

A notacdo N, indicard a i—ésima matriz linha de N, a matriz 1 X n cujas
entradas sdo as entradas da i-ésima linha de N. Da mesma forma, N7 indicara a
j-ésima matriz coluna de N, a matriz m x 1 formada pelas entradas da j—ésima
coluna de N. Mais claramente,

Ni=lan ag - an]| e N =

Induzimos uma estrutura de espago vetorial no conjunto das matrizes m x n
com entradas em K, conjunto este denotado por M(m x n, K), definido a adigao

192
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de matrizes e a multiplicacdo de uma matriz por um escalar, respectivamente por

N+P = [aj+ byl
AN = [)\aij],

em que N = [a;;], P = [bjj] € M(m xn,K) e X € K. O vetor nulo do espago
¢ a matriz identicamente nula, isto é, a matriz com todas as entradas nulas, e
—N = [—a;j]. Com esta estrutura M(m x n,K) torna-se um espago vetorial de
dimensao mn. Chamaremos de base canonica ao conjunto o = {E11, E12, ..., Epp },
onde E;; denota a matriz cuja ij-ésima entrada vale 1 e todas outras entradas sao
nulas. A definicdo da estrutura linear estabelece uma identificagdo natural entre o
corpo K como espaco vetorial sobre si mesmo e o espago das matrizes 1 x 1 com
entradas em K.

Definig¢ao 12.1.1 Seja N = [a;;] € M(m X n, K).
a) A transposta de N é a matriz Nt = [aﬁj] € M(nxm,K) em que aﬁj = a;j.
b) A adjunta de N é a matriz N* = [a};] € M(n x m, K) tal que aj; = @j;.
Note que a matriz transposta e a matriz adjunta de uma matriz m x n é uma

matriz n X m e quando o corpo com o qual estamos trabalhando é o corpo dos
niimeros reais é evidente que N = N*.

Exemplo 12.1.1 Ilustraremos as iltimas defini¢oes com alguns cédlculos e nenhum
comentario. Considere as matrizes 2 X 3 com entradas complexas

[0 1 14 [2-i 0 4
N_[l i3+i] ¢ P‘[ 3 1 2}

Seguindo as definigbes temos

9-i 1 5+i 0 2 2+2i
N+P‘[1+m1+i5+iy 2N_[22i6+%y
0 1 0 1
Nt=| 1 i e N =| 1 i |. 0
1+ 3+i 1—i 3—i

Dadas duas matrizes
N = [ai;] € M(m X n, K) e P =[bjl e M(nxr K),
utilizamos o fato dos comprimentos das linhas de N ser igual ao comprimento das

colunas de P, para construir uma nova matriz NP = [¢;;] € M (mxr, K), chamada
de produto de N por P, uma matriz m X r cujas entradas sdo definidas pela regra
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Cij = a1 b1y + ageb; + - + ainbn;.

Exemplo 12.1.2 Efetuando o produto das seguintes matrizes 3 x 2 e 2 x 2

1 2
N=]0 -1 e P:[é (1)}
3 0
obtemos a matriz
1x14+2x2 1x142x0 5 1
NP=|0x1-1x2 0x1—-1x0{|=|-2 0
3x1+0x2 3x14+0x0 3 3
Ressaltamos que nao podemos efetuar o produto na ordem P e N. O

Exercicio 12.1.1 Quando for possivel efetuar as operagoes, demonstre as seguintes
identidades matricias, onde N, P e () sao matrizes com entradas no corpo K.

a) N(P+Q)=NP+ NQ.

b) (P + Q)N = PN + QN.

)
)

) (NP)Q = N(PQ).
)

d) (AN)P = A(NP) = N(AP) para qualquer escalar A € K.

Solugao TIlustrando a técnica de demonstragao provaremos a). Assumamos que
N =Jajjl e M(m xn,K) eque P =[bj],Q =cij] € M(nxr K).
Por definicao de soma de matrizes sabemos que
NP +Q)=[di] e dij=73 5 anlbrj + cij)-
Desenvolvendo o tltimo somatério temos as igualdades
dij = > p=y(@ikbrj + aircrs) = D p_y @irbrg + Dy QikCrj-
Neste ultimo membro da igualdade, o primeiro somatério é a 2j-ésima entrada

de NP e o segundo somatério é a ij-ésima entrada de NP. Portanto temos que

N(P+Q)= NP+ NQ. 0

Exemplo 12.1.3 Demonstremos a identidade matricial (NP)! = P!Nt em que
N = [a;j] e P = [b;;] sao matrizes m x n e n x r, respectivamente. Inicialmente
escrevamos o produto N por P,

NP = [Cij] com ¢ = aﬂblj + aigbgj + -+ ambnj.
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Por definicao de transposta, valem as relacoes

(NP)t = [ng} onde ng = Cj; e Cj; = ajlbh- + anbQi —+ -+ ajnbm.

Por outro lado, calculemos as entradas de P'N' = [d;],
dij = byay;+ bpdy; + -+ biyay,

= buaj + biajo + - - + bpiajn

aj1bii + ajoboi + - + ajnbp;.

Portanto, cfj = d;j, como querfamos demonstrar. O

Recordamos que estamos indicando por N7 a j-ésima matriz coluna e por
N; a i-ésima matriz linha de N € M(m x n,K). O posto das colunas de N é
definido como sendo a dimensao do subespago de M (mx 1, K) gerado pelas matrizes
{N' N2 ..,N"}. Em outras palavras, o posto das colunas de N é o niimero
maximo de colunas linearmente independentes. Da mesma forma definimos o posto
das linhas de N como sendo a dimensao do subespaco de M (1 x n, K) gerado pelas
matrizes {Ny, No, ..., Ny, }. Na tltima segao do Capitulo 3, existe a demonstragao
de uma propriedade, de certa forma, surpreendente: o posto das colunas é igual
ao posto das linhas.

Exercicios propostos 12.1.1

1. Verifique que (N*)" = N e (N*)* = N para qualquer matriz N € M(m x n, K).

2. E possivel um produto de matrizes ser igual a matriz nula sem que um dos fatores
ser a matriz nula?

3. Prove que a aplicagdo ® : M(m x n,K) — M(n x m,K), ®(N) = N, é um isomor-
fismo linear. Qual a sua inversa?

4. Aplicagdo @ : M(m x n,C) — M(n x m,C), ®(N) = N* é um isomorfismo linear?

12.2 Matrizes quadradas

Uma matriz quadrada é uma matriz cujas linhas tém o mesmo comprimento das
colunas. Simplificaremos a notacao indicando o espaco vetorial das matrizes n X n
por M(n,K). Estes espagos vetorias sao mais ricos em propriedades algébricas do
que os espagos de matrizes ndo quadradas, a diferenca fica por conta do produto
de matrizes. Ao efetuarmos um produto entre dois elementos de M (n, K) obtendo
uma outra matriz neste mesmo espaco. Observamos que o produto de matrizes é
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nao comutativo. Além disso a forma quadrada da matriz permite destacar varios
tipos especiais de matrizes, como veremos na sequéncia.
A diagonal de uma matriz N € M(n,K) é
a subsequéncia formada pelas ii-ésimas en-

ail 0 0
tradas, (ai1,a22,...,any). Diremos que N é 0 0
uma matriz diagonal quando toda entrada N = .
nao pertencente a diagonal principal tem o : : R
valor zero. Esquematicamente uma matriz 0 0 - ann

diagonal tem a forma indicada ao lado.

Algumas vezes indicaremos uma matriz diagonal de modo mais conciso,
N = diag{ai1,a22, ..., nn}

Um caso particular de matriz diagonal é a matriz identidade denotada por I e
definida como

1 0 0

0 1 0
7=

0 0 1

Quando desejamos enfatizar o tamanho n x n da matriz identidade utilizamos uma
indexacao do tipo I,. Um outro modo pratico de indicar a matriz identidade é
com o uso do delta de Kronecker,

5ii = 1 sei=
Y10 sei#g
O delta de Kronecker permite-nos escrever a matriz identidade como I, = [0;;].

Exemplo 12.2.1 A matriz identidade I,, possui uma propriedade especial. Para
qualquer matriz quadrada n x n, N = [a;;], valem as identidades matriciais
NI, =N=1I,N. A demonstracao desta afirmagcao segue diretamente da definigao
de produto de matrizes. Provaremos apenas a igualdade NI, = N, a segunda
igualdade é feita de modo andlogo. Escrevamos

NI, = [Cij] e€m que Cij = ;101 + ;2025 + - - + inlnj.
Observe que tnica parcela nao nula da soma que descreve ¢;; é exatamente quando

¢ = j. Sendo assim, obtemos c;; = a;;, significando que NI, = N. a

Definigao 12.2.1 Uma matriz N € M(n,K) é invertivel, ou nao singular, se
existir uma matriz P € M(n,K) tal que PN = I,, = NP. Quando existe, a matriz
P € chamada de inversa de N e denotada por N~1.

Exercicio 12.2.1 Mostre as afirmagoes sobre matrizes quadradas invertiveis.
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a) Quando uma matriz quadrada tem inversa, a inversa é tnica.
b) Se N e P sao invertiveis, entdo NP ¢ invertivel e (NP)™' = P'N~L,

c) Sejam N e P duas matrizes n X n. Prove que NP = I,, & I,, = PN. O

As afirmagoes sobre determinantes contidas nesse paragrafo estao demonstradas
no capitulo seguinte. Faremos apenas um breve resumo dos fatos necessario para
o desenvolvimento do texto, antecipando um algoritmo para inversao de matrizes.
Indicamos por N{j a ij-ésima matriz reduzida de N € M (n,K), isto significa que
a matriz N é a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de N por supressao da i—ésima
linha e da j-ésima coluna. A matriz dos cofatores de N é a matriz n x n definida
como

Cn = [cij] emque ¢ = (—1)"7det N
A adjunta cldssica de N a matriz tranposta da matriz dos cofatores, adj(N) = CY;.
Um resultado bem conhecido da Teoria dos determinantes afirma que
N adj(N) = (det N)I,, = adj(N)N
Dai segue imediatamente a afirmacao
N € M(n,K) ¢ invertivel se, e somente se, det N # 0.

Mais ainda, a inversa de N, se existe, é
-1_ _1 :
N~ = qmyadj (N).

Exercicio 12.2.2 Calcule a adjunta classica da matriz

a b
v[o ] :

Definigao 12.2.2 Sejam N,P € M(n,K). Diremos que N € conjugada a P
quando existe uma matriz invertivel R € M(n,KK) tal que P = RN R~

Exercicios propostos 12.2.1

1. A titulo de apresentagdo definimos varios subconjunto de M(n,K) que s@o sub-
espagos vetoriais, cujas verificagoes ficarao aos cuidados do leitor. Calcule também
as dimensoes. Matrizes de traco nulo; Matrizes triangulares superiormente; Matrizes
triangulares inferiormente.

2. Calcule as poténcias N* , das matrizes.

Z:

Oab
a)N=|0 0 ¢ HH c)N[(l)H.

00 0
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3. Prove que conjugagao é uma relagdo de equivaléncia em M (n,K).

4. Se N ¢ conjugada a P, demonstre que valem as afirmacoes.

a) N é conjugada & P!, para todo inteiro i > 0.
b) Se N é invertivel entao P é invertivel.

c) Se N é invertivel entdo N* é conjugada & P*, para todo inteiro i € Z.

5. Se N € M(n,K) ¢ invertivel entao N* e N* sao invertiveis. Explicite as inversas.

6. Por que o produto de matrizes ndo induz uma estrutura de grupo em M (n,K)?

7. Considere a aplicagdo A : M(2,K) — M(2,K), A(P) = PNy, 11
onde Ny é a matriz ao lado. Mostre que A é um operador linear N = { 9 9 }
e calcule uma base para o nicleo e uma para a imagem.

8. Seja Ng € M(2,K) uma matriz invertivel. Verifique que 4 : M(2,K) — M(2,K),
A(P) = PNy, é um isomorfismo linear e explicite a sua inversa.

12.3 Matrizes normais

Embora a apresentacdo de matrizes normais possa ser feita de forma unificada,
sem ressaltar o corpo com o qual estamos trabalhando, faremos a apresentagao,
primeiro para o corpo dos nimeros reais e depois para o corpo dos niimeros com-
plexos, deixando mais claras as diferencas. Além disso, como a nomenclatura ma-
tricial que utilizamos € classica, temos mais um motivo para separar as defini¢oes.

Matrizes normais com entradas reais. Diz-se que uma matriz N €
M (n,R) é chamada de matriz normal quando ela comuta com a sua transposta,
NN! = N'N. Dentre as matrizes normais com entradas reais destacamos trés
tipos especiais, a saber:

a) matriz simétrica, se N' = N;
b) matriz antisimétrica, se N = —N;
¢) matriz ortogonal, se N'N = I, = NN!.

De fato é um exercicio elementar verificar que os trés tipos de matrizes acima
definidos sd@o matrizes normais.

Matrizes normais com entradas complexas Uma matriz N € M(n,C) é
chamada de matriz normal quando ela comuta com a sua adjunta, NN* = N*N.
Dentre as matrizes normais com entradas complexas destacamos trés tipos:

a) matriz autoadjunta, se N* = N,
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b) matriz antiadjunta, se N* = —N;

¢) matriz unitdria, se N*N = I, = NN*.

Exercicios propostos 12.3.1

1. Verifique que os seguintes conjuntos sao subespacos e calcule as dimensoes.

a) Matrizes simétricas: S = {N € M(n,R); N' = N};

b) Matrizes antisimétricas: AS = {N € M(n,R); N* = —-N};

¢) Matrizes autoadjuntas: A* = {N € M(n,C); N* = N};

d) Matrizes antiadjuntas: AA* = {N € M(n,C); N* = —-N}.
2. O conjunto das matrizes ortogonais n x n é um subespago de M (n,K)?
3. Descreva todas as matrizes ortogonais @) € M (2,R).

4. Classifique as matrizes normais com entradas complexas.

0 —2 cos —senf
a)N:[. 0 ] b)N:{senQ cos 6 ]

1 -3 1 2 —3+1 1
¢c) N=1| -3 0 5 |. d)N=| -3—1 6 5—2t
1 5 =7 1 S+ 21 -7

5. Dadas duas matrizes N, P € M (n,R), verifique as afirmagoes.

a) NN' é uma matriz simétrica.
b) NP — P!N' é uma matriz anti-simétrica.

¢) Se N é normal entdo todas as poténcias positivas de N sdo normais.

6. Prove que o produto de matrizes induz uma estrutura de grupo nos conjuntos.

a) O(n,R) ={Q € M(n,R); QQ' = I, = Q'Q}.
b) U(n,C)={U € M(n,C); UU* =1, =U*U}.
7. Demonstre que M (n,C) decompde-se numa soma direta na qual uma das parcelas

é o espago da matrizes auto-adjuntas e a outra parcela é o espago das matrizes
anti-adjuntas. Enuncie e demonstre uma afirmacao andloga para M (n,R).
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12.4 Apéndice: Grupos, anéis e corpos

Para comodidade do leitor, apresentaremos sem detalhes algumas estruturas algé-
bricas utilizadas no texto. Maiores informacoes podem ser obtidas consultando-se
um livro de Algebra.

Definigao 12.4.1 Um conjunto G € dito ser um grupo se existe uma operagao
bindria G x G — G, (x,y) — .y, chamada de produto, satisfazendo os axiomas:

1. existe um elemento e € G, chamado de identidade, tal que ex = x = xe para
qualquer x € G;

2. a operagao € associativa: (x.y).z = x.(y.z) para quaisquer z,y,z € G;

3. para cada x € G existe um elemento = € G, chamado de inverso de x, tal
que zax t=e=a"tuz.

Num grupo s6 existe uma tinica identidade, bem como cada elemento s6 admite
um unico inverso. Um subconjunto H de um grupo G é dito ser um subgrupo
quando ele satisfaz os axiomas da estrutura de grupo em relacao a operacao bindria
induzida por restrigdo. Diremos que um grupo G é comutativo (ou Abeliano)
quando z.y = y.r para quaisquer z,y € G. Neste caso, muitas vezes a operagao
binaria é denotada pelo sinal de 4, o elemento identidade pelo digito 0, sendo
chamado de zero, e o elemento inverso de x ¢é indicado por —z.

Diremos que uma aplicacao entre grupos, ® : G — F, é um homomorfismo
quando ®(z.y) = ®(z).®(y), para quaisquer z,y € G. Um homomorismo injetor e
sobrejetor é chamado de isomorfismo. O nicleo de um homomorfismo de grupos,
Nuc® = {z € G;®(z) = e}, é um subgrupo de G e ® ¢ injetor se, e somente se, o
ntcleo é trivial.

Uma permuta¢ao do conjunto {1,2,...,n} é uma aplicacdo injetora (e sobreje-
tora), o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Denotamos por S, o conjunto de todas as
permutagoes desse conjunto. A composicao de fungoes induz uma estrutura de
grupo em S, na qual o elemento identidade ¢é a aplicagao identidade e o inverso de
o é a sua funcao inversa. Uma transposicdo é uma permutacao que troca apenas
dois elementos de {1,2,...,n} deixando os outros fixos. Um resultado bésico da
Teoria de grupos nos diz que toda permutacao é um produto de transposi¢oes nao
necessariamente de maneira tnica. Entretanto, uma permutacao é um produto de
um ntumero par de transposi¢coes ou um de ntimero impar, exclusivamente. HEssa
propriedade permite definir um homomorfismo de grupos

sin : S, — Zo, sin(o') = (_1)743(0)’

onde k(o) é um nimero de transposigoes utilizadas para descrever o.
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Definicao 12.4.2 Um anel comutativo com identidade é um conjunto nao vazio
K no qual estao definidas duas operacdes bindrias

KxK—=K, (z,y)—z+y,
KxK—-=K, (z,y) — x.y,

chamadas de adicdo e multiplicagdo, respectivamente, satisfazendo os seguintes
azriomas para quaisquer x,y,z € K:

1. K € um grupo comutativo com relacdo a operacdo de adi¢do;

2. a multiplicacdo satisfaz as prorpiedades:

a) existe um elemento 1 € K tal que 1.x = x;
b) é comutativa: x.y = y.xz;

c) € associativa: x.(y.z) = (z.y).2;

3. a adi¢ao e a multiplicagao sao distributivas: x.(y + z) = x.y + x.z.

Definigao 12.4.3 Seja K um anel comutativo com identidade. Um subconjunto
S C K € chamado de ideal quando

1. & € um subgrupo de K com relacdo a operacdo de adicdo;
2. sex e e yekK, entio x.y €.
Definigao 12.4.4 Um anel comutativo com identidade K é chamado de corpo

quando para qualquer x € K distinto de zero existe um elemento x~' € K denom-
inado de inverso multiplicativo de x, tal que x.x~1 = 1.

Além dos corpos dos nimeros reais e dos nimeros complexos, os Uinicos anéis
considerados nesse texto sao os anéis dos polinomios com coeficientes em um daque-
les corpos.

Definigao 12.4.5 Sejam K e L dois corpos. Uma aplicagio @ : K — L é um
isomorfismo de corpos se para quaisquer x,y € K a aplicacao satisfaz as condigoes:

1. ®(z+y) = 0(z) + (y);

2. ®(z.y) = P(x).D(y);

3. ® ¢ injetora e sobrejetora.



Capitulo 13

Determinantes

Esse é um capitulo complementar. Novamente, se o leitor esta familiarizado com
a teoria pode dispensar a leitura. A partir desse momento, a menos que seja dito
o contrario, indicaremos por K um anel comutativo com identidade. Esta escolha
tem uma explicagao. Estamos interessados em apresentar a teoria de determinates
tanto para matrizes cujas entradas sao elementos de um corpo quanto para matrizes
cujas entradas sao polinomios. A demonstragdo da existéncia do determinante é
indutiva e a apresentacao escolhida estd baseada num elegante tratamento dado
por Artin [1] e detalhado com muita simplicidade por Lang [11].

13.1 Determinante

Definiremos determinante como uma aplicagao de um espaco de matrizes quadradas
com entradas no anel K tomando valores neste mesmo anel, det : M (n,K) — K,
possuindo algumas propriedades que serao especificadas nos préximos parédgrafos.
Com o propdsito de recordar apresentemos trés exemplos.

Exemplo 13.1.1 1) Considerando a identificacao natural entre as matrizes 1 x 1
e o anel das entradas K, definimos o determinante de um escalar como sendo o
proéprio escalar.

2) Para matrizes 2 x 2 definimos a aplicacao det : M (2,K) — K pela regra

d a1 a2 |
et = a11a22 — A12021.
as1 a2

Verifica-se diretamente da definicao as seguintes propriedades, onde A € K.

a) det Iy = 1;

ail a2 .
b) det =0, se as colunas N' e N2 sdo iguais;
a1 a2

202
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air + Abi1 ann } [ ail a2 } [ b1 a2 ]
det — det + Mdet ;
c) de [ ag) + Aba1  azs | ag ax | by as
d) det air a2+ Abig | _ det | @11 @12 | Ly geq | G0 bi2 .
a1 a2 + Abag a1 a2 a1 bao

As identidades ¢) e d) dizem que o determinante como uma aplicagao das duas
matrizes colunas possui as propriedades de uma transformagao linear ao fixarmos
uma das colunas. Essa lista de propriedades serd utilizada para defirnirmos a
aplicacao determinante num espago vetorial de matrizes quadradas n X n.

3) Recordemos a defini¢do de determinante de uma matriz 3 x 3. A regra que
apresentaremos sera generalizada para demonstrar indutivamente a existéncia de
um determinante no espago das matrizes n x n. Defina det : M(3,K) — K pela
regra conhecida como desenvolvimento de Laplace por uma linha, que no nosso
caso sera o desenvolvimento pela primeira linha,

ail a2 ais a9s a3
det a21 Q22 423 = a1 det
az2 ass
asz1 asz a33
a a
—aygdet 21 23
az1  ass
a a
+a13det 21 22 .
azp  as2

Verifica-se diretamente que essa aplicagdo possui as mesmas propriedades: a) o
determinante da matriz identidade 3 x 3 tem o valor 1; b) quando duas colunas
adjacentes sao iguais, o determinante da matriz é nulo; ¢) e d) o determinante é

uma aplicagao linear numa coluna quando fixamos as outras colunas.

Exercicios propostos 13.1.1

O

1. Calcule os determinantes das matrizes com entradas complexas.

S i 0 2 1 3 4
a)N—{4 1]. byN=| -1 3 1 coN=|1 -1 0
it 2 0 1 -2 -1
2. Calcule os determinates das matrizes com entradas em R[¢].
1 00
3gt—1 t-1
“)N_[ t+1 t—l]' by N = i 1 (1)
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13.2 Definicao

Recordamos que dada uma matriz N = [a;;] € M(n,K) estamos indicando por
N7 a j-ésima matriz coluna de N. Ao escrevermos N = (N LN2 ..,N ”) ficard
subentendido a identificagao de N com um elemento do produto direto

M(nx1,K)x M(nx1,K)x---x M(n x 1,K),

n vezes

via o isomorfismo linear natural existente entre o espaco M (n,K) e esse produto
direto. Quando for conveniente trocaremos de notacao sem mais explicagoes.

Definicao 13.2.1 Diz-se que uma aplica¢ao D : M (n,K) — K € um determinante
se possuir as sequintes propriedades:

1. D(I,) =1;

2. D(N,...,NJ NI+t N™) =0 se N/ = NIt para algum j.

3. D(N',..,NJ +AP,...,N") =D(N', ..., NJ=t NJ NI+L . N™)+
. AD(N,...,N/=L P NI*tL N7,
para qualquer matriz coluna P € M(n x 1,K) e qualquer A € K.

Posteriormente demonstraremos que para cada espago M (n,K) existe uma unica
aplicacao satisfazendo essas trés condigoes. Antes vejamos algumas propriedades
conhecidadas sobre o cédlculo de determinantes que sao consequéncias da defini¢ao.

Proposigao 13.2.1 Suponha que exista uma aplicagio D : M(n,K) — K seja um
determinante. Seja N € M(n,K). Entao valem as afirmagoes.

1. Se uma coluna de N € nula entdo D(N) = 0.

2. O determinante troca de sinal quando duas colunas adjacentes sao permu-
tadas.

3. Quando duas colunas de N sao iguais, o seu determinante € nulo.

4. Se P é uma matriz obtida somando-se a uma coluna de N uma combinacdo
linear de outras colunas, entdo D(P) = D(N).

5. Se uma coluna de N € uma combinacdo linear de outras colunas entao

D(N) = 0.
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Demonstracao 1. Suponha que N = (N, ..., N7~ [0], N7+1 .. N™). Seguem
da definic— ao as igualdades,

D(N) =D(N', ..., NI=L[0] + [0], N9TL, ., N™) = 2D(N).
De onde obtemos que D(NN) = 0.

2. Observamos que D(N!, .., N/ + N/t NI 4 NI+ N™) = 0 pois duas
colunas sdo iguais. Ao desenvolvermos esse determinante obtemos apenas duas
parcelas, quais sejam

0=D(N', ..., NI Nt N+ D(N' .. NIFTLNI . N"),
demonstrando a afirmacao 2.

3. Suponha que as as colunas N7' e N72 da matriz N sdo iguais. Com uma
sequéncia de transposicdao de colunas é possivel colocar essas duas colunas iguais
em posicoes adjacentes. Pelo item anterior, o determinante da matriz P obtida

no final das transposicoes difere do determinante de N possivelmente por sinal.
Como D(P) =0, entdao D(N) = 0.

4. Fixemos a coluna N7 da matriz N = (NI,NQ,...,N”) e escolhamos r
escalares a;,,aj,,...,aj, € K indexados por inteiros satisfazendo as condigoes 1 <
js < n e js # jo. Consideremos a matriz

pP= (Nl, ey NIOTL NI S gy NJs NJOFL ...,N") .
Avaliando-se o determinante de P, levando-se em consideragao a propriedade d3,
temos que

D(P)=D(N)+ > _;a; DN, ..., Nio=t Nis N+l N™),

Examinemos as parcelas do somatoério. Como a matriz coluna N7s em cada parcela
¢é igual a uma outra matriz coluna, pelo item anterior, concluimos que o determi-
nante de cada parcela é nulo, portanto D(P) = D(N).

5. Vamos assumir que a coluna N7 da matriz N = (Nl,NQ, ...,N”) é uma
combinacao linear de outras colunas. Para anular a coluna N7 basta somar uma
combinacao linear conveniente das outras colunas, obtendo uma matriz na forma
P= (Nl, o, [0] 5y N"). Por itens anteriores segue que D(N) = D(P) = 0. O

Exercicios propostos 13.2.1

1. Justifique o valor zero para o determinante das matrizes.

13 1 2 1 3 10 2
aN=| 20 2|. B)N=|-1 3 2|. N=| 3 0 1
-1 2 -1 1 3 4 -1 0 2



206 CAPITULO 13. DETERMINANTES

13.3 Existéncia

Para construir um determinante det : M(n,K) — K necessitaremos de algumas
notagdes. Denotaremos por N a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de N = [a;;] €
M (n,K) por supressao da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Chamaremos ij de
1j-ésima matriz reduzida de N. Recordando a definigao de determinante de uma
matriz N = [a;;] € M(3,K), é possivel reescrever aquela férmula utilizando-se as
matrizes reduzidas,

ail aiz2 ais
det | ag1 a9 asg | = aqpdet Nﬁ — ajg det Nﬁ + a1z det Nﬁ.
asy as2 ass

Proposicao 13.3.1 Para cada inteiro n > 0 existe um determinente no espaco
das matrizes n X n.

Demonstragao Como foi comentado anteriormente a demonstracao da existéncia
de um determinante para cada inteiro positivo n é indutiva. J& sabemos que
existem determinantes em M (1,K), M (2,K) e M (3,K). Vamos supor por indugao
que ja tenhamos mostrado a existéncia de um determinante em cada espago vetorial
M(r,K), 1 < r < n — 1 Defina uma aplicagao det : M(n,K) — K pela regra
conhecida como desenvolvimento de Laplace pela primeira linha,

det [N] = (—=1)""ta1; det Ny + (—1)'2arp det Ny + - - - + (—1)'T"a1, det N,

Mostremos que esta aplicacao é um determinante.

1. Se I, = [d;] é a matriz identidade n x n, é evidente que Iy é a matriz
identidade (n — 1) x (n — 1). Portanto,
detI, = (—1)""¢1det I + (—1)"* 2012 det Iy + -+ - + (—1) "0y, det I
= det I
= detl,,—1.

Logo, det I,, = 1, desde que por hipdtese de inducao temos que det I,,_; = 1.

2. Suponha que as coluna N7 e N/0F! da matriz N = [a;;] € M (n,K) sejam
iguais. Sendo assim, se K # jy as 1k-ésimas matrizes reduzidas de N possuem
duas colunas iguais, implicando por hipétese de inducao que

det N = (=1)"*lay;det Ny + (—1)'"" a1 det N + -+ + (—=1)""ay,, det N,
= (—1)1+30a1j0 det Nﬁ) + (—1)1+]0+1a1j0+1 det Nl]o/rl

A igualdades entre as colunas N7° e N7+ implica na igualdade entre as entradas

aij, € a1j,+1 € na igualdade das matrizes reduzidas Nl% e Nljo/+\1' Examinado-se

os expoentes (—1)1+70 e (—1)1*Jo+L na Wltima equacdo concluimos que det N = 0.
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3. Mostremos a multilinearidade da aplicagao det : M (n,K) — K. Dados um
escalar A € K, uma matriz N = [a;;] € M(n,K) e a matriz coluna P70 = [b;;] €
M (n x 1,K), calculemos o determinante de

Q = [ci) = (N, ..., N 4 \Pio . N").

Para isto, identifiquemos as parcelas das matrizes reduzidas de ) utilizando a

notacao P = ([0], ..., 0], P70, [0], ..., [0]). Sendo assim, temos as matrizes
Qﬁ = Nﬁ + )‘Pﬁ se k 75 jo,

A hipétese de inducao sobre a multilinearidade do determinante para matrizes
(n —1) x (n— 1) justifica as igualdades
n

detQ = Z(—l)chlk det Q7

k=1
k#jo '
= > (D" Faypdet (N + APg) ¢ + (1) (a1, + Abyj, ) det Ng,
k=1,n
= {Z(—1)1+ka1k det Nﬁ} + Adet (N, ..., PP, N"™)
k=1

= det N + Adet (N, ..., P70, . N"),

como queriamos demonstrar. O

Exercicios propostos 13.3.1

1. Calcule o determinante das matrizes.
1 0 0 -1

2 1 -1 0
ON=1g 9 o 4] b)N—[

1 0 2 0
2. Mostre a identidade

1
det | 1
1

13.4 Unicidade

SRS
IS PSR
)

Para mostrar a unicidade do determinante nas matrizes quadradas n x n utilizare-
mos o grupo das permutacoes de um conjunto com n elementos. Caso o leitor
deseje rever as propriedades deste grupo indicamos o Apéndice no final do texto.
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Proposicao 13.4.1 Um determinante D : M(n,K) — K pode ser descrito por
D(Nl, NQ, ceey Nn) = Z Sin(a)ao(lmao@m...ag(n),m

em que N = [ai;], 0 somatdrio € feito sobre todas as permutacoes o dos inteiros
{1,2,...,n} e sin(o) € o sinal da permutacao. Essa expressao sé depende das
propriedades listadas na Definicdo de determinante. Em consequéncia, existe um,
e somente um, determinante definido em cada espago M (n,K).

Demonstragao Fixemos a seguinte notacao matricial,

0
El =] 1 | « {i-ésima linha.
0
Note que as colunas da matriz N sao combinagoes lineares dessas matrizes,

N' = anE' +anE?+ - +anE",
N2 = CL12E1 + CL22E2 + -+ aan”,

N" = a,E'+ as,E*+ -+ ap, E™.

Utilizando as propriedades listadas na definicdo de determinante, o valor de D(N)
pode ser escrito como

D(va N2a Sx) Nn) = Z D (aa(l),lEU(1)7 aa(2),2E0(2)7 Sx) aa(n),nEo(n))
= Z aa(1)71a0(2)72...aa(n)ynD (Ea(l), EU(Z), ceny Eg(n))

Como a matriz £ = (E"(l), E°®) E"(”)) ¢é obtida da matriz identidade, I,, =
(El, E? .., E”), por uma sequéncia de transposicoes de duas colunas adjacentes e
cada transposicao de duas colunas adjacentes troca apenas o sinal do determinate
mas nao o seu valor absoluto, no final do processo se tivermos realizado k(o)
transposicoes teremos o valor

D(EU(U,E"(2),...,E"(”)> = (~1)*OD (B E? ... E")
= (=D)*9)D(1,)

= sin(o).

)
)

Logo, um determinante D : M (n,K) — K é descrito pela expressao
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D(Nl, N2, ceey Nn) = ZU Sin(U)aU(l)’laU(z),Q...ao-(n)’n.
Como essa expressao s6 depende das propiedades de determinante, fica estabelecida
a unicidade, pois a existéncia ja foi exibida na secao anterior. O

Exercicios propostos 13.4.1

1. Demonstre utilizando indugao sobre n que o determinante de uma matriz triangular
superiormente é o produto das entradas da diagonal.
2. Defina indutivamente a aplicacao det : M (n,K) — K por
det [N] = (=1)"*1a;det Ny + (—1)2a;0det Ny, + - - + (= 1) a;,det N, .
(desenvolvimento de Laplace pela i-ésima linha). Prove que essa aplicagdo é um

determinante e conclua que det N = detN.

3. Uma aplicagdo A : M(n,K) — K é chamada de n-linear alternada se possue as
propriedades,
la.1 A(N?,...,NI NI*t1 . N")=0,se N = Ni*! para algum j.

la.2 A(NY,...,N7 + AP ..., N") = AN, .., NI NI NI+t1 _ N7)
. +FAA(NY, . NIZL P NI N,
para qualquer matriz coluna P € M (n x 1,K) e qualquer A € K.

Mostre que A(N) = A(I,,) det(N).

13.5 Propriedades

Veremos agora algumas propriedades sobre determinantes que sao muito conheci-
das. Iniciaremos mostrando que o determinante da transposta de uma matriz
N = [ai;] € M(n,K) é igual ao determinante de N.

Proposicao 13.5.1 Vale a igualdade det N = det N*.

Demonstracao Como sabemos, o determinante da matriz N = [a;;] é calculado
pela somatorio

det N = Z Sin(a)ag(1)71aa(2m...ag(n),n,
g
somatério é feito sobre todas as permutacoes do conjunto {1,2,....,n}. Se o' é a
permutacio inversa de o e o(i) = j entdo a,(;); = a Portanto, valem as
igualdades dos produtos

]70._1(]).

A5(1),1%5(2),2+--Ao(n),;n = A1,6-1(1)02,6-1(2)*-An,c—1(n)"
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Desde que o sinal de uma permutacao é igual ao sinal de sua permutacao inversa
podemos escrever

det N = Z Sin(a_l)alﬁq(1)a270_1(2) ce-lpy =1 (n)
1

= Zsin(a)al,ga)az,a@)--‘an,o(n)
= det Nt,

como desejavamos provar. a

O 7determinante do produto é o produto dos determinantes”. Sejam N, P €
M (n,K).

Proposicao 13.5.2 det NP = det N det P.

Demonstracao Utilizaremos as notagdes N = [a;;], P = [bjj] e Q@ = NP = [¢;;]. A
j—ésima matriz coluna da matriz produto ¢) é uma combinacao linear das colunas
de N cujos coeficientes sao as entradas de P, mais precisamente

Q' =biiN' + byiN? + - + b, N"™.

Avaliemos o determinante do produto levando em consideragdo essa combinagao
linear,

det NP = det (Q%, Q% ..., Q")

det (zn: b NF, ... zn: b;me>
k=1

k=1

= Z det <bg(1)’1N0(1), b0(2)72N0(2)7 ey ba(n)’nNU(n)>

= Do abo@) om0 det (N"(l), N Na(n)) _

A matriz N = (N°W No@) _ No(M) ¢ obtida da matriz N = (N!, N2, ..., N")
por uma sequéncia de transposicoes de duas colunas adjacentes. Como cada trans-
posicao de duas colunas adjacentes troca o sinal do determinante, no final do
processo se tivermos realizado k(o) transposigoes obteremos o resultado

det (N°W No@)  No(M)) = (~1)k) det (N1, N2,...,N").

k(o)

Finalmente, como sin(o) = (—1)*?), obtemos

det NP =3 by(1)1b5(2)2--bo(n)n det (N1, N2, ..., N") = det N det P. O
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Exercicios propostos 13.5.1

1. Mostre que o determinante de uma matriz 3 x 3, N = [a;;], tem a forma:
det N = a11a22a33 + a21a32a13 + A12a23a31 — A13021a32 — Q12023031 — A13022031 -

2. Demonstre as seguintes afirmagoes sobre uma matriz N € M (n, K).

a) Se duas linhas de N sao iguais entao det N = 0.

b) Se P é obtida de N adicionando-se a uma linha de N uma combinagéapo linear
de outras linhas entao det P = det V.

3. Demonstre que o determinante de uma matriz N = [a;;] € M(n,K) também pode
ser calculado com o desenvolvimento de Laplace pela j-ésima coluna,

det [N] = (=1)"*/ay; det Ny, + (=1)**az; det Ng; + -+ + (=1)"H ay; det N.

4. Sejam K um corpo e A : K" — K" um operador linear. Se {v1,vg,...,v,} é uma
colegao de n vetores em K™ demonstre a férmula a seguir, em que § é uma base
ordenada de K",

det ([A(v1)]g, [A(v2)]g, -, [A(v2)]5) = det[A]g ([v1]g, [v2]gs -y [02] 6) -

13.6 Adjunta classica

Apresentaremos um algoritmo envolvendo as ij-ésimas matrizes reduzidas de uma
matriz N = [a;5] € M (n,K) cuja consequéncia é uma férmula que explicita quando
uma matriz quadrada com entradas num anel K admite uma inversa e deixa claro
como devemos construir a inversa de uma matriz, caso exista.

O ij-ésimo cofator da matriz N = [a;;] é o elemento de K definido como
Cij = (—1)i+j det ij,
e a adjunta cldssica de N é a matriz transposta da matriz dos cofatores,

adj(N) = [ey]".

Exemplo 13.6.1 Calculemos a adjunta cldssica da matriz N com entradas em

R[t],
1 ¢t 0
N=1|t—-1 t* t+1
-1 0 2

Para isso, calculemos os cofatores e formemos a matriz

det N3 —det Ng; detNﬁ 22 2t 2+t
adj(N) = | —det Nz  detNg; —detNg | = | 1-3t 2 —t—-1 .0

2
det Nﬁ —det N@ det Ngg —t t t
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Exercicio 13.6.1 Verifique que adj(N') = adj(N)!. (Mostre Ng; = N]%) 0

A proposicdo a seguir descreve relagoes matriciais envolvendo uma matriz, sua
adjunta cléssica e seu determinante, com varias e importantes conseqiiéncias.

Proposigao 13.6.1 adj(N)N = (det N)I,, = Nadj(N).

Demonstracao Escrevamos a jk-ésima entrada do produto adj(N)N = [d;;] onde
N =[ai;] e adj(N) = [cﬁj],
djrp, = C§~1G1k + c?zagk 4+ 4 cznank.
= (—1)1+ja1k01' + (—1)2+ja2k02- —+ -+ (—1)"+ja kCni
A J e e
(=)' awNg; + (=1)*PagNg; + - + (=1)"Hap N

Dai concluimos que se k = j, temos o valor dj; = det N pois a ultima linha ¢é o
desenvolvimento de Laplace do determinante de N pela j-ésima coluna.

Denote por P = [b;;] a matriz obtida de N substituindo a coluna N7 pela
coluna N*, para jo # k. Sendo assim valem as igualdades det P =0 e PZ.]A.0 = Nz‘?o'
Calculemos o determinante de P com o desenvolvimento pela jo—ésima coluna,

0 = detP
= (=1)" by, det P, + (—1)*0byj, det Py 4 -+ + (=1)" by, det P
= (=1)"oqy; det N + (—=1)%T0ayy, det Ny 4+ (—1)""0q,,;, det N~
= (D) Pargerj + (=1)Pagcaj, + -+ (1) H0anken,

t t t
Cjg101k + Cjoolok + + + + Cjo Onk

= djok,
mostrando que o produto da adjunta cldssica de N com N é da forma
det N
adj(N)N = = (det N)I,.
det N
Para finalizar, utilizaremos a identidade adj(N?) = adj(N)?,
Nadj(N) = (adj(N)!NY)t = (adj(NY)N')! = ((det N*)I,,)t = (det N)I,. O

Corolario 13.6.1 Assuma que K é um corpo. Uma matriz N € M(n,K) € in-
vertivel < det N # 0. Mais ainda, se N ¢é invertivel entdo

1
N~l= TN e detN~" = (det N)~".
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Exercicios propostos 13.6.1

1. Se ad — bc # 0 mostre que

N:[i 2} é invertivel e N_lzadl—bc{—ccl _2}.
2. Calcule a inversa, se existir, da matriz N com entradas reais.
11 2 10 3 1 -1 3
a)N:[lQ]. b)N=[0 1 3|. ¢oN=|4 2 3
0 0 2 5 1 6
3. Calcule det N, adj(N) e N~} 4. Dada a matriz por blocos abaixo, onde P
quando e R sao matrizes quadradas, demonstre
2 05 que det N = (det P) (det R).
N = 1 2 1. N — P Q
-3 1 3 0] R

3. Prove que o determinante é invariante por conjugacao de matrizes.

4. Sejam u = (ay,as,a3),v = (by,b2,b3), w = (c1,c2,c3) € R3. Demonstre que 8 =
{u,v,w} é linearmente dependente < o determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas
sao os vetores u, v e w € igual a zero.

5. Enuncie e demonstre um resultado equivalente para n vetores em R™.

6. Mostre que adj(PQ) = adj(Q)adj(P) para quaisquer matrizes quadradas P e Q.

13.7 Regra de Cramer

Coloquemos o seguinte problema: determinar n escalares x1, x2, ..., £, €m um corpo
K satisfazendo as condigoes,

a1171 + ajpTs + - + a1pTy = by

a1 + agxs + - - - + a2,y = by

Am1T1 + AmaT2 + - -+ + GppTy = by,

onde os coeficientes a;; e os valores b; sao escalares conhecidos. Uma expressao
como esta é chamada de sistema linear com m equagoes e n incdgnitas. Existe
uma apresentagao matricial muito comoda para um sistema linear, a saber,

aiy  aiz ... Gy Ty b1
a1 ago aon xT9 . bg
Aml Am2 .- Gmn Tn, bm

Em resumo, escrevemos NX = P. Dessa apresentacao matricial de sistemas obte-
mos uma outra mais apropriada para os nossos objetivos,
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an a2 a1p b1

as1 a22 az by
I R IS S % I I B I

am1 Am?2 Amn bm

ou mais compactamente, 1 N' + 2oN? 4+ --- + 2, N" = P.

No que segue, iremos nos restringir ao estudo de um sistema linear de n
equagoes com 7 incégnitas. Neste caso, a matriz N é uma matriz quadrada n x n,
possibilitando utilizar a Teoria de determinantes a fim encontrar os valores das
incognitas, através de um método chamado de Regra de Cramer. Para isso, cal-
culemos o determinante da matriz obtida por substituicao da ¢g-ésima coluna de
N pela matriz coluna P,

det (N', .., N1 PNt N") = det [ N', .., N~y g, N/, Nott  N"
J

= ) ajdet (N, N1 N/ NotL N
J

Quando j # ig o valor do determinante det (Nl,...,NiO*I,Nj,NZ'OH,...,N”) é
nulo pois duas colunas sao iguais. Por outro lado, quando j = iy temos a igualdade,
det (N, ..., No=t NJ Niotl  N™) = det N.

Retornando com estes dados obtemos
det (N, ..., No=t P Niotl  N") = z;, det N.

Os comentarios acima mostram a Regra de Cramer, registrada na seguinte
proposicao.

Proposicao 13.7.1 Suponha que NX = P é um sitema linear n X n no corpo K.
Se det N # 0 entdo

det Q .
P = Jet o para 1=1,2,...,n,

X

em que @Q € a matriz obtida pela substituicdo da i-ésima coluna de N pela matriz
coluna P.

Exercicio 13.7.1 Resolva os seguintes sistemas em R.
20 +2y+2=5 20 —6y —2=10
a) § 6bz—y+2z=1 . b) ¢ dx+5y+32=11 . O
2z — 4y =0 3r+4y+22=0
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