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Capitulo 1

Preliminares (Exercicios)

NoTA. Esta lista de exercicios tem como objetivo recordar fatos elementares que sao necessa-
rios conhecer e serao assumidos. As solugoes desses exercicios podem ser obtidas facilmente
lendo as Segdes 0.1 a 0.5 do Capitulo 0 de [2].

1.1 Teoria de Conjuntos
1. Se {E, : n € N} é uma familia enumeravel de conjuntos definimos
limsup £, := Np2, U2, B, e liminf B, = U2, Mo, B,
Mostre que

limsup F,, = {z : x € E,, para um numero infinito de indices n} e
liminf E,, = {z : « € E,, exceto para um numero finito de indices n}.

2. Mostre que, se A é um conjunto e {E, : « € A} é uma familia de conjuntos indexada
em A, entao
(UaeAEa)c — ﬂaeAEg (§] (maeAEa)c — UQ’GAE(CX

3. Sejam X,Y conjuntos e X X Y o seu produto cartesiano. Defina:

(a) Uma relagdo de X em Y

(b) Relagao de equivaléncia e classes de equivaléncia

(c¢) Relac@o de ordem parcial
)

(d) Fungao
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4. Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma fungao. Se D C X e E C Y definimos

f(D) :={f(z):z €D}
[UE) ={ze X : f(x) e E}.

Se P(X) e P(Y) denotam o conjunto das partes de X e Y respectivamente, mostre
que

(a) [ (UaeaBo) = Uaeaf H(Ea), [ (NacaFa) = Nacaf ™' (E,) para qualquer cole-
¢a0 {Eataca CPY) e fFHEY) = (f1(E)* e ECY.
(b) f(UgepDg) = Ugenf(Dg), para qualquer colegdo {Ds}sep C P(X).
(c) Nao é verdade que f(NgepDs) = Ngenf(Dg) ou que f(D) = f(D)° para qualquer
colegdo {Dg}pep C P(X)e D C X.
5. Se {X4}aea é uma familia de conjuntos o seu produto cartesiano é definido por

HoeaXo = {f: A= UpeaX, : fa) € X, Va € A}

Se todos os X, sdo iguais a um conjunto fixo Y denotamos I,c4 X, por Y4. Reflita
sobre as seguintes afirmativas
(a) Se A e Y sdo nao vazios entao Y4 # ().

(b) Se A# D e X, #0, Va € A entao Iyea X, # 0.

1.2 Relacoes de Ordem

1. Defina relacao de ordem parcial e total e mostre que se E' é um conjunto qualquer entao
P(E) é parcialmente ordenado pela inclusdo. Mostre que P(E) somente é totalmente
ordenado pela inclusao se E é vazio ou unitario.

2. Se X é parcialmente ordenado por < um elemento maximal de X é um elemento z € X
tal que o tnico y € X tal que x <y é o proprio x. Defina:
(a) elemento minimal
(b) limitante superior e inferior para um conjunto £ C X.
Mostre que:
(a) elementos maximais de X, caso existam, nao sdo necessariamente tinicos. Dé um
exemplo onde elementos maximais nao existam.
(b) Um subconjunto E de X nao precisa ter limitande superior ou inferior.

(¢) Um elemento maximal de E nao precisa ser um limitante superior de £ a menos
que E seja totalmente ordenado.
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3. Se X ¢é totalmente ordenado por < e todo subconjunto nao vazio E de X possui um
elemento (necessariamente tinico) minimal entao dizemos que X é bem ordenado por
< e < é chamada uma boa ordem. Dé exemplos de conjuntos bem ordenados e ordens
que nao sao boa ordem.

4. O Principio Maximal de Hausdorft diz que

e “Todo conjunto parcialmente ordenado tem um subconjunto totalmente ordenado
maximal.”

e o Lemma de Zorn diz que

e “Se X ¢ parcialmete ordenado e todo subconjunto totalmente ordenado de X tem
um limitante superior, entao X tem um elemento maximal.”

Mostre que o Principio Maximal de Hausdorff e o Lema de Zorn sao equivalentes.
5. Usando o Lema de Zorn, mostre o Principio da Boa Ordenagao (Teorema de Zermello)
e “Todo conjunto nao vazio X possui uma boa ordem.”

6. Se {Xa}aca é uma cole¢ao nao vazia de conjuntos nao vazios o Axioma da Escolha diz
que IT,ea X, # (0. Mostre o axioma da escolha a partir do Teorema de Zermello.

1.3 Cardinalidade

Se X e Y sao conjuntos nao vazios dizemos que

card(X) < card(Y), se existe f : X — Y injetora
card(X) > card(Y), se existe f : X — Y sobrejetora
card(X) = card(Y), se existe f : X — Y bijetora

ainda

card(X) < card(Y),se 3 f : X — Y injetorae 3 f: X — Y bijetora
card(X) > card(Y), se 3 f : X — Y sobrejetorae A f: X — Y bijetora

e declaramos
card(0) < card(X) e card(X) > card(()

para todo X # ().
1. Mostre que card(X)< card(Y) se e somente se card(Y)> card(X).

2. Se X e Y sdo conjuntos quaisquer mostre que ou card(X)< card(Y) ou card(Y)<
card(X).
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3. Mostre o Teorema de Schroder-Bernstein

e “Se card(X)< card(Y)ecard(Y)< card(X) entao card(X)= card(Y).
4. Mostre que card(X) < card(P(X)).
5. Mostre que:

(a) Defina conjunto enumeravel
(b) Se X e Y sado enumeraveis entao X x Y é enumeravel.

(c) Se A é enumeravel e X, é enumeravel para cada a € A entdo UseaX, é enu-

meravel.
(d) Se X é enumerével e infinito entao card(X)=card(N).
(e) Z e QQ sdo enumeraveis
(

f) card(P(N)) = card(R)=c
(g) Se card(X)> c entdo X nao é enumerdvel
(h

)
)
)
) (X)=

) Se card(X)< c e card(Y)< c entao card(X x Y)< ¢

(i) Se card(A)< c e card(X,)< ¢V a € A, entdo card(UpecaXa)< €

6. Prove o Principio da Inducao Transfinita

7. Mostre que existe um conjunto nao enumeravel 2 com I, = {y € Q : y < x} enumerdvel
V x € Q). Mostre que se I C 2 é enumeravel entao, I tem um limitante superior.

1.4 O Conjunto dos Numeros Reais Estendido

Recorde que se {z,} é um sequéncia de nimeros reais estendidos e f : R — R~ entao, em
R~ existem os limites

lim sup z,, : 1nf {sup T}
n—00 Zt n>k

liminf z, = Sup{lnf Tn}
n—00 k>1 n2k

limsup f(x) := inf { sup f(m)}

z—a 6>0 0<|z—al<é

liminf f(z) := sup{ inf f(x)}

T—a 5>0 |0<|z—al<d
1. Se X é um conjunto arbitrario e f : X — [0, oo] definimos
Zf(x) = sup{z f(z): F C X, F finito}.
zeX el

Mostre que se A = {z € X : f(x) > 0} nao é enumerdvel entao »_ _, f(z) = oo.

2. Mostre que todo subconjunto aberto de R é uniao enumeravel de abertos disjuntos.



Capitulo 2

Espacos Métricos

Primeira Aula (100 minutos) |

2.1 Definicoes e Propriedades Elementares

Seja X um conjunto. Uma fungao p: X x X — [0, 00) satisfazendo
o plr,y) =0 z=y,
e p(x,y) = p(y,x), para todo x,y € X,
o p(z,2) < plx,y)+ ply, 2), para todo z,y,z € X.

é chamada uma métrica em X. Um espaco métrico consiste de um conjunto X e uma métrica
p em X. Escreveremos (X, p) para indicar o espago métrico consistindo do conjunto X e da
métrica p.

Exemplos:

e Se X é um conjunto nao vazio qualquer definimos p : X x X — [0, 00) por

1, sex
p(w,y)Z{o 7

se x =Y.
A funcdo p é uma métrica chamada métrica discreta e (X, p) é um espago métrico.

e Se (R, p,), com py(z,y) :== ||z —y|l,, x,y € R", e

1
1€llp = (Z\&!”) , £ER" 1<p<oo,
=1

€]l = sup{|&| : 1 <@ <mn}, €R"

Entao (R", p,) é um espago métrico, 1 < p < 0.

9
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e Seja
t, = {z ={x,} € RNou C"): Z|xn|p <o}, 1<p<oo, e
n=1
loo = {z = {x,} € RN(ou C") : sup{|z,| : » € N} < oo}.
Em /¢, definimos
. 1
=], = (Z \:Un\p> , se 1 <p<ooe|z|o=sup{|z,|:n €N}
n=1
Se pp : £, x £, — [0,00) é definida por p,(z,y) = ||z —yl,, 1 <p < oo, entdo (¢,, p,) é
um espago métrico.
e Cla,b] com a métrica da convergéncia uniforme p(z,y) = ||z — Y||co, =,y € Cla,b], e

I€]|lco = sup{|&(2)] : t € [a,b]} para todo & € Cla,b].

Se (X, p) é um espago métrico temos que:

e B.(x) :={y e X :p(x,y) <r},ze€ X, r>0échamado bola aberta de centro em z e
raio 7.

e Um conjunto F C X é dito aberto em (X, p) se para cada x € E existe r, > 0 tal que
B, (z) C E.

e Um conjunto F' C X ¢é dito fechado em (X, p) se F° (complementar de F') é aberto em
(X, p).

E facil provar que

e A uniao (interse¢ao) qualquer de conjuntos abertos (fechados) em (X, p) é um conjunto
aberto (fechado) em (X, p).

e A intersegdo (unido) finita de conjuntos abertos (fechados) em (X, p) é um conjunto
aberto (fechado) em (X, p).

Definimos entao

e O interior E° de um conjunto £ C X ¢é a unido de todos os abertos de (X, p) contidos
em E.

e O fecho E~ de um conjunto E C X ¢é a intersecao de todos os fechados de (X, p)
contendo E. E claro que E é fechado se e somente se £ = E~.

e Um conjunto £ C X é dito denso em X se E~ = X e nunca denso se E° = ().
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e Uma seqiiéncia {z,,} em (X, p) converge para = € X se p(z,,2) — 0 quando n — 0.

Proposicao 2.1.1. Se E C X temos que, x € E~ se e somente se qualquer bola aberta
centrada em x intersepta E se e somente se eziste uma seqiiéncia {x,} de elementos de E
que converge para .

Prova: Se existe r > 0 tal que B,(z) C E° entdao x € E® e como E* ¢ fechado e contém
E temos que x ¢ E~. Segue que, se © € E~, entdao B.(x) N E # 0. Se B.(x) N E # ()
para todo r > 0 entdo, ou z € F e podemos tomar x, = x para todon € N, ouxz ¢ E e
tomamos x,, € By, (z) N E, x, # x, em ambos os casos {z,} converge para x. Se existe
uma seqliéncia {x,} de elementos de E que converge para x e x ¢ E~ entao existe r > 0 tal
que B.(x) C E~¢ e portanto =, € E~° para n suficientemente grande o que é um absurdo.
Segue que x € E~. 0

Se (X1, p1), (X2, p2) sdo espagos métricos, uma fungao f : X; — X, é continua em = € X;
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que po(f(y), f(x)) < € sempre que p;(y,z) < §. Dito de
outra forma f é continua em z € X; se, dado € > 0 existe § > 0 tal que f~1(B.(f(x))) D
Bs(x). Diremos simplesmente que f é continua quando f é continua para todo z € X; e
uniformemente continua se a escolha de § depende somente de € e nao de z € Xj.

Proposicao 2.1.2. Sejam (X1, p1), (X, p2) espagos métricos. Uma fungao f: X7 — Xo €
continua se e somente se imagem inversa f~1(U) de qualquer conjunto aberto U de (X3, p2)
¢ um conjunto aberto de (X1, p1).

Prova: Se f é continua, U é um aberto de X5, y € f~1(U) e ¢ > 0 é tal que B.(f(y)) C U
existe d > 0 tal que f~'(B.(f(y)) D Bs(y). Logo y ¢ interior a f~'(U). Isto mostra que
f~HU) é aberto. Por outro lado, se f~!(U) é aberto em (X7, p1) sempre que U é aberto em
(Xo,02), * € X1 e € >0, temos que f~1(B.(f(x))) é aberto e contém z. Segue que existe
§ > 0 tal que Bs(z) C f~(B.(f(z))) e f é continua em z. Logo f é continua para todo
r € X. OJ

2.2 Espacos Métricos Completos

Seja (X, p) um espago métrico. Uma seqiiéncia {x,} € XN ¢ dita uma seqiiéncia de Cauchy
se p(Zp, Trm) — 0 quando m,n — oo. Um conjunto £ C X é dito completo se toda seqiiéncia
de Cauchy em E é convergente e seu limite pertence a F

Exemplos:
e (X, p) onde X é um conjunto nao vazio e p é a métrica discreta em X.
e Em (R", [ -||,), R™ é completo enquanto que Q™ nao é completo.

e X =(0,1) com a métrica usual nao ¢ completo.
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e A proposigao a seguir mostra que X = [0, 1] com a métrica usual é completo.
e (a,b] com a métrica da convergéncia uniforme é completo.
o /,, 1 <p<o0,éum espaco métrico completo.

Mostramos apenas que ¢,, 1 < p < oo, é completo deixamos a verificacao dos demais
fatos como exercicio.
Se {z"} é uma seqiiéncia de Cauchy em ¢, dado € > 0 existe N € N tal que

o0
E |z} — ' |P < €', Vm,n > N.
i=1

Segue que {z'}>2, é uma seqiiéncia de Cauchy em R ou C e portanto convergente. Seja
x; = lim,,_ o 2. A seqliéncia z = {x;} é o candidato a limite da seqiiéncia {z"}. Mostremos
que isto de fato ocorre. Se n > N e k € N, temos que

’ v K v k v
(Zw) S(lei—x?l”> +(Z|x?|ﬁ) < e+ [|a"l,.
=1 =1 =1

Isto nos permite concluir que = {z;} € £,. Além disso, como para cada k € Nen > N

K ’
(Z |z; — x?|p> <e
i=1
temos que ||2™ — ||, < € para todo n > N. Segue que 2™ — x em /,,.

Proposicao 2.2.1. Um subconjunto fechado de um espaco métrico completo é completo e
um subconjunto completo de um espaco métrico qualquer € fechado.

Proof: Se (X, p) é um espago métrico completo, E C X é fechado e {z,} é uma seqiiéncia
de Cauchy em E temos que {z,} é convergente para algum = € X. Pela Proposigao 2.1.1
segue que x € F e F é completo.

Se por outro lado E é um subconjunto completo de um espago métrico qualquer (X, p) e
x € E~ temos pela Proposigao 2.1.1] que existe uma seqiiéncia {x, } em E que converge para
x. Segue do fato que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy que x € E. Isto mostra que
E ¢ fechado. O

2.3 Contracoes e Aplicagoes

Seja (X, p) um espago métrico completo. Uma aplicagdo 7' : X — X é chamada uma
contragao em X se existe k, 0 < k < 1, tal que

p(Tz, Ty) < kp(z,y), Yo,y e X.
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Teorema 2.3.1 (Principio da Contragao de Banach). Se X é um espaco métrico com-
pleto e T' é uma contracao em X entao T tem um tunico ponto fizo.

Prova: Vamos primeiramente provar que 7' tem no méximo um ponto fixo. Se = e y sao
pontos fixos de T', temos que

p(x>y) = p(Tx,Ty) < /Qp($,y)

e portanto x = y.
Vamos agora mostrar a existéncia. Seja x € X e considere a drbita de x

{2, Tz, Tz, - }.
Mostremos que {T"z} é uma seqiiéncia de Cauchy. De fato:

p(T" Py, Thx) < kp(Tm Pty T ) <. < K"(TPx,7)
"p(T7z, TP ) + - + p(T', o)
Pﬁ (T:v )+ -+ p(Tx, )]

K
K
K
KMKP 4+ 1],0(Tx,x) < %p(Tx,x)

VAN VAR VAN VAN

e como Kk < 1 temos que {T™z} é uma seqiiéncia de Cauchy e portanto convergente para
algum xy € X. Mostremos que zy ¢ um ponto fixo de T'. De fato:

Txy =T lim T"z = lim Tz = x,.

n—oo n—oo

U
Primeira Aula (100 minutos) 7
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Segunda Aula (100 minutos) |
Seja D C R™! um aberto conexo e f : D — R™ tal que
|f(t,[[‘1) — f(t,$2)| < M|ZE1 — ZL'2|7 V(t7$1) S D, 1= 1,2

Assuma ainda que f é continua.
Considere a equacao diferencial

T = f(t,x). (2.1)

Se (to, z9) € D, uma solucao local de (2.1) passando por (tg, o) é uma func¢ao continuamente
diferencidvel ¢ definida em um intervalo I, contendo t, em seu interior, tal que ¢(ty) = o,
(t.o(t) € D, Yt € T e (1) = f(t, p(t)), Yt € I

Teorema 2.3.2 (Picard). Se f é como acima, para cada (ty, xo) € D, a equagio diferencial
(2.1) possui uma unica solugdo local por (to, o).

Prova: E fdcil ver que ¢ : I — R™ é uma solucao local de (2.1) por (to, o) se e somente se @
¢ uma funcgao continua definida em um intervalo I contendo ¢y, em seu interior satisfazendo
(t,p(t) e D,Vtele

t
o(t) = xq +/ f(s,0(8))ds, tel. (2.2)
to
Seja D' C D um aberto contendo (tg, zo) tal que f é limitada em D’; isto é, | f(t,z)| < A,

V(t,z) € D'
Seja d > 0 tal que

e R=[ty—d,ty+d] x Bga(xg)~ C D'
o Md<1.
Se J =: [ty — d, tp + d] definimos
B:={¢:J— R":9 écontinua, 1(ty) = xg e [1(t) — x| < dA, Vt € J}.

Entao B é um subconjunto fechado de C'(J,R™) e portanto um subespago métrico completo.

Seja T : B — C(J,R") definida por

(TY)(t) = zo + /t F(s,9(s))ds, teJ, ¢eB. (2.3)

Mostremos que T'(B) C B e que T' é uma contracgao. De fato: Se ¢ € B entao T é continua,

(TY)(to) = (o) €

[(TY)(t) = wo| <

/t |f(s,1/1(s))|dt' <dA, VtelJ,
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mostrando que T(B) C B. Ainda, para 1,1y € B temos que, Vit € J,

[(TP0)(t) = (Ta) ()] <

/t F(s,t1()) — F(s, a(s))ds

<M < Md|[thy — Pal|oo,

/t r(s) — a(s)ds

mostrando que 7' é uma contracao em B. Segue do Principio da Contracao de Banach,
Teorema (2.3.1), que T tem um tnico ponto fixo e que (2.1) tem uma unica solugao por
(to,l’o). U

2.4 Completamento

Sejam (X, p) e (Y,0) dois espagos métricos. Uma transformacdo 7' : X — Y é dita uma
isometria se para todo z,x’ € X temos que

o(Tx, Tx") = p(x,2").

Neste caso dizemos que (X, p) pode ser imerso em (Y, o). Os espagos métricos (X, p) e (Y, 0)
sao ditos isomorfos se T' é sobrejetora.

Seja (X, p) um espago métrico qualquer. Vamos construir um espago métrico completo
(X, p) a partir de (X, p), tal que (X, p) pode ser densamente imerso em (X, 7). Assumiremos
que R é um espaco métrico completo.

Seja X o conjunto das seqiiéncias de Cauchy em X e seja ~ a seguinte relacao de em X

{xn} ~ {yn} & p(]?n,yn) — 0.
Lema 2.4.1. A relagao ~ é uma relagao de equivaléncia

Prova: Para provar que ~ ¢ uma relacao de equivaléncia, primeiramente observamos que
claramente

i) {z,} ~ {z,} para todo {z,} em X e
i) {z,} ~ {y,} implica {y,} ~ {x,} para todo {z,},{y.} € X.
Resta apenas verificar que se
ii) Se {xn} {yn}, {zn} € X, {zn} ~ {yn} e {yn} ~ {2} entdo {zn} ~ {z.}.
Isto segue do fato que p(x,, 2,) < p(Tn, Yn) + P(Yn, 2n)- O

Se ¥ C X denota a classe de equivaléncia de x = {x,} € X temos que X’ é uniao disjunta
dessas classes de equivaléncia. O conjunto das classes de equivaléncia de elementos de X' ¢é
denotado por X.
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Note que, se {z,},{y,} € X, entdo, {p(x,,y,)} é uma seqiiéncia de Cauchy de nimeros
reais pois

(T, Yn) = P, Ym)| < |0( @0, Yn) — P(Ts Ym) | + 10T, Ym) — P(Tis Y|
< P(Yny Ym) + p(T0, T

Segue do fato que R é completo que {p(7,,y,)} é convergente.
Definimos j: X x X — [0, 00) por

ﬁ(fa g) - nlggo p(xn’ yn)7

onde {z,} € Te{y,} € y. Antes de seguirmos em frente é preciso verificar que este limite nao
muda quando {z,} e {y,} sdo substituidos outros elementos de z e 7, respectivamente Basta
notar que p(ay, ) < p(27,, Tn) + p(Tn, Yn) + P(Yns U) € P(Tns Yn) < p(@n, 23,) + p(ar,, 4r,) +
p(yl, yn) garantem que o limite independe do representante escolhido em Z e 3.

E facil verificar que j é uma métrica em X.

Lema 2.4.2. O espagco métrico (él?,ﬁ) ¢ completo.
Prova: Se {i*} é uma seqiiéncia de Cauchy em X e X 3 2% = {z*} € #* temos que

pah, i) = lim p(z,, a,).

Do fato que x* = {zF} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy para cada k € N existe k < n; € N tal
que

1
p(qu;:?x?k;k) < Eu n > ny
Escolhemos = = {xnk} Entdo z é uma seqiiéncia de Cauchy: De fato, se y* denota a
seqliéncia constante {xnk, mflk, xflk, ...} e gF = [y¥] temos que
plag, ) =p@" ") < py*, 2%) + p(a", 2') + A", )
< 5+ p(@F, 3t + 3 i}

Seja T a classe de equivaléncia de x.
Mostremos que p(z!,7) — 0 quando k — oco. Note que

p(', @) = lim p(ay, )

k—oo

~ < Sep(al,, xk ) << parak,l > N. Segue que,

2 ny? ng

e que, dado € > 0, existe NV € N tal que,
paral > N e k > max{N,n;} ,

1
p(y, xl ) < plaf, ol + p(al,, 2k ) < Jte<e

Logo, p(i!, ) < e para l > N e lim;_, p(z', %) = 0. O
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Teorema 2.4.1. Se (X,p) é um espago métrico ele pode ser imerso, como um subespago
denso, em um espago métrico completo (X, p). Dois espagos nos quais (X, p) pode ser imerso,
como subespaco denso, sao isomorfos.

Prova: Se X, := {[{z}],z € X} C X definimos T': X — X por Tw = [{z}]. E claro que T
¢ uma isometria de X sobre XO Mostremos que X, é denso em X. De fato, se & = [{x,}] € X
seja Tp = [{Tn,Zn,...}] € Xp. Como {z,} é um seqiiéncia de Cauchy, dado € > 0 existe
N € N tal que p(z,,x,,) < € para todo m,n > N. Segue que

PE0sT) = T p(an, ) < €
m—0o0
para todo n > N. Logo lim, .. p(%,, ) = 0.
Resta apenas mostrar que X é Unico a menos de isometria. Se existem X, X espagos
métricos completos e isometrias T : X — X, S : X — X com imagens densas, definimos a
isometria V : X — X como a tnica extensdo continua da isometria

V=SoT':T(X)— S(X)

a X. O
Segunda Aula (100 minutos) T
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Terceira Aula (100 minutos) |

2.5 Conjuntos Totalmente Limitados

Seja (X, p) um espago métrico. Se z € X e E, F C X definimos a distancia p(z, F) de = a
E, a distancia p(F, F') de F a F' e o diametro diamF de E por

plx, E) = inf{p(x,y) : y € E}
p(E,F) =inf{p(z,y): 2 € E, y € F}
diamFE := sup{p(z,y) : z,y € E}.

Ja vimos que € E~ se e somente se p(x, E) = 0 (Proposi¢ao 2.1.1). Diremos que £ C X é
limitado se diamFE < oo.

Se B C X e {V,}aeca é uma familia de conjuntos tal que E C U,eaV, dizemos que
{Va}taca é uma cobertura de E. Se (X, p) é um espago métrico, dizemos que £ C X é
totalmente limitado se, para cada ¢ > 0, pode ser coberto por um nimero finito de bolas
de raio €. E claro que todo conjunto totalmete F limitado é limitado, mas nao é verdade,
em geral, que todo conjunto limitado ¢ totalmente limitado. Também ¢ claro que se E ¢é
totalmente limitado entao £~ é totalmente limitado.

Teorema 2.5.1. Se E € um subconjunto de um espago métrico (X, p), as sequintes afirma-
tivas sao equivalentes:

a) E é completo e totalmente limitado

b) (A propriedade de Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia em E tem uma sub-
sequéncia que converge para um ponto de E

¢) (A propriedade de Heine-Borel) Se {V,}oca € uma cobertura de E por abertos de
(X, p), existe um conjunto finito ' C A tal que {V,}acr cobre E.

Proof: Mostraremos que a) e b) sdo equivalentes, que a) e b) juntos implicam c¢) e que ¢)
implica b).

a) implica b): Suponha que a) vale e que {x,,} ¢ uma seqiiéncia em E. E pode ser coberto
por um nimero finito de bolas de raios % e pelo menos uma dessas bolas deve conter x,, para
um numero infinito de indices: Digamos que z,, € By paran € N;. E'N By pode ser coberto
por um numero finito de bolas de raio 2% e portanto uma dessas bolas contém x,, para um
numero infinito de indices: Digamos que x,, € By para n € Ny. Continuando indutivamente
obtemos uma seqiiéncia de bolas B; de raio 2% e uma sequiéncia decrescente de subconjuntos
infinitos IV; de N tal que z, € B; para n € N;. Escolha n; € Nyi, ng € Ny, ...tal que
ny < ny < .... Entdo {z,,} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy pois p(z,,, n,) < & se k > j, como
E ¢é completo o limite dessa subseqiiéncia pertence a E.

b) implica a): Mostraremos que se qualquer das condi¢oes em a) falha entdo b) falha.

Se F nao é completo, existe uma seqiiéncia de Cauchy {z,} em E que nao tem limite em
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E. Nenhuma subseqiiéncia de {z,} pode convergir em E pois caso contrario a seqiiéncia
seria convergente com o mesmo limite. Por outro lado, se £ nao ¢ totalmente limitado, seja
€ > 0 tal que E nao pode ser coberto por um numero finito de bolas de raio €. Escolha
r, € F indutivamente da seguinte maneira. Comece com qualquer x; € F e tendo escolhido
Z1y..., Ty escolha x4 € E\ U, Be(z;). Entao p(z,,z,) > € para todo m,n e portanto
{z,,} ndo tem subseqiiéncia convergente.

a) e b) implicam ¢): E suficiente mostrar que se b) vale e {V, }aca é uma cobertura de E
por conjuntos abertos, existe € > 0 tal que toda bola de raio € que intersepta E esta contida
em algum V,,, pois E pode ser coberto por um nimero finito de tais bolas de a). Suponha
que nao; isto é, que para cada n € N existe uma bola B,, de raio 1/2" tal que B, N E # () e
B,, nao esta contida em nenhum V,,. Escolha z,, € B, N E. Passando para uma subseqiiéncia
podemos assumir que {z,} é convergente para algum x € F. Temos que x € V,, para algum
a € A e como V, é aberto, existe € > 0 tal que B.(x) C V,. Mas se n é suficientemente
grande tal que p(z,,x) < €/3 e 27" < ¢/3, entdo B, C B.(z) C V, contradizendo a hipdtese
sobre B,,.

c¢) implica b): Se {x,} é uma seqiiéncia sem subseqiiéncia convergente, para cada x € E
existe uma bola B, centrada em x que contém x,, no maximo para um numero finito de
indices n (caso contrario haveria uma subseqiiéncia que converge para x). Entao {B,}.cp €
uma cobertura de E por abertos sem subcobertura finita. [l

Em um espago métrico (X, p), um conjunto £ C X é dito compacto se tem as propriedades
a)-c) do teorema anterior e é dito relativamente compacto se E~ é compacto. Todo conjunto
compacto é fechado pela Proposi¢ao 2.2.1 e limitado, a reciproca em geral é falsa mas é
verdadeira em R"” como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.5.1. Todo subconjunto fechado e limitado de (R™, || -||2) € compacto

Prova: Como subconjuntos fechados de R™ sao completos, é suficiente mostrar que sub-
conjuntos limitados de R™ sao totalmente limitados. Como cada subconjunto limitado esta
contido em algum cubo da forma

Q =[-R,R]" ={x € R" : max(|z1],. .., |z.|) < R},

é suficiente mostrar que @ é totalmente limitado. Dado € > 0, escolha um inteiro k > R+/n/e
e expresse () como a unidao de k™ cubos congruentes dividindo o intevalo [—R, R] em k
intervalos iguais. O lado desses subcubos e 2R /k e portanto o seu diametro é /n(2R/k) < 2¢
e portanto cada um desses subcubos esta contido na bola de raio € com centro coincidente
com o centro do cubo. 0]

Duas métricas p; e p; em um conjunto X sao ditas equivalentes se existem c, ¢ > 0 tais
que
cp1 < pa < Cpy.
E facil ver que métricas equivalentes definem os mesmos abertos, fechados e compactos, as
mesmas sequéncias de Cauchy, e as mesmas fungoes continuas e uniformemente continuas.
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Consequentemente, a maioria dos resultados relativos a espagos métricos depende nao de
uma particular métrica mas somente de sua classe de equivaléncia.

2.6 O Teorema de Arzela-Ascoli e Aplicacoes

Seja (X, p) um espago métrico compacto. O espago métrico das fungoes continuas f : X — R
com a métrica

p(f,g) = max{|f(z) — g(z)| : v € X}

é um espago métrico completo que denotamos por C'(X).
Uma colecao F de fungoes é dita uniformemente limitada se existe M > 0 tal que

If(x)| <M, VzeXeVfelF.

Uma familia F de fung¢oes em C'(X) é chamada equicontinua se dado € > 0 existe 0 > 0 tal
que |f(z) — f(2")] <€, Va,2’ € X com p(a’,z) <deVfeF.

Teorema 2.6.1 (Arzela-Ascoli). Se (X,p) é um espago métrico compacto, um subcon-
gunto F de C(X) € relativamente compacto se e somente se é uniformemente limitado e
equicontinuo.

Prova: Suponha que F é relativamente compacto. Entao F é totalmente limitado e portanto
uniformemente limitado. Seja € > 0 e fi,..., f, tais que 7 C U Be(f;). Seja f € F e
r, ' € X. Paracadai=1,2,...,n

() = f@)] < [f(2) = filo)] + | fi(x) = fila")] + [fi(2) = f(2)].

Escolha 1 < j < n tal que
€
sup | f(z) — fj(z)] < 3

zeX
Entao 9
[f(@) = f@)] < 5 + i) = fi(a)].
Como X é compacto, fi,..., f, sao uniformemente continuas. Logo, existe § > 0 tal que
p(x,x’) < ¢ implica
fiw) = fila) < 5. 1<i<n.

Segue que se p(x,z') < § entao

[f(x) = f@) <€ VfeF

e F é equicontinuo.
Reciprocamente, suponha que F ¢ uniformemente limitado e equicontinuo. Seja M é um
inteiro tal que
f(@)| <M, VeeXeVfeF
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e € > 0. Escolha 0 > 0 tal que p(z,2') < ¢ implica |f(z) — f(2)| < § Vf € F. Como X ¢é
compacto existem x1, ...z, tais que X C U, Bs(x;). Escolha um niimero inteiro positivo
m tal que % < § edivida [-M, M| em 2Mm intevalos comprimento % pelos pontos

yoz—M<y1<~-<y2Mm:M.

Considere as n uplas (y;,,. .., ¥;, ) de nimeros y;, 1 < i < 2Mm, tais que para algum f € F

€
R

1< i<
1 J=n

e escolha um tal f € F para cada n—upla. Se £ é o conjunto resultante dessa escolha, & é
finito, e ¢é tal que F C UpeeBe(f). De fato, se f € F escolhemos y;,, ...,y tal que

€ .
|f(z;) —yi,| < T lsisn

e seja e € £ tal que
€

1 <9 <n.
g T =I=T

|6('rj) - y13| <

Seja x € X e j tal que p(z,x;) < J. Entao

(@) = e(@)| < [f(x) = fla)] + [ (25) = | + 9, — ely)] + le(;) = e(2)] <e

Logo

sup | f(z) — e(z)] < e.

U
Terceira Aula (100 minutos) T
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Quarta Aula (100 minutos) |

Seja D C R™™ um aberto e f : D — R" continua.

Teorema 2.6.2 (Peano). Dado (ty,z9) € D a equagao diferencial & = f(t,x) tem uma
solugdo local passando por (to, o).

Prova: Seja (tg, z9) € D' C D aberto tal que f é limitada em D’ e seja A tal que |f(¢,2)] < A
para todo (t,z) € D’. Seja a > 0 tal que R = [to — a,ty + a] X Baa(xg)~ C D'.

Como f é uniformemente continua em R, dado € > 0 existe § > 0 tal que, (¢, z), (t',2') €
Rijt—t|<delr—2a|<d=|f(t,x)— f(t',2)| <e. Sejaty<t; <---<t,=ty+ auma
particao do intervalo [to, to+a] tal que [t; —t;,_1| < min(6, %), 1 <i<ne ¢ : [to,to+a] — R
definida por:

e ¢, é continua.

e o (tg) = g e se , em [tg, t1] seja ¢, linear com dire¢ao f(tg,xg), entdao ¢.(t1) € R.
e Em [t1,15], seja ¢ linear com diregao f(t1, dc(t1)).

e Prosseguindo desta forma construimos ¢.(t) em Baa(zo)~, t € [to, to + al.

Como a diregao de ¢ é f(t;, d.(t;)) para t € [t;,1;11] temos que

|6(t) — de(t)] < Alt —t'].

Logo, {¢. : 0 < € < 1} C Clto,ty + a] é uma familia equicontinua. Fixemos ¢ > 0, se
t€fto,to+al,t#t,i=0,1,...,n,entdo t;_; <t < t; para algum j e

(6e(t) — bty 1) < Alt — t;4] < A% s

Isto implica que
o 6ulty) = F o) < 6t <t <ty

Mas %gbe existe exceto para um numero finito de pontos e portanto

d

E¢E(t) = f(tjfh ¢€(tj*1))'

Segue que

\%qﬁe(t) ) < tEllototal, t AL 0<i<n.

Agora €eSCrevemos

@@=%+[U@@@Hw$w¢@@@mw (2.4)
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Se {€,} é uma seqiiéncia de niimeros reais positivos que converge para zero, {¢., } é limitada
e equicontinua. Do Teorema de Arzeld-Ascoli (Teorema 2.6.1) esta seqiiéncia tem uma
subseqliéncia uniformemente convergente com limite ¢. Segue de (2.4) que

P(t) = xo + /ttf(s, B(s))ds.

Logo ¢ é uma solucdo de @ = f(t,z) passando por (tg,zo) e definida em [ty,to + a]. Um
argumento semelhante pode ser aplicado para [ty — a, al. 0]

2.7 Espacos Métricos Separaveis

Seja (X, p) um espago métrico. Dizemos que (X, p) é um espaco métrico separdvel se X
possui um subconjunto enumeravel denso.

Exemplos:

e Todo espago métrico totalmente limitado.

e R™ e C" com as métricas usuais sao espacos métricos separaveis.

e R” com a métrica discreta nao é separavel.

o /,, 1 <p< o0, éseparavel e £y, nao ¢ separavel.

e ('a,b] com a métrica da convergéncia uniforme é separdvel.

Vamos mostrar que ¢, 1 < p < oo, e C|a, b] sdo separaveis e que {o, ndo é separavel.

Comegamos com os espagos £,, 1 < p < oco. Seja e, = (0,...,0,1,0,...) com 1 na
k—ésima posigao e mostremos que o conjunto enumeravel £ das combinagoes lineares finitas

com coeficientes racionais de {ej,es,...} é denso em ¢,, 1 < p < co. De fato: Se z =
{z1,29,...} € £, e € > 0 sao dados seja k € N tal que

(e}
p
2
i=k+1
e sejam rq, ..., T racionais tais que
ep
|(L’i — Ti|p < %

Entao para r = {ry,...,7,0,0,...} € € temos que

k

ootV =Y fe =P+ Y Jail < €

=1 i=k+1
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Para ver que /., nao é separavel considere o conjunto S das seqiiéncias constituidas
apenas por zeros e uns. A cada subconjunto A de N associamos a seqiiéncia {z,} de S tal
que =, = 1 sen € Ae x, = 0 caso contrario. Desta forma S estd em correspondéncia
biunivoca com as partes de N e portanto & é um conjunto nao enumeravel. Como cada
elemento de § dista, em /., exatamente “um”de qualquer outro elemento de &, nao pode
haver um subconjunto enumeravel denso em /.

A prova que C|a,b] é separavel depende do Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Teorema 2.7.1 (Weierstrass). Se f € Cla,b] e € > 0 eziste p um polindmio real em uma
varidvel real tal que ||p — flloo = SUp,eay [f(7) — p(z)]| <€

Prova: Faremos apenas a prova paraa =0e¢ b= 1. Seja f € C[0,1] e
Bulr) = 5" (M)t 1 - ayry (
T k=0 K "

os polinomios de Bernstein associados a f. Note que se f = 1 entao

> (1) #a-ar = - =1 25)

k=0

cuja derivada nos da

S () Bt (0= 0yt = (= Rt =
=3, (Z) 2F1(1 — )Lk — na) = 0.

Multiplicando por z(1 — x) obtemos que

i (Z) 21— )" F(k — na) = 0.

k=0

(1

Derivando esta ultima expressao, aplicando (2.5) e multiplicando por xn—;:”) obtemos que

Xn: (Z) (1= )k Fy2 sl=a) (2.6)

n n
k=0

E claro que §
160 Bl <32 ()=o) 1 (1)1

Como f ¢ uniformemente continua em [0,1], podemos encontrar § > 0 tal que |z — £| < ¢
= | f(z) — f(£)] < /2. Agora separamos a soma do lado direito em duas partes, denotadas
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por ¥ e ¥/, onde ¥ é a soma daqueles termos para os quais |z — %\ < § (z estd fixo mas é

arbitrario) e ¥’ ¢ a soma sobre os termos remanescentes. E claro que ¥ < ¢/2. Completamos
a prova mostrando que para n suficientemente grande Y’ pode ser feito menor que €/2
independentemente de z. Como f ¢ limitada existe K > 0 tal que sup,cqo ) |f(z)] < K e

segue que
<ok Y (Z) (-2t = 2Ky

1<k<n
|z—%|>5
n

Segue de (2.6) que
1-— 1
522” < x(Tx) < n — 0 quando n — oo.

Isto prova o resultado. 0

Corolario 2.7.1. C|a,b] € separdvel.

Seja (X, p) um espago métrico compacto e C'(X) os espago das fungoes continuas de X
em R com a métrica usual

poo(fs9) = max|f(z) — g(z)].

Em C(X) definimos a soma f + g e multiplicagdo f.g de duas fungdes além da multiplicacao
af de um escalar a por uma fungao f de forma usual. Um conjunto A C C'(X) é dito uma
algebra se f,g € A, a € Rimplica f+g € A, fge Aeaf € A.

Exemplo: O conjunto dos polindmios trigonométricos é uma algebra em Cla, b].

Se E C C(X) a intersecao de todas as dlgebras contendo E é uma algebra, denotada por
A(FE), chamada dlgebra gerada por E.

Exemplo: Os polinoémios reais em uma varidvel real sao gerados por {1,z}.

E fécil verificar que se A C C(X) é uma élgebra entdo A~ também é uma dlgebra.

Teorema 2.7.2 (Stone-Weierstrass Real). Seja X um espago métrico compacto e A C
C(X) uma dlgebra fechada tal que 1 € A e se z,y € X, © # y, existe f € A tal que

f(z) # f(y). Entao, A= C(X).

Prova: Mostremos primeiramente que se f € A entao |f| € A. Se M > 0 é tal que
max;cx |f(x)] < M, seja e >0 e p(t) =ayg+ art + - - - + a,t" um polindomio tal que

Entao, se p(f) = ag + arf + asf?>+ - +a,f", p(f) € Ae

1f (@) = p(f()) <€ weX
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Segue do fato que A é fechada em C(X) que |f| € A. A seguir mostremos que se f,g € A
entdo max{f,g} € A e min{f, g} € A. Isto segue do fato que

min{f,g} = 5(/ +9)~5lf —gl €A e

max{f,g} = 5(7 +9) + 31/ gl € A

Seja x,y € X comz # ye f € C(X). A funcdo constante g com valor f(x) estd em
A (aqui usamos que 1 € A). Seja h € A tal que h(z) # h(y). Sem perda de generalidade
assumimos h(x) = 0 (aqui usamos novamente que 1 € A). Existe a € R tal que

foy=f+aheA

satisfaz fy,(x) = f(x) e fuy(y) = f(y). Seja € > 0, para cada y € X existe uma bola aberta
By tal quey € By e fuy(2) < f(2)+¢€, Vz € B,. Como X é compacto temos que B,,, ..., By,
cobrem X para alguma escolha de yq,...,y,. Seja

fo=min{foy, ..., fay, }-

Entao f, € A, f.(x) = f(z) e para z € X, f.(2) < f(z) + €. Agora, para x € X, existe uma
bola aberta B, tal que, Vz € B,

fe(2) > f(2) —e

Como X é compacto, um numero finito dessas bolas B,,, ..., B,, cobrem X. Seja

F=max{fs, .., [z, }-

Entao F € AeVz e X,
1f(z) = F(2)| <€

0 que prova o teorema. O
Quarta Aula (100 minutos) |
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Quinta Aula (100 minutos) |

Teorema 2.7.3 (Stone-Weierstrass Complexo). Seja X um espaco métrico compacto
e AC C(X,C) uma dlgebra fechada tal que 1 € A, se x,y € X, v # y, existe f € A tal que
f(z) # f(y) e se f €A sempre que f € A. Entao, A= C(X,C)

Prova: Como, para toda f € A, as fungoes

Ref = 3/ + ) e tf = o-(f ~ )

pertencem a A, o subconjunto Ay de A das fungdes continuas em K a valores reais é C(K,R).
O restante da prova ¢é imediata. 0

Corolario 2.7.2. Toda funcdao continua a valores reais ou complexos definida em um con-
Jgunto compacto K de R™ ¢ limite uniforme de uma seqiéncia de polinomios em n varidveis
TEQS.

Corolario 2.7.3. Se B={z € R": ||z|| < 1}, dada uma fungao continua f : B— B ee >0
evistep: B — B (p= (p1,---,Pn), Pis L <1 <, polinémios) tal que sup,cp || f(x)—p(x)| <
€.

Prova: Sabemos que, dado ¢ > 0,

(1= $)f@)| <1- 5, voe B,

Segue do Corolario 2.7.2/ que existem polinomios p;, 1 < i < n, tais que
€
pie) ~ (1= @) < 5, Vo e B
Se p = (p1,- .., pn) temos que sup,cp [[p(x) — (1 = 5)f(2)]| < 5. Segue que

p(2)]| < [Ip(z) — (1 — <) F@)| + 11 = S) f ()] <

€
1—-)=1 B
i ) + ( ) , Vx €

2

€

() — F@)] < llp(x) = (1= <) F@)]| + (1 = =) f(2) — fl2)] <

2 2 -

= €.

o |
[Nl e

2.8 Categoria de Baire

Se (X, p) é um espago métrico, recorde que um conjunto A C X é nunca denso se o seu fecho
tem interior vazio. A uniao de um nuimero finito de conjuntos nunca densos é um conjunto
nunca denso. Contudo, a uniao enumeravel de conjuntos nunca denso nao precisa ser nunca
denso.

Um conjunto A C X ¢é dito de Primeira Categoria em X se é uniao enumeravel de
conjuntos nunca densos, caso contrario ele é dito de Sequnda Categoria em X. E uma
conseqiiéncia imediata desta definicao que
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Proposicao 2.8.1. (X, p) € de sequnda categoria nele mesmo se e sé se, em qualquer repre-
sentacao de X como unido enumerdvel de conjuntos fechados, pelo menos um deles contém
uma bola.

Teorema 2.8.1 (Baire). Todo espago métrico completo € de sequnda categoria nele mesmo.

Prova: Suponha que nao
X =UZ,F

com cada F; fechado e de interior vazio. Entao X\F; é ndo vazio e aberto. Seja x; e
0 <e <1tal quex; € X\F) e B, (z1)NF; =0. A bola Be (21) nao estd contida em F3,

logo existe x5 € B%(ml) e ey < % tal que
BEQ(.I'Q) N F2 == @ € BEQ(.TQ) C B%(l‘l),
indutivamente existe z,, €, < 2%1 tais que x, € Ben1 (Ty_1)
2

B, (x,)NE,=0e B, (z,) C Ben1(y_1).

A seqiiéncia {x,} é de Cauchy pois x,. € Be (z,) para k = 1,2,... e ¢, — 0 quando
n — oo. Como X é completo {z,} é convergente. Seja x o seu limite. Para cada n fixo
z € Be,(z,) pois Tpix € Bep(x,) para k= 1,2,.... Logo x ¢ UpZ I, = X o0 que ¢ uma

contradicao. O
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2.9 Apéndice A: Teorema de Brouwer

Em R" considere a norma euclideana e B = B;(0)".
Teorema 2.9.1 (Brouwer). Se f: B — B é uma fung¢ao continua, ela tem um ponto fizo.

Prova: Seja f infinitamente diferencidvel em um aberto U contendo B e f(z) # z para
todo x € B. Entao, para cada x € B a reta tf(z) + (1 — t)x unindo x a f(z) corta
Sl ={z € R": ||z|| = 1} em exatamente 2 pontos. Isto significa que

(l2]f* = 1) + 2t{x, f(z) — 2) + || f() — 2|* = 0

tem exatamente duas raizes reais distintas. Se a(z) denota a menor delas; temos

1£(@) = 2lPa(z) = {z,2 ~ f@)) — (&2 f@)* + (1~ 2P|z — f@)]?)?

e o discriminante (z,z — f(x))? + (1 — ||=||?)||x — f(2)||* é positivo para todo z € B. Segue
que a(z) ¢ infinitamente diferencidvel em um aberto contendo B. Além disso, como para
t€[0,1] tf(z) + (1 — t)x estd entre z e f(z), a(x) = 1 para ||z|| = 1.

Definimos, para t € R, ¢, : B — B por

() =z + ta(z)(f(x) — z).

Logo (t,x) — (z) é infinitamente diferencidvel em uma vizinhanga de R x B, 1g(x) = =
para todo x € B e ||1)1(z)]| = 1 para todo = € B (da defini¢ao de a(x)).

Denotemos por J(t,z) o Jacobiano de ¢ no ponto x. Segue que J(0,z) =1e J(1,2) =0
para todo x € B e se

I(t) :/BJ(t,x)dxl...dxn,

temos que [(0) = |B| e I(1) = 0. Se provarmos que I(t) é constante teremos a contradi¢ao
desejada. Note que I(t) é um polindémio em ¢ (pois J(t,z) é um polinémio em t) e portanto
basta verificar que I(t) é constante em algum intervalo da forma [0, d).

Defina (2)(f(z) — ) B
a\x ) — X 5 se xr €
9(r) = { 0, se x € R"\B.

E fcil ver que g : R®* — R™ é globalmente Lipschitz continua. Seja M a constante de
Lipschitz de g. Parat € R e y € B definimos T : R” — R" por T'(z) = y — tg(x). B facil ver
que para § < % et e€0,0), T é uma contragao e portanto tem um tunico ponto fixo x;. Nao
podemos ter ||z;]| > 1 pois nesse caso g(z;) =0e Tax; =z, =y —tg(z;) =y € B o que é um
absurdo. Assim, para todo t € [0,0), ¥, : B — B é uma bijec¢ao cuja inversa é diferenciavel
em B°. Segue do Teorema de Mudanca de Varidveis na Integral que I(t) = |B| para todo
t €10,9).

Para mostrar o teorema quando f é apenas continua basta utilizar o Corolario 2.7.3 para
representar f como limite uniforme de fungoes infinitamente diferenciaveis { fx} de B em B
e extrair uma subseqiiéncia convergente do conjunto dos pontos fixos {z;} das funcoes { fi}.
O
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2.10 Lista de Exercicios

1. Sejam p,q > 1 tais que%—i—% =1(sep=1(¢g=1)entao ¢ = oo (p = x0)). Para
= (1, ,Tn), Y= (Y1, ,Yn) € R" defina || - ||, : R" — [0, 00)

1
n P
el = (zw) Cepem
=1

[#]loe = max{l|z;| : 1 <4 <n}
¢ ppl) i R X R" = [0, )
po(,y) = [l = yllp.
(a) Mostre a desigualdade de Young; isto é, que para todo a,b € [0, 00)

11 _a b
ar bs < — 4 —.,
p q

Sugestao: Mostre que para a > 0 e b > 0 esta desigualdade é equivalente a

1
ORNO

e mostre que a funcao f(t) = 1 4+ é — t%, t > 0 atinge o seu valor minimo em

t=1. '
b) Mostre a desigualdade de Holder; isto é, que para todo x,y € R”,
Y

n
> Lzl < lzlpllylly:
i=1

T P .|q
| ]|p b= ‘yﬂq e some.
1453

T
(¢) Mostre a desigualdade de Minkowski; isto é, que para todo z,y € R",

Sugestao: Use a desigualdade de Young para a =

[+ yllp < [l + [1yllp-

Sugestao: Use a desigualdade de Holder para

(21l faal) e (lor+ 0l o+ yal”™)
e para
(Inls- s lyal) e (o + 9P o+ yalP7).
d) Mostre que || - ||, ¢ uma norma e conclua que p, ¢ uma métrica em R".
p p

(e) Mostre que ||z||co = limy o0 ||Z][p-
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2. Paral < p < oo, mostre que |||, ¢ uma norma em ¢, e conclua que p,, : £,x¢, — [0, 00)
dada por p,(z,y) = ||z — yllp, ,y € £, é uma métrica.
3. Sejam (X, p) e (Y, 0) espagos métricos. Mostre que:

e B.(x), x € X, r >0, é um conjunto aberto em (X, p).

e A uniao (intersegao) qualquer de conjuntos abertos (fechados) em (X, p) é um
conjunto aberto (fechado) em (X, p).

A intersegao (unido) finita de conjuntos abertos (fechados) em (X, p) é um con-
junto aberto (fechado) em (X, p).

Se F C X entao diamF = diamFE ™.

f:(X,p) — (Y,0) é continua se e somente se todo F' C Y fechado tem imagem
inversa f~!'(F) C X fechada.

f:(X,p) — (Y,0) é continua se e somente se para toda seqiiéncia convergente
{z,} em (X, p) com limite x a seqiiéncia {f(z,)} é convergente em (Y, o) com
limite f(z).

4. Mostre que se (X, p) é um espago métrico compacto e f : X — R é contiua entao f é
uniformemente continua.

5. Sejam a, b ntimeros reais com a < b e C[a,b] o conjunto de todas as fungoes continuas
de [a,b] em R e p: Cla,b] x Cla,b] — [0,00) dada por

p(r,y) = max [z(t) — y(t)].

a<t<b
Mostre que p é uma métrica e que Cla, b] é completo com esta métrica.

6. Sejam a, b nimeros reais com a < b e I[a,b] o conjunto de todas as fun¢oes Riemann
Integraveis de [a,b] em R e p: I[a,b] x I[a,b] — [0,00) dada por

plz,y) = / |2 (t) — y(t)|dt.

Mostre que p nao é uma métrica em I[a,b] mas é uma métrica em Cla,b] C I[a,b] e
que C|a, b] ndo é completo com esta métrica.

7. Mostre que (X, p) é completo se e somente se toda seqiiéncia {B, } de bolas fechadas
com B, ., C B, elim, 7, = 0 (r,=raio de B, ), a intersecao N, B,

. consiste
exatamente de um ponto.

8. Dé um exemplo de conjunto limitado que nao é totalmente limitado.

9. Seja (X, p) um espago métrico completo e T': X — X uma transformacdo. Assuma
que, para algum ng € N, 7™ é uma contracao e mostre que 7 tem um tnico ponto
fixo.
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10

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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. Complete a prova do Teorema de Peano.

Seja (X, p) um espago métrico. Dizemos que X é de Lindeldf se toda cobertura aberta
de X possui uma subcobertura enumeravel. Mostre que todo espago métrico separavel
é de Lindelof.

Mostre que todo espago métrico totalmente limitado é separavel.
Complete a prova do Teorema de Aproximacao de Weierstrass.
Mostre que C|0, 1] é separavel.

Mostre que o conjunto dos polinomios trigonométricos é uma algebra e que seu fecho
é 0, 2.

Mostre que se A é uma édlgebra em C'(X) entdo A~ é uma &algebra.

Mostre que se f € Cla,b] é tal que

b
/ f)yerdt =0, n=0,1,2,...
entdao f(t) =0,V t € [a,b)].
Mostre que se f € C[0,1] é tal que
1
/ fOt"dt =0, n=0,1,2,...
0

entdo f(t) =0,V t e [0,1]. Isto vale em C[—1,1]]?

Use o Teorema de Baire para mostrar a existéncia de uma funcao continua, definida
em um intervalo [a, b], que nao é diferencidvel em nenhum ponto de |a, b].

Mostre que C'[a, b] estd compactamente imerso em C|a, b].



Capitulo 3

Espacos Vetoriais Normados

3.1 Espacgos Vetoriais Normados

Seja K o corpo dos ntimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C e X um espaco
vetorial sobre K. Se M, N sao subespagos vetoriais de X (escrevemos M, N G, X) definimos
a soma de M e N por

M+N:={z+y:x€ M, ye N}.

Definigao 3.1.1. Uma seminorma € uma fungdo || - : X — [0,00) tal que

|z +yll <z +[lyll, Vz,yeX
IAz]| < [Mzll, YX€EK, Vo e X.

E claro que ||0] = 0, e se
|z]| =0 2 =0,

dizemos que || - || € wuma norma e que X € um espago vetorial normado.

Se X ¢é um espago vetorial normado, entdo p : X x X — [0, 00), definida por p(x,y) =
|z — yl|, ¢ uma métrica em X. Um espaco vetorial normado que é completo com a métrica
induzida pela norma ¢é dito um espaco de Banach. Todo espaco vetorial normado pode ser
imerso em um espaco de Banach. Este fato ja foi visto para espagos métricos na Secao 2.4.
Mais tarde daremos uma outra prova desse fato.

Duas normas em X, || - ||; e || - ||2 s@o equivalentes se existem ¢; e ¢y tal que

allzli <zl <ellz]i V e X.

(. Ay N
Uma série )" | z,, é dita convergente em X se > | z, — z quando N — oo e absoluta-
mente convergente se » - ||z, || é convergente.

Teorema 3.1.1. Um espaco vetorial normado é completo < toda série absolutamente con-
vergente é convergente.

33
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Prova: Se X ¢ um espago de Banach e > 7| |lz,]| < oo é fécil ver que {d> ;_, x4} é uma
sequiencia de Cauchy e portanto convergente.

Por outro lado, se X é um espaco vetorial normado X onde toda série absolutamente
convergente é convergente e {x,} é uma seqiiéncia de Cauchy entao, existem n; < ng < - - -
em N tais que

|Zn — Tl <277 n,m > n;

escolhemos y; = Ty, Yj = Tn; — Tp,_,, j = 2. Logo

j=1
e
k k
Dol < Nyl + - 27 <yl +1 < oo
j=1 1
Isto implica que {z,, } é convergente e portanto {z,} é convergente. O

Definicao 3.1.2. T': X — Y linear entre dois espacos vetoriais normados € limitada se
3¢ >0 tal que | Tx|ly <cllz|x, ¥V X.

Proposicao 3.1.1. Se XY sdao espacos vetoriais normados T : X — Y € linear, sdio
equivalentes:

1. T € continua,
2. T € continua em 0,
3. T ¢é limitada.

Prova:

E evidente.

Dado ¢ = 1 existe 6 > 0 tal que T([Bs(0)]7) C T(Bas(0)) C {y € Y : |ly|]| < 1}.
Como [|Tz|| < 1 quando ||z| < ¢ temos que ||TH‘;—$”|| < 1 para 0 # =z € X. Segue que

|Tx|| < 6 Y| z|| para todo z € X.
Se existe ¢ > 0 tal que, V z,y € X, ||Tz — Ty|| < ¢||lx —y|| e e > 0 é dado,
escolhemos ¢ = £. Entao |z — y| <0 implica [Tz — Ty[| < cf =e. O
L(X,Y) denota o conjunto das transformacoes lineares e continuas de X em Y. L(X,Y)
é um espaco vetorial normado com norma

|IT|I: = inf{c > 0: ||Tz| < c|z|, V2 e X}

B | Tx|

= sup ——
lzfex Nzl (3.1)
x#0

= sup ||Tz|

flzfl=1
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Proposicao 3.1.2. Se'Y ¢é completo entao L(X,Y) é completo.

Prova: Seja {T,,} uma sequiéncia de Cauchy em L(X,Y’). Entao {T,z} é de Cauchy em Y.
Defina Tz = lim T,x.

n—oo

E claro que T ¢é linear e que

1T = lim | Toxf|] < limsup [[T,]] - [l]]-
n—oo 77/21

Logo T € L(X,Y). Além disso, dado € > 0, existe N € N tal que ||T,, — T,,|| < € para todo
m,n > N e

| The — Thx| = |1 — Twll |z]] < €|lz]| Vm,n>NeVzreX

Logo
|The —Tz|| <e€|z]|Vn>NeVzelX.

Portanto ||7;, — T'|| < e paratodon > N e T, — T. O

Também ¢é verdade que se L(X,Y') é completo entao Y é completo. Veja [4]
SeTeL(X,)Y)eSeL(Y,Z)entao SoT € L(X,Z) e [|[SoT| < |S| ||T]-
T € L(X,Y) é inversivel ou um isomorfismo se T é bijetora e T~1 € L(Y, X), isto ¢,
|Tx|ly > c||z]x para algum ¢ > 0. T' é uma isometria se ||Tz||y = ||z||lx Vz € X .
Quinta Aula (100 minutos) T
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Sexta Aula (100 minutos) |

3.2 O Teorema de Hahn-Banach

e Seja X um espaco vetorial sobre K.
Uma funcao linear f : X — K é chamada um funcional linear.

e Se X é um espaco vetorial normado L(X,K) é um espaco de Banach que é chamado
espago dual de X e denotado por X*.

e Se X é um espaco vetorial sobre C ele também é um espaco vetorial sobre R. Assim,
podemos considerar funcionais lineares reais f : X — R ou complexos f: X — C.

Proposicao 3.2.1. Seja X um espago vetorial sobre C. Se f : X — C € um funcional
linear e u = Re f entdo u é um funcional linear real e f(x) = u(x) — iu(iz) para todo
xr € X. Reciprocamente se u : X — R € um funcional linear real e f : X — C € definido
por f(x) = u(x) —iu(iz), entdo f € um funcional linear complexo. Se X ¢é normado, f é

limitado se e somente se u € limitado e neste caso || f|| = ||ull.
Prova: Se f : X — (C é linear entdao u = Re f é linear e Im f(z) = —Reif(z) =
—Re f(ix) = —u(iz). Por outro lado se u é um funcional linear real f(z) = u(x) — iu(iz) é

claramente linear.
Se X é normado e f é limitado |u(z)| = |[Re f(z)| < |f(x)|. Portanto, u é limitado e
|ul| < |If|l. Por outro lado, se u é limitado, |f(z)| = ¢*8!™) f(2) = f(az) = u(az) € R,

logo
[f (@) < [Jullflec ]} = Jlul[ljz]
e f ¢ limitado com || f]| < |Jul|. Em ambos os casos ||f|| = |lu/|. O

Se X é normado, um funcional sublinear ¢ uma funcao p: X — R tal que
plx+y) <p(x)+py) e phr)=Apr) VrzyeX e A=0.

Teorema 3.2.1 (Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial real, p um funcional sublinear
em X, MG X e f um funcional linear em M tal que f(x) < p(x) para todo x € M. Entdo
existe um funcional linear F' em X tal que F'(x) < p(x) para todo x € X e F,, = f.

Prova: Comegamos mostrando que se x € X\ M, podemos estender f a um funcional linear
g definido sobre M + Rz e satisfazendo g(y) < p(y) para todo y € M + Rx. Se 1,y € M
temos

F) + f(y2) = fyr + ) < plys +y2) < p(yr — o) + p(x + 32)

f(y1) —p(yr — ) < p(x +y2) — f(y2)-



3.2. O TEOREMA DE HAHN-BANACH 37

Logo
r=suplf(y) —ply —x):y € M} <inf{p(z +y) — f(y), y € M} =1,
Seja a tal que 1, < o < 75 e defina g : M + Rz — R por g(y + Az) = f(y) + Ae. E claro

que g é linear e que g,, = f, o que implica g(y) < p(y) para todo y € M. Adicionalmente
seA>0eye M.

9y +Az) = A[f(y/A) + o <A[f(y/A) +p@+ (y/A) = f(y/N)] =ply + A\x)

enquanto se A = —p < 0

9y +Ar) = plf(y/p) — o] < plf(y/n) — fly/p) +py/p—2)] =ply + Av).

Portanto g(z) < p(z) para todo z € M + Rx.

Isto mostra que o dominio de uma extensao linear maximal de f satisfazendo f < p deve
ser o espaco todo.

Seja F a familia de todas as extensoes lineares de f satisfazendo f < p e parcialmente
ordenado pela inclusao nos graficos. Como um conjunto linearmente ordenado de extensoes
tem a uniao como limitante superior segue do lema de Zorn que F tem um elemento maximal.
O

Se p é uma seminorma e f : X — R, a desigualdade f < p é equivalente a |f| < p pois

[f(2)] = £f(x) = f(£2) < p(£z) = p(z).

Teorema 3.2.2 (Hahn-Banach Complexo). Seja X um espago vetorial complezo, p uma
seminorma em X , MG X e f: M — C linear com |f(z)| < p(x) para x € M. Entao
existe F': X — C linear tal que |F(x)| < p(z) para todox € X e F),, = f.

Prova: Seja u = Re f. Pelo Teorema anterior existe uma extensao linear U de v a X tal
que |U(x)| < p(z) para todo = € X. Seja F(z) = U(x) — iU (ix). Entdo F' é uma extensao
linear complexa de f. Para cada z € X, se a = e "8 @) temos que |F(x)| = aF (z) =
F(ax) =U(az) < plaz) = p(z). O

Teorema 3.2.3. Seja X um espago vetorial normado.

a. Se MG, X € fechado e x € X \ M existe f € X* tal que f(x) #0, f,, = 0. De fato,
se 0 =infyen ||z —yll, f pode ser tomada tal que || f]| =1 e f(z) = 0.

b. Sex #03 feX* tal que ||f|| =1 e f(z) =]=z].
c. Os funcionais lineares limitados em X separam pontos.

d. Sex € X defina z: X* — C por
i(f) = flz), VfeX"

. . T . . _
Entao a transformacao x — & € uma isometria linear de X em X**.
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Prova:

a) Defina f em M + Cx por f(y + Ax) = A0, (y € M e A € C). Entao f(x) =9, fj,, =0
e, para A # 0,
[y +Ax)] = A6 < AL ANy + 2] = [ly + Aa].

O resultado agora segue do Teorema de Hahn Banach com p(z) = ||z|| e M substituido
por M + Cz.

b) E um caso especial de a) com M = 0.
¢) Se x # y existe f € X* com f(x —y) # 0isto é f(z) # f(y).

. . - T . :
d) Z é claramemente linear de X* em K. A transformacdo x — z é linear, pois T (ax +

By)(f) = (az+ py)(f) = flaz+ By) = af (@) + pf(y) = ad(f) + pi(f) = oT(2)(f) +
pT(y)(f), para toda f € X*. Note que

(N = 1F @) < A =l = Nzl < ]

Por outro lado de b) existe f € x* tal que f(z) = ||z||, ||f]| = 1 e isto implica que
[2()] = f(x) = ||zl e [|2] = |l=]] m

Seja X = {# : 2z € X}. Como X** é Banach [X]~ é Banach e 3 X — # € X é uma
imersio densa de X em [X]~. [X]~ é chamado completamento de X. Em particular se X é
Banach [X]~ = X.

Se dim X ¢ finita entdo X = X** pois estes espacos tem a mesma dimensao.

Para dimensao infinita nem sempre X = X** e quando este é o caso X é dito reflexivo.

Geralmente identificamos X com X e consideramos X como um subespago de X™*. Com
isto, reflexividade passa entao a ser entendida como X = X**.

Sexta Aula (100 minutos) T
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Sétima Aula (100 minutos) |

3.3 Conseqiiéncias do Teorema de Categoria

Sejam X, Y espacos vetoriais normados e 7' : X — Y uma transformacao linear. Dizemos
que T' é uma aplicagao aberta se T'(U) é um subconjunto aberto de Y sempre que U é um
subconjunto aberto de X.

Se Z é um espago vetorial normado denotaremos o conjunto {z € Z : ||z — z|| < r} por
BZ(z) (ou simplesmente B,(z5) quando nao houver possibilidade de confusao) .

Teorema 3.3.1 (Aplicagao Aberta). Sejam X e Y espacos de Banach. Se T € L(X,Y)
¢ sobrejetora, entao T € aberta.

Para provar o Teorema da Aplicagao Aberta precisamos dos dois lemas seguintes:

Lema 3.3.1. Sejam X,Y espacos vetoriais normados e T : X — Y wuma transformagao
linear entao, sao equivalentes:

a) T € uma aplicagdo aberta;
b) Eziste r > 0 tal que T(B;X(0)) D BY(0).

Prova: E claro que a = b. Mostremos que b = a. Basta mostrar que Tz é interior a T(U)
para todo x € U. Se x € U, como U é aberto, existe p > 0 tal que Bpf((:c) cUe

T(U) > T(By (x)) =T(x+pBi(0)) = Tx + pT'(B (0))
DTz + BY(0)=BY(Tx)

mostrando T'x é interior a T'(U). O

Lema 3.3.2. Se XY sdo espagos de Banach e T € L(X,Y) € tal que, para algum r > 0,
By (0)  [T(B7 (0))]

entao,
By (0) C T(B7 (0)).
Prova: Como T’ comuta com homotetias segue que se ||y|| < r27" entdo y € [T'(B;-.(0))]".
Suponha que ||y|| < %; podemos encontrar z; € By (0) tal que ||y — Tzy|| < % e procedendo
2

indutivamente podemos encontrar z,, € B;-,(0) tal que ||y — > iy Tajl| < r2771. Como
X ¢é completo a série Y x, converge, digamos para x, mas entao ||z| < > 2 27" =1 e
y = Tz. Em outras palavras T'(B;*(0)) > y, para todo ||ly|| < 5.



40 CAPITULO 3. ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

Prova do Teorema da Aplicagao Aberta: Como X = U BX(0) e T é sobre temos que

n=1

Y = U T(B:X(0)) mas Y é completo e ¥y — ny é um homeomorfismo de Y nele mesmo
n=1

que leva B;*(0) em BX(0). Do teorema de Baire T'(B;*(0)) nao pode ser nunca denso. Isto

é, existe yp € Y e r > 0 tal que B} (yo) estd contido em [T(B;(0))]~. Tome y; = Ta; €

T(Bi*(0)) tal que [Jy; — ol < 2r. Entao B, (y1) C B, (yo) C [T(B(0))]~, logo se [ly|| < 2r

y="Tai +y—y € T(B(0)) + [T(B7 (0)]” € 2[T (B (0))]".

Dividindo ambos os lados por 2 concluimos que 3 r > 0 tal que se |ly|]| < r entdo y €
[T'(BX(0))]~. O resultado agora segue dos Lemas anteriores. O

Corolario 3.3.1. Se X eY sao espagos de Banach e T € L(X,Y) € bijetora, entio T € um
isomorfismo; isto é, T~ € L(Y, X).

Seja T : D(T') CX — Y uma transformacao linear (¢ claro que D(T),X). Definimos o
grafico de T' por

G(T):={(z,Tz):2 € D(T)} C X xY

Uma transformacao linear 7' : D(T) € X — Y é fechada se [G(T)]” = G(T). Toda
transformacao linear continua 7' é fechada.

Teorema 3.3.2 (Grafico Fechado). Se X e Y sdo espacos de Banach e T : X — Y €
fechada entao T € limitada.

Prova: Sejam 7 e my as projecoes de G(T) em X e Y, isto é, mi(x, T,,) = x e my(x, Ty) =
Tz. Obviamente m € L(G(T),X) e m € L(G(T),Y). Como X e Y s@o completos X x Y

é completo e portanto G(T") é completo (pois é fechado, veja Proposigao 2.2.1). m; é uma
bijecdo de G(T) em X e portanto 7; ' é limitado. Entdo T = my o 7wy é limitado. O

Teorema 3.3.3 (Principio da Limitagao Uniforme). Sejam X e Y espacgos vetoriais
normados e A C L(X,Y)

a) Sesup ||Tz| < oo para xz em subconjunto de sequnda categoria, entdo suppe 4 || 1| < oco.
TecA

b) Se X € um espago de Banach e suppey ||Tx|| < 0o para todo x € X, entdo suppe 4 |||
< Q.

Prova: Basta provar a) que b) segue do Teorema de Categoria de Baire. Seja

E,={r e X :sup|Tz|| <n}= (){zeX:|Tz| <n}.
TeA TeA
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Entao, os E,’s sao fechados e como a uniao U E,, contém um conjunto de segunda categoria
n>1

devemos ter que algum FE, contém uma bola nao trivial [B.(zo)]”, » > 0. Entao E,, D

[B,(0)]~ pois sempre que ||z| < r temos que —x + x¢ € [B,(x9)]” C E, e

|Tz|| = ||T(x — zo)|| + ||Txo|| <m+n=2n, V T € A.
Logo || Tx|| < 2n sempre que ||z|| < r e para todo T' € A de onde segue que

2
1T <=2 v TeA
T

O

Corolario 3.3.2. Se X, Y sao espagos vetoriais normados e {T,,} C L(X,Y) € tal que {T,,x}
converge para cadax € X eT : X — 'Y € definida por Tx = lim,,_, T,,x, entao T € L(X,Y)
e |7 < liminf ||T,] .

Corolario 3.3.3. Se X ¢é um espaco de Banach e B C X, suponha que ¥ f € X* f(B) =
Upep f(b) € limitado. Entdo B ¢ limitado

Prova: Defina b: X* — K por
Entao para cada f € X* )
sup [b( )] = sup £ (b)] < o0
beB beB
segue do Principio da Limitagao Uniforme e do Teorema 3.2.3/ d) que
sup [|b]| = sup |[b]| < oc.
beB beB
O

Corolario 3.3.4. Seja X um espaco de Banach e B* C X*. Suponhamos que Vx € X o
conjunto B*(x) = Up.cp- f(x) € limitado. Entio B* ¢ limitado.

Prova: Por hipétese |[b*(z)| < ¢, para todo b* € B*. Segue do Principio da Limitagao
Uniforme que supy.¢p- ||0%|| < o0. O
Sétima Aula (100 minutos) T
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Oitava Aula (100 minutos) |

3.4 Espacos de Hilbert

Seja H um espago vetorial sobre K. Um produto escalar é uma funcao (-,-) : H x H — K
tal que

e (u,v) = (v,u) para todo u,v € H.
e (au+bu',v) = alu,v) + b{v',v) para todo u,u',v € H, a,b € K.
e (u,u) >0e (u,u) =0 se e somente se u = 0.

Segue facilmente dessas propriedades que (u, av+bv') = a(u,v) +b(u,v') para todo u,v,v’ €
H, a,b € K. Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz

N

(1, 0)] < {u, ) v, 0) 2.
De fato, para t € R,
0 < (u+tv,u+tv) = (u,u) + 2tRe(u,v') + t*{(v/,v').

Como a expressao do lado direito é uma funcao quadratica de t com uma ou nenhuma raiz
real

0 > 4(Re(u,v'))* — 4{u, u) {(v',v'),
e se v/ = ety temos que
0 > 4f{u, v)|* — 4(u, u) (v, v),
a desigualdade segue.

A funcdo || - || : H — R definida por |ju|| = (u,u)? é uma norma. Para verificar este fato
basta mostrar que ||u + v|| < ||u|| + ||v|| para toto u,v € H. Isto segue da Desigualdade de
Cauchy-Schwarz e de

lut ol = flull® +2Re(w, v) + 0% < flul® + 2|{u, v)] + [l
< [lull® 4 2flul[ o]l + [l

Um espaco vetorial H juntamente com um produto interno é dito um espaco com produto
interno. Em um espacos com produto interno vale a identidade do paralelogramo

lu+ vl + llu = ol* = 2([[ull® + [v]*),  VYu,ve H.

Se um espaco com produto interno H é completo dizemos que H é um espaco de Hilbert.
Dois vetores u,v em um espago com produto interno H sado ditos ortogonais (escrevemos
u L v) se (u,v) =0 e neste caso vale o Teorema de Pitdgoras

[+ 0]l = [lull® + o]
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Mais geralmente, se uq, - - - , u, sao vetores dois a dois ortogonais em um espago com produto

interno H entao
n n
I wll® = flual*.
i=1 i=1

Um subconjunto C' de um espago vetorial X é convexo se tx + (1 — t)y € C sempre que
r,ye Cetel01].

Lema 3.4.1. Se K é um subconjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H eug € H,
existe um unico vy € K tal que

Uy — Vol|| = inf Ug — V|-
o = o]l = inf fluo |
Escrevemos vy = Pgug e dizemos que Pk é a projecao sobre o convero K.
Prova: Seja v, € K tal que

d,, = ||up — vn|| — d = inf ||ug — v||.

vEK

Mostraremos que {v,} é uma seqiiéncia de Cauchy. Da identidade do paralelogramo para
a=uy— v, eb=uy— v, resulta que

Um O 2 ) Y

1
O = (R + 2,

Como Y=t € K| |lug — == || > d. Consequentemente

_ 1 _

[P < (R 2d,)2 — dP e lim ||| = 0.

2 2 m,n—oo 2
Se vy = limy, o0 v, temos que ||ug — vo|| = infyex ||ug — v||.
Para a unicidade, suponha que zp € K e |up — 20| = d. Entao, da Identidade do

Paralelogramo para vy — ug € 29 — uy,

lvo = 20l = 2[|vo — wol|* + 2[|z0 — uoll* — [|vo + 20 — 2uo|®

= 4d? — 4| F20 — )| < 0.

Portanto vy = 2. ]

Proposicao 3.4.1. Seja H um espaco de Hilbert, K C H fechado e convexo e uy € H,
entao
Re(ug — Pgug, w — Pgug) <0, VYw e K.

Além disso, se M S,H ¢é fechado entdo

<U0—PMUO,U}>:O, Yw € M.
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Prova: Seja vy = Pxug € K tal que ||ug — vo|| = infyex ||uo — v|| € w um outro vetor em K.
Entao, para t € (0, 1], temos v = (1 — t)vg +tw € K e

[[uo — voll < [Jug — (1 = t)vg — twl| = [lup — vo — t(w — vo)]|-
Portanto
l|uo — vo|* < ||uo — vol|* — 2tRe{ug — vo, w — vo) + t2]|w — vol|?.

Segue que 2Re(ug — vo, w — vy) < t|lw — vg||?. Fazendo t — 0 temos que Re{ug — Prug, w —
Prug) <0, para todo w € K.
Se M &, H é fechado entao, para todo R 3 ¢ # 0,

Re(ug — Pprug, tw — Pyug) = tRe(ug — Pyug, w) — Re{ug — Parug, Parug) < 0

Dividindo por t e fazendo t — £oo temos que Re(uy — Ppug, w) = 0 como iw € M (se
K = C) temos o resultado. O

Teorema 3.4.1. Se H é um espaco de Hilbert e K C H € um convexo fechado entdo
HPKul—PKUQH S Hul—UQH, Vul,UQEH.
Prova: Se vy = Pxgu; e v9 = Pgus temos que

Re(uy — v, w — vq)

Re(ugy — vg, w — v3)
Substituindo w = vy em (3.2) e w = vy em (3.3) e somando temos
[or = va||* < Refur — ug, v1 — ) < [Jug — usl [lor — 2|
e o resultado segue. O

Se MS,H entdo M+ == {u e H :u L v, Vo € M}. E facil ver que ML é sempre
um subespaco vetorial fechado de H. Uma transformagao linear P : H — M é dita uma
projecio se P? = P. Se P € L(H) ¢ uma projecao, M = Im(P) e M+ = N(P) dizemos que
P é uma projegao ortogonal sobre M. Uma projecao ortogonal P é continua se e somente
se M = ImP é fechado.

Teorema 3.4.2. Seja H um espago de Hilbert e MG, H fechado, entdo M & M+ = H; isto
¢, cada w € H pode ser expresso unicamente como v = w + v onde w € M ev € M=,
Os vetores w e v sdo 0s tnicos elementos de M e M* cuja distancia a u é minima; isto
é, w = Pyu ev = Pyiu. Além disso Py e Py = I — Py sdo projecoes continuas com
[Parl| = [[ P |-
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Prova: Para u € H entao Pyyu é o tnico elemento de M que minimiza a distancia de v a M.
Note que M N M+ = {0} e u = Pyu+ (I — Py)u € M + M+ para todo u € H. Além disso,
se 2 € M, [lu—z[|* = [ Pau+ (I — Par)u— 2 = | Payull® + |(I = Par)u — 2[|* > || Pasul|?
e (I — Py)u é o tinico ponto de M+ que minimiza a distancia de u a M*. Segue que
(I — Py)u = Pyru.

Vejamos que Py, é uma projecao continua. Primeiramente note que Py é linear pois se
u,v € H e a € K entao

Py(au+v) ==z

é o elemento de M que minimiza a distancia a au + z e
o +v —m|| = ||aPyu+ Pyv —m|* + ||a(u — Pyu) + v — Pyol|?

e 0 minimo ocorre quando m = aPyu + Pyv. Da definicao de Py, segue que P]@ = Py.
Sabemos da Proposicao 3.4.1 que ||Pyul| < ||ul| e do fato que Ppu = u para todo u € M
temos que ||Py|| = 1. O

Oitava Aula (100 minutos) T
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Nona Aula (100 minutos) |

Se H é um espaco de Hilbert e y € H segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

fy(x) = (x,y) define um funcional linear continuo e que ||f,|| g+ = ||y||z. Entdo, a trans-

formacao H > y — f, € H* ¢ uma isometria linear-conjugada entre H e H*. O resultado a
seguir mostra que esta isometria é sobrejetora:

Teorema 3.4.3. Se f € H*, existe um unico y € H tal que f(x) = (x,y) para todo x € H.

Prova: Unicidade é obvia. Se f é o funcional nulo entdo y = 0. Se f # 0, seja M = {z €
H: f(z) =0}. Entao M G H e portanto M+ # {0} pelo Teorema 3.4.2. Seja z € M+ com
|zl =1. Seu = f(x)z — f(2)x entdo u € M ¢

0= (u,2) = f(@)ll2]* = f(2)(z, 2) = f(2) — (z, [(2)2).

Portanto f(z) = (z,y) onde y = f(2)z. O

Segue que, Espacos de Hilbert sao reflexivos em um sentido bastante forte: Nao somente
H é naturalmente isomorfo a H** como também é isomorfo (através de uma transformacao
linear-conjugada) a H*.

Um subconjunto {us}aea de H é chamado um conjunto ortonormal se |lu,| = 1 para
todo a € A e u, L ug para a # . Se {v,}72; é uma seqiiéncia linearmente indepen-
dente de vetores em H existe um procedimento usual para converte-la em uma seqiiéncia
ortonormal {u, }5°, tal que o espago gerado por {vy,..., vy} coincide com o espago gerado
por {u,...,ux}. Este processo é conhecido como processo de ortogonaliza¢ao de Gram-

Schmidt e consiste em tomar u; = vy/||v1|| e uma vez determinados wuy,...,ux_1 tomar

uy = [oy = 205 s wndua | [ llow = 05 o wauall

Teorema 3.4.4 (Desigualdade de Bessel). Se {us}aca € um conjunto ortonormal em

H, entao para v € H,
> Ny ua)? < lul®.
acA

Em particular {o € A : (u,u,) # 0} € enumerdvel.

Prova: B suficiente mostrar que Y wer |, ua) > < ||ul| para todo F' C A finito. Mas

0 < lu— 3 qep(u, ta)tal? )
= ||U||2 — 2Re <U, ZaeF<ua ua>ua> + Hzaep<uaua>uaH

= llull® = 22 aer (s uad|* + Xaep s wa) [ = llull® = X aer (u, wa)l?,

onde utilizamos o Teorema de Pitédgoras. U
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Teorema 3.4.5. Se {uqy}aca € um conjunto ortonormal em H, as sequintes afirmativas sao
equivalentes:

a) (Completamento) Se (u,u,) = 0 para todo o € A, entao u = 0.
b) (Identidade de Parseval) ||ul|* = >" 4 |(u, ua)* para todo u € H.

c) Para cada w € H, u = Y (U, Ua)Ua, onde a soma tem apenas um nimero enu-
merdvel de termos nao nulos e converge independentemente da ordem dos termos.

Prova:
Se x € H, seja oy, as, ... qualquer enumeragao dos o's para os quais (u, uq) 7# 0.
Pela Desigualdade de Bessel a série 377, [(u, uq, )| converge, logo pelo Teorema de Pitdgoras,

n 2

Z (U, Uq; ) U,

Jj=m

n
= Z [(u, uq,)|” = 0, quando m,n — oc.

j=m

Como H é completo, » 77 (U, Uq,)Ua, é convergente. Se

o0
v=u— Z(u, U, ) Ua,

j=0

temos que (v, u,) = 0 para todo a. Segue, de a), que v = 0.
Com a notacao como acima, como na prova da Desigualdade de Bessel, temos

n 2

n
||U”2_Z|<uvuaj>|2 = U_Z<Uauaj>“aj
s j=1

E 6bvia. O

Um conjunto ortonormal tendo as propriedades (a-c) do Teorema 13.4.5 é chamado uma
base ortonormal de H. Para cada o € A, defina e, € [*(A) por e,(3) = 0se a # (B e
eo(a) = 1. A familia {e,}aca ¢ claramente ortonormal, e para qualquer f € [2(A) temos
(f,ea) = f(a), de onde segue que {e,}aca ¢ uma base ortonormal.

— 0 quando n — oc.

Proposicao 3.4.2. Todo espaco de Hilbert tem uma base ortonormal.

Prova: Basta aplicar o Lema de Zorn para mostrar que a colecao de todos os conjuntos
ortonormais, ordenado pela inclusao, tem um elemento maximal. A maximalidade é equiva-
lente & propriedade a) do Teorema [3.4.5. 0

Teorema 3.4.6. Um espaco de Hilbert H ¢ separdvel se e somente se tem uma base ortonor-
mal enumerdvel e neste caso toda base ortonormal de H € enumerdvel.
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Prova: Se {z,} é um conjunto enumerével denso em H, discartando recursivamente qualquer
T, que é combinacao linear de x4, ..., x,_; obtemos uma seqiiéncia linearmente independente
{yn} e aplicando o Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt obtemos uma seqiiéncia
ortonormal {u, } que gera um subespaco denso em H e portanto é uma base. Reciprocamente
se {u,} é uma base ortonormal, as combinagoes lineares finitas dos u/,s con coeficientes em
um subconjunto enumeravel e denso em C forma um subconjunto enumeréavel e denso em
H. Além disso, se {v4}aca € outra base ortonormal, para cada n o conjunto 4, = {a € A:
(U, Vo) # 0} é enumeravel. Pelo completamento de {u,}, A = U, A,, logo A é enumerével.
O

Se Hy e Hy sao espagos de Hilbert com produtos escalares (-, )1, (-, -)2, uma transformag¢ao
unitaria de Hy sobre Hy é uma transformacao linear sobrejetora U : Hy — Hs que preserva
produto escalar; isto é, (Uzx, Uy)y = (x,y). E claro que toda transformacio unitdria é uma
isometria e reciprocamente (da Identidade de Polarizagao) toda isometria de H; sobre Hj é
uma transformacao unitaria.

Proposicao 3.4.3. Seja {e4}aca uma base ortonormal de X. FEntdo a correspondéncia
x — & definida por &(a) = (x,us) € uma transformacao unitdria de H em [*(A).

Prova: A transformacio z +— & ¢ claramente linear, e é uma isometria de H em [*(A)
pela identidade de parseval |[z]|* = Y 4 [#(2)]?. Se f € I>(A) entdo Y. 4 f(a)]* < oo,
e pelo teorema de Pitdgoras as somas parciais da série »  _, f(@)u, (da qual apenas um
nimero enumeravel de termos sdo nao nulos) formam uma seqiiéncia de Cauchy; portanto
v=73 eaf(@)u, existeem Hez = f. O

Nona Aula (100 minutos) T
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3.5 Apéndice B: Teorema de Schauder

Antes de enunciar o Teorema de Schauder provamos o seguinte corolario do Teorema de
Brouwer.

Corolario 3.5.1. Seja K um subconjunto convero e compacto de R" e T : K — K continua,
entdao T tem um ponto fizo.

Prova: Seja B uma bola fechada contendo K e P a restricao a B da projecao de R" sobre

K (veja Teorema 3.4.1). A composta T'o P: B — K C B é continua; logo, tem um ponto

fixo zg € B. De f(p(zg)) = xg € K temos que P(x¢) =z e f(xg) = f(P(xg)) = xo. O
Agora estamos em condicoes de enunciar e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.5.1 (Schauder). Seja E um espaco vetorial normado, K C E compacto e
convexo. Entao qualquer func¢ao continua T : K — K tem um ponto fixo.

Este teorema é uma conseqiiéncia imediata do seguinte resultado

Teorema 3.5.2. Seja S um subconjunto convexo de um espacgo vetorial normado E e seja
T:S — S uma fungdo continua tal que T(S) C K C S com K compacto; entao T tem um
ponto fixo

Prova: Em primeiro lugar vamos mostrar dado ¢ > 0 que existe um conjunto compacto e
convexo K, C S contido em um subespaco de dimensao finita de £ e uma funcao continua
P.: K — K. tal que, para toco x € K, ||zt — P.z|| < e. De fato: Como K é compacto existem
x1,...,2, € K tais que todo x € K dista de algum deles menos que €. Para j =1,...,n
definimos uma funcao continua g; : K — R por

oy el =z, sellr —ayf| <e
9;() —{ 0, se |l —z,] > e.

Temos entdo que Y7, gj(x) > 0 para todo = € K e, definindo

hj(x):ﬂ j=1...,n,

>k k()

temos que h;(z) > 0, Y27, hj(z) = 1, Vo € K e hj(z) =0, se ||z — z4]| > e. Se K. denota
a envoltéria convexa de {xy,...,x,} temos que K. C S estd contido em um subespaco de
dimensao finita de F/, é compacto e convexo. Definimos P, : K — K, por

Pz) = Y by,

P_ é continua e
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Como, no segundo membro, somente as parcelas para as quais ||z — z;|| < € s@o nao nulas
temos que

lz = P(2)ll = > hj(@)lle — ;] < e, z € K.
j=1

Agora mostramos que para todo € > 0 existe z. € S tal que ||z, — Tz || < e. De fato, se
P.oT: K. — K. segue do Corolario 3.5.1 que existe z. € K, tal que P.(T.z.) = z.. Segue
da primeira parte que ||P(Tz.) — Tz || <, isto é, ||z — Tz || < e.

Segue do que foi visto que, para todo n, existe z,, € S tal que ||z, — Tx,| < % Temos
que {Tz,} C K e portanto existe subseqiiéncia convergente {T'z,, }. Se x é o limite dessa
subseqiiéncia, temos que {z,} é convergente com limite x e portanto, da continuidade de T,
Tr =x. 0
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3.6 Lista de Exercicios
1. Se X é um espaco vetorial normado sobre K entao as operagoes

e X xX>3(x,y)—ax+yeX,
e Kx XNy —dreXe
e X o>z |z||€eR

sao continuas. Além disso, |||z| — ||y||| < ||z — y||, para todo z,y € X.
2. Mostre as igualdades em (3.1) e que || - || — [0,00) dada ai é uma norma.

3. Mostre que se X, Y sao espagos vetoriais normados sobre K, L(X,Y) é o espago das
transformagoes lineares e limitadas de X em Y e || - || : L(X,Y) — [0,00) é definida
por (3.1) entdao L(X,Y’) é um espago vetorial normado.

4. Mostre que se X, Y sao espagos vetoriais normados sobre K e L(X,Y") é completo entao
Y é completo (veja [4]).

5. Mostre que, se XY, Z sao espagos vetoriais normados, T' € L(X,Y) e S € L(Y,Z)
entdo SoT € L(X, Z) e [[SoT| < |IS||||T]|-

6. Seja X um espaco vetorial normado. Mostre que um funcional linear f : X — K ¢é
continuo se e somente se N(f) = f~1({0}) é fechado.

7. Seja X um espago vetorial normado e M & X um subespaco vetorial fechado de X.
Entao, dado 0 < € < 1, existe z. € X, ||z|| = 1 tal que inf,,eps [|ze —m| > 1 — €.
Sugestao: Sey € X\M e a = infycp ||y — m|| seja me tal que ||y —m || < a(l+ %)
exe=(y—me)/lly —me| .

8. Seja X um espaco vetorial normado e M & X um subespaco vetorial de X. Em X
defina a seguinte relagao de equivaléncia, z ~ y se © —y € M. Denote por X/M
o conjunto das classes de equivaléncia de elementos de X e por x + M a classe de
equivaléncia do elemento x € X. Se M ¢é fechado, mostre que:

e Se em X/M definimos a soma +:X x X — X e multiplicagdo por escalar e :
KxX — Xpor(x+M)+(y+M)=(x+y)+MeXe(z+M)=Ax+ M entao
X/M é um espago vetorial (chamado espago quociente de X por M).

|z + M| =inf{||z +y| : y € M} é uma norma em X /M.

Para cada € > 0 existe z € X tal que ||z]|=1e |z + M| >1—e
A Projecao m(z) = x + M de X em X/M tem norma 1.

e Se X é completo entdo X /M é completo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Mostre que se X é um espaco vetorial normado de dimensao infinita entao existe uma
seqiiéncia {z, } em X com ||z, || = 1 e que ndo possui subseqiiéncia de Cauchy. Conclua
que se X é um espaco de Banach de dimensao infinita entao a bola fechada unitaria
em X nao é compacta.

Seja X um espaco de Banach e P uma projecao. Mostre que P é continua se e somente
se sua imagem e nucleo sao é fechados.

Mostre que (£,)* =¥, 1 < p < o0, % + % = 1. Conclua que ¢, é reflexivo, 1 < p < 0.
Sugestio: Seja aj = f(e;), 1 < j < oo entdo f({x;}) = 77, ajx;. Defina {n;} por:

e Paral<j<mne f(e)#0,n = fle)|f(e;)]?
e Para j>n ou f(ej) =0, n; =0.

q—1

Entdo {n;} € £y e f({n;}) = 3251 lasl” < (I fll(e,)- (Z?:1 ’%’|q> . Segue que {o;} €
by e |{ajtle, < IIflle)=- A tgualdade segue da Desigualdade de Hélder. (£,)* > f —
{a;} € ¢, € uma isometria linear sobrejetora.

Mostre que:
e Se X,Y sao espacos vetoriais, 7' : X — Y é uma transformacao linear e C' C X é
convexo entao, T'(C') C Y é convexo.
e Se X é um espaco vetorial normado e C' C X é convexo entao C~ é convexo.

e Se X é um espago vetorial e A C X a envoltéria convexa de A é o conjunto dos
pontos da forma » "  ta; com 0 <t¢; <1, 3" t;, =1 a € Aparal <i<n
e n € N. Mostre que a envoltdria convexa de A (co(A)) é o menor convexo que
contém A.

e Se X é um espago vetorial e C' C X é convexo entao C' + C' = 2C. Mostre que
isto nao vale se C' nao é convexo.

Em um espago com produto interno H, mostre que vale a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

Em um espago com produto interno H, mostre que a fungao || - || : H — R definida
por ||u| = (u,u)2 é uma norma.

Em um espaco com produto interno H, mostre que se v L v entao vale o teorema de
Pitdgoras ||u + v||* = [Ju||* + [|v]].

Mostre que em um espago com produto interno (real ou complexo) H vale a identidade
do paralelogramo

lu+ol* + [lu = vl* = 2[[ull® + 2[v]]*,  Vu,v € H.
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Mostre que um espago vetorial normado real H onde vale a identidade do paralelogramo
é um espaco com produto interno dado por

1
(u,0) = Zlllu+ ol = Jlu—olY, Vu,v € H,

Mostre que um espaco vetorial normado complexo H onde vale a identidade do par-
alelogramo é um espago com produto interno dado pela identidade de polarizacao

1
(u,v) = Z[I|U+U|l2 = llu—l* +illu + ivl|* —iflu —vl"],  Vu,v € H.

Se H é um espaco de Hilbert e M, N, H, mostre que:
o M+t = M-,
e Se M C N entao N* C M+,
o (M +N)tcM*++ Nt

Seja H um espaco de Hilbert e P uma projecao ortogonal. Mostre que P é continua
se e somente se sua imagem é fechada .

Sejam H; e Hy espagos de Hilbert e T' é uma isometria linear de H; sobre Hy. Mostre
que T é unitaria.
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3.7 Primeira Prova

’ 1. Prova de SMA-5926 - Analise I‘ Questdes | Valor | Notas
012 3.0
022 1.0
Professor: Alexandre Nolasco de Carvalho 03* 1.0
042 2.0
052 1.0
Nome: 062 1.0
072 1.0
23.09.2002 | Total | 10.0 | |

1. Seja Cyla,b] o espago das fungoes continuas f : [a,b] — R com o produto escalar

) = / £(2)g(x)da

e denote por L?*(a,b) o completamento de Cyla,b]. Mostre que

(a) L*(a, b) é um espa(;o de Hilbert separavel
(b) {f 5 oS T, f sin z, f cos 2w, - = sin 2z, . ..} é uma familia ortonormal no es-
pago L*(0,2m).
(¢) Se f e Cyl0,27],
flz) = Liancosm;—i-bnsinn:c]
n=1

\/_

=)

onde

ag = \/% /027r flz)dz, a, = % /027T f(z) cosnxdzx,

1 2
bn:—/ f(x)sinnzdr, n=1,2,....
Vil T

2m
(d) f(x)2de = ad + >0 [a2 + V2], f € Cyl0,27].
0
2. Seja X um espago vetorial e || - ||; : X — [0,00), i = 1,2, duas normas tais que X com
qualquer dessas normas é um espago de Banach. Se existe ¢ > 0 tal que || - [|1 < ¢/ - ||
entao as normas sao equivalentes.
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. Seja X um espago de Banach e T' € L(X). Dizemos que T' € L(X) é compacta se T leva

conjuntos limitados de X em conjuntos relativamente compactos de X. Mostre que
C(X)={T € L(X) : T é compacta} é um espaco de Banach. Mostre que {{z;}52, €
lo(N) 1 v = {jz;}52, € lo(N) e [lz][e,ny) < 1} é um conjunto relativamente compacto
de EQ(N)

(a) Se X é um espaco métrico completo e T : X — X é tal que T" é uma contracao
entao, 1" tem um tnico ponto fixo.

(b) Seja X = C[0,1] e K :[0,1] x [0, 1] — R continua. Mostre que T' € L(X) definida
por

T = [ Kag) i@y
0
é compacta e que T™ é uma contracao para n suficientemente grande.

Se X é um espago de Banach e T': X — X ¢é uma transformacao linear compacta
entdo N(I —T') tem dimensao finita.

Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear fechado.
Mostre que X4 = D(A) com a norma ||| pay = ||| + ||Az|| é um espaco de Banach.
Se A ¢ bijetora e i : X4 — X é compacta entdao A~! € L(X) é compacta.

Se X é um espago de Banach e T' € L(X) é tal que ||T']] < 1 entdo I — T tem inversa
limitada e (I —T)~' =30 /T". Se T € L(X) tem inversa limitada e S € L(X) é tal

que ||S —T < ﬁ entao, S tem inversa limitada.
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Capitulo 4

Medidas (Folland)

Décima Aula (100 minutos) |
Um dos problemas mais veneraveis em geometria é determinar a area ou volume de
uma regiao no plano ou no espaco. As técnicas de Célculo Integral fornecem uma resposta
satisfatéria para as regides que sao limitadas por curvas ou superficies bem comportadas
mas sao inadequadas para lidar com conjuntos mais complicados (mesmo em dimensao um).
Idealmente, gostariamos de encontrar uma fungao p : P(R™) — [0, 00], n € N que associa a
cada E' C R" um nimero real estendido p(E) € [0, 00] (a medida de E) de forma que p(E)
coincide com o valor obtido pelas técnicas de Célculo Integral quando estas se aplicam. Tal
funcao p certamente deveria satisfazer as seguintes propriedades:

a) A medida da unido enumerédvel de conjuntos disjuntos é a soma das medidas dos
conjuntos.

b) Se o conjunto E pode ser transformado no conjunto F' por translacdo, rota¢ao ou
reflexdo entao u(F) = u(F)

¢) A medida do cubo unitdrio @ ={z € R":0<z; <1, 1 <i<n}éum.

Infelizmente estas condicoes sao mutuamente inconsistentes. Para verificar esta incon-
sisténcia para n = 1 comegamos definindo uma relagao de equivaléncia ~ em [0, 1] declarando
x ~ y se x —y é racional. Seja N um subconjunto de [0,1] que contém exatamente um
elemento de cada classe de equivaléncia (usando o Axioma da Escolha). A seguir, seja
R=QnN]0,1) e para cada r € R seja

N.={z+r:ze Nn[0,l—r)}U{z+r—1:ze NNn[l—-r1)}.
Entao e [0,1) é a unido disjunta dos N,, r € R. Se pu : P(R) — [0, 00] tem as propriedades

p(N)=pn(NN[0,1—=7)+u(NN[1—=r1))=pnN,), VreR.

Segue que 1 = p[0,1) = > _» p(N,) 0 que é um absurdo.

57
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Uma vez que ha conjuntos tao estranhos que nao podemos medir o seu conteudo, vamos
procurar construir uma tal funcao p para uma classe de conjuntos que contém todos aqueles
conjuntos que tenhamos alguma chance de encontrar na prética (a menos que estejamos
deliberadamente tentando encontrar exemplos patoldgicos).

4.1 J—Algebras

Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra de conjuntos em X é uma colecao nao vazia A
de subconjuntos de X que é fechada por uniao finita e complementos. Uma o—dlgebra é um
algebra que é fechada por uniao enumerével.

Note que N;E; = (U;E5)¢ implica que uma algebra (o-dlgebra) é fechada por intersegao
finita (enumerdvel). Além disso, se A é uma algebra entdao ) = AN A°e X = AU A°
pertencem a A.

E 1til observar que uma algebra A é uma o—algebra se é fechada por unido enumeravel
disjunta. De fato, suponha que {E; : j € N} C A. Seja,

F, = E\[UZ{Ej] = BN [UIZLE)]° € A.
Segue que {F}} C A é uma familia disjunta e Uy_, Fy, = U}_, E} para todo n € N.
Exemplos de J—Algebras:
e Se X é um conjunto nao vazio qualquer {f), X} e P(X) sao oc—algebras.
e Se X é nao-enumeravel
A={FE C X : E é enumeravel ou E° é enumeravel }

¢ uma o—algebra.

A intersecao de qualquer familia de o—algebras em um conjunto X é ainda uma o—4él-
gebra.

e Se X é um conjunto nao vazio e £ C P(X) existe uma tnica menor o—élgebra M(E)
que contém & (a intersegao). M(E) é chamada o—algebra gerada por €. E imediato

que, se £ C M(F) entao, M(E) C M(F).

e Se X é um espaco métrico (ou espago topoldgico), a o—algebra By gerada pelos con-
juntos abertos em X é chamada o—dlgebra de Borel em X.
1. Bx inclui todos os conjuntos abertos e todos os conjuntos fechados.
2. Gy ={U € P(X) : U é intersecao enumeravel de abertos} C By,
3. F, ={U € P(X) : U é unido enumeravel de fechados} C Bx
4. Gs, = {U € P(X) : U é uniao enumeravel de Gs} C By
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5. Fos = {U € P(X) : U é intersegdo enumerdavel de F,} C Bx
Proposicao 4.1.1. Br € gerada pelos sequintes conjuntos:

a) os intervalos abertos: & = {(a,b) : a < b},

(=

os intervalos fechados: € = {[a,b] : a < b},

O

=8

)

)

) os intervalos semi-abertos: € = {(a,b] : a < b} ou & = {[a,b) : a < b},

) os intervalos abertos semi-infinitos: & = {(a,00) : a € R} ou & = {(—00,a) : a € R},
)

e) osintervalos fechados semi-infinitos: £, = {[a,0) : a € R} ou & = {(—o0,a] : a € R}.

Prova: E facil ver que todos os conjuntos acima estdo em Bg e portanto M(&;) C Bg. Para
mostrar que Br C M(E;) observamos que todo conjunto aberto em R é unido enumerével de
intervalos abertos e portanto basta mostrar que M(E;) contém todos os intervalos abertos
para 1 < j < 8. De fato, para a < b e ng >

ba’

L 81, ok.

n>n0[a+ 1 b_ ]

e &, basta notar que (a,b =

) =
&3, basta notar que (a,b) = U,>p,(a,b — 1].
) =

(
( n
(
(

&4, basta notar que (a,b) = U,>p,la —|— ,b).

&5, basta notar que (a,b] = (a,00)\(b,0) e (a,b) = Upsp,(a,b— <].
(—00,b)\(=00,a) e (a,b) = Unznyla + 1, b).
[2,00)\[b; 00) e (,b) = Upznola + 3, 0).

&s, basta notar que (a, b] = (—o0,b]\(—00, a] e (a,b) = U,sp,la,b—1). O

n

&g, basta notar que [a, b

) =
) =

&;, basta notar que [a, b

Seja { X4 }aca uma colecao de conjuntos nao vazios, X = Il,c4X, 0 seu produto carte-
siano e m, : X — X, dada por m,(f) = f(«a), f € X, a € A. Se M,, é uma o—algebra em
X, para cada o € A, a o—adlgebra produto em X é a o—algebra gerada por

{7 Y (E,) : Eo € M,, a € A}.

(0%
Denotamos esta o—élgebra por @, 4 Ma.

Proposicao 4.1.2. Se A € enumerdvel, entao @ ., M, € a o—dalgebra gerada pela familia

de conjuntos {IlocaFy @ E, € M}

acA

Prova: Se E, € M,, entao 7, (E,) = HgeaEs onde Ez = Xz para 3 # «; por outro lado
HocaFo = Naean, '(E,) e o resultado segue. O
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Proposigao 4.1.3. Suponha que a 0— dlgebra M, é gerada por &, a € A. Entao Qe 4 Ma
¢ gerado por Fy = {n,; (Fy) : Ey € Eq,a € A}. Se A é enumerdvel e X, € &, para todo
a €A, Q,cnMa € gerado por Fy = {llaeaby : By € Ea}.

Prova: Obviamente M(F;) C @, c4 Ma. Por outro lado, para cada «, a colecio {£ C
Xo Y (E) € M(Fy)} é uma o—4lgebra em X, que contém &, e portanto M,. Em outras

palavras 7' (E) € M(F;) para todo E € M,, a € A, e portanto @, Mo C M(F1). A

segunda afirmativa segue da primeira como na prova da Proposicao 4.1.2. 0

Proposicao 4.1.4. Sejam Xi,..., X, espagos métricos e X = II7_X;, com a mélrica
produto. Entio @;_, Bx; C Bx. Se 0s X;’s sao separdveis, entio @;_, Bx, = Bx.

Prova: Pela Proposicao 4.1.3, ®;.l:1 Bx, ¢ gerada pelos conjuntos 7T;1(Uj>7 1 <j <mn, onde
U; é aberto em X;. Como estes conjuntos sao abertos em X segue que ®?:1 Bx, C Bx.
Suponha agora que C; é um conjunto enumeravel e denso em X, e seja &; a colecao de bolas
em X, com raio racional e centro em C;. Entao todo conjunto aberto em X; é uma uniao
de membros de &; (de fato unido enumerdvel pois £; é enumerdvel). Além disso, o conjunto
dos pontos em X cuja j—ésima coordenada estd em C; para todo j ¢ um subconjunto
enumeravel denso de X, e as bolas de raio r em X sao meramente produto de bolas de raio
7 nos X;’s. Segue que By, é gerado por &; e By é gerada por {II7_, F; : E; € £;}. Portanto
Bx = @;_, Bx; pela Proposicio 4.1.3. O

Corolario 4.1.1. Bgn = ®?:1 Br.

Décima Aula (100 minutos) T
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Décima-Primeira Aula (100 minutos) |
A seguir apresentamos um resultado técnico que sera necessario mais tarde. Dizemos que
&€ é uma familia elementar £ de subconjuntos de X se

e Ne&,
ese FFFefentao ENF €&,
e se F € £ entao E° é uma uniao disjunta finita de elementos de .

Proposicao 4.1.5. Se £ € uma familia elementar, a colecao A de unioes finitas disjuntas
de elementos de £ é uma dlgebra.

Prova: Se A,B € £ e B® = szlc’j (C; € &, disjuntos), entdo A\B = U}’Zl(A NCj) e
AU B = (A\B) U B, onde estas unioes sao disjuntas, logo AA\B € Ae AUB € A. Dali,

segue por indugao que se Ay, ..., A, € £, entao U]_; A; € A; de fato, por indugao, podemos

assumir que Aj, ..., A, 1 sdo disjuntos, e entao U7_;A; = A, U (U;:ll(Aj\An)), que é uma

unido disjunta. Para ver que A é fechada por conplementos, suponha que A;,..., A, € £ e
Ac = Uj:lBg1 com Bl ... B/ elementos disjuntos de £. Entao

(Unzidm)® =My (Ui BY,) A
=U{B'N---NB": 1< jy < Jpn, 1 <m < n},

que estd em A. d

4.2 Medidas

Seja X um conjunto equipado com uma o—algebra M. Uma medida é uma fungao pu: M —
0, o¢] tal que

i) u(0) = 0.

ii) Se {£;}%2, é uma seqiiéncia disjunta de conjuntos em M, entao
(U2, Ey) = ZM(EJ')-
j=1

A segunda propriedade acima é chamado o—aditividade. Ela implica aditividade finita:

ii)" se Fy, ..., E, sao conjuntos disjuntos em M, entao

p (U, E)) = Zu(Ej),
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porque podemos tomar E; = () para 7 > n. A fungdo u que satisfaz i) e ) mas nao
necessariamente ii) é chamada uma medida finitamente aditiva.

Se X é um conjunto e M C P(X) é uma o—4algebra, (X, M) é chamado um espago
mensuravel e os conjuntos em M sao chamados conjuntos mensuraveis. Se p é uma medida
em (X, M), entao (X, M, u) é chamado um espago de medida.

Seja (X, M, 1) um espaco de medida. Se u(X) < oo dizemos que p é uma medida finita
(W(E)+pu(E) = p(X) = p(E) < oo, VE € M). Se X = U2 B, B € M com pu(Ej) < oo,
J € N, dizemos que p é uma medida o—finita. Mais geralmente se £ = U2, E;, E; € M
com p(Ej) < oo, j € N, dizemos que E é um conjunto o—finito para p. Se para cada £ € M
com p(E) = oo existe FF € M com FF C E e 0 < u(F) < oo, 1 é chamada uma medida
semifinita.

Toda medida o—finita é semifinita, mas a reciproca nao vale.

Exemplos de Medidas

e Seja X um conjunto nao vazio, M = P(X) e f: X — [0,00] uma funcdo qualquer.
Entao f determina uma medida em M por pu(E) =", f(x). Se f(x) < oo, Va € X,
entdo p é semifinita e p é sigma finita se e somente se {x € X : f(z) < 0} é enumerével.
Se f(x) =1, Vo € X, p é chamada medida da contagem. Se f(zo) =1, f(z) = 0 para
todo x € X, x # x9, 1 é¢ chamada Medida de Dirac.

e Se X é nao-enumeravel, e M é a c—algebra dos subconjuntos E tais que E é enumeravel
ou tem complementar enumeravel. A funcdo p definida em M por p(E) = 0 se E é
enumeravel e u(E) =1 se F tem complementar enumeravel é uma medida.

e Se X é um conjunto infinito e M = P(X). Defina u(E) = 0 se E é finito, u(E) = oo
se F ¢é infinito. Entao p é uma medida finitamente aditiva mas nao é uma medida.

Teorema 4.2.1. Seja (X, M, p) um espago de medida.
a) (Monotonicidade) Se E,F € M e E C F, entao u(E) < p(F).
b) (Sub-aditividade) Se {E;}32; C M, entdo (U5, ;) < 32272, u(Ej).
c¢) (Semi-continuidade Inferior) Se {E;}52, € uma seqiiéncia de conjuntos em M tal
que e By C Ey C -+, entao p(U32, Ej) = lim; . p(Ej).
d) (Semi-continuidade Superior) Se {F;}32, C M, By D Ey D -+ e u(E;) < oo,
entdo p(N32, Ej) = lim; oo u(Ej).

Prova: a) Se E C F, entao u(F) = u(E) + p(F\E) > u(E).
b) Seja {E;}32, C M, F1 = Eye I, = BN [U?;%Ej]c, k > 1. Entao os F}’s sdo disjuntos
e Ul F; = Uj_, Ej para todo n. Portanto, de a)

o0

MU E)) = p(U2, Fy) = Y u(Fy) < ZM(EJ')-

j=1
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¢) Fazendo Ey = (), temos
(U2 Ey) = p(U52 Ej\Ej1) = JLI{.IOZM(Ej\Ej—l) = lim p(E,).
=1

d) Seja Fj = E)\Ej; entdao Fy C Iy C -+, p(Ey) = p(Fy) + p(Ej), e URF =
E\ (N2, E;). Segue de c) que

p(Br) = (G20 By) + lim p(Fy) = p(052, ) + lim [u(Ey ) — p(E;))-
Como u(E;) < oo, podemos subtrai-lo em ambos os lados e o resultado segue. U
Se (X, M, ) é um espago de medida, um conjunto £ € M tal que u(E) = 0 é dito
de medida nula. Segue da subaditividade que a uniao enumeravel de conjuntos de medida
nula é um conjunto de medida nula. Se uma afirmativa sobre pontos x € X vale exceto
possivelmente para x em um conjunto de medida nula dizemos que a afirmativa vale quase
sempre (q.s.) ou para quase todo x ou em quase toda parte (q.t.p.). Se E € M, u(E) =0
e F C F entao pu(F) = 0 contanto que F' € M (o que ndo precisa ser verdade). Uma
medida cujo dominio contém todos os subconjuntos de conjuntos com medida nula é chamada
completa. Completamento sempre pode ser obtido aumentando o dominio da medida como
segue
Décima-Primeira Aula (100 minutos) |
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Décima-Segunda Aula (100 minutos) |

Teorema 4.2.2. Suponha que (X, M, u) € um espago de medida. Seja N = {N e M:
p(N) =0y e M ={FUF:E € MeF C N para algum N € N}. Entio M ¢é uma
o—dlgebra, e existe uma unica extensao i de p a uma medida completa sobre M.

Prova: Como M e N sio fechadas por unido enumeravel, M também o é. Se EU F € M
onde E € Me F C N € N, podemos assumir que ENN = (). Entao EUF = (EU
N)N (NUF), logo (EUF)* = (EUN)°U(N\F). Mas (EUN)°€ MeN\FF CN e
(EU F)¢ € M. Portanto M é uma o—4lgebra.

Se EUF € M é como acima, definimos a(EUF) = pu(F). Esta funcdo esta bem definida
poisse By UF, = FbUF, com B € Me F; C N; € N, i = 1,2, entao E;, C Ey U N,
(B2 C EyUN) e p(Er) < p(E2) + p(Na) = p(Es) (n(E2) < (El) + u(N1) = p(Er)). E
facil verificar que /i é uma medida completa sobre M e que [i é a tinica medida em M que
estende p. ([l

A medida i do teorema anterior é chamada o completamento da medida 1 e M é chamada
o completamento da o—algebra M relativamente a p.

4.3 Medida Exterior

Nesta secao serao desenvolvidas as ferramentas que utilizaremos para construir medidas.
Como motivacao consideramos o procedimento utilizado em calculo para definir area de
uma regiao limitada £ do plano. Desenhamos uma grade de retangulos e aproximamos a
area de FE inferiormente pela soma das areas dos retangulos da grade que estao contidos em
E e superiormente pela soma das areas dos retangulos que interseptam E. O limite dessas
aproximagoes quando a grade é feita mais e mais fina sao a “area interior” e “area exterior”
e se elas coincidem o valor comum é chamado drea de E. A idéia chave aqui é a de area
exterior pois se R é um retangulo grande contendo E a area interior de F é a area de R
menos a area exterior de R\ E.

A generalizagao da nocao de édrea exterior é feita da seguinte maneira. Uma medida
exterior em um conjunto nao vazio X é uma fungao p* : P(X) — [0, 0o] que satisfaz

o u*(A) < u*(B)se AC B,

o pw(U5ZA)) <3070 1 (4;).

A maneira mais comum de se obter medidas exteriores é comegar com uma familia £ de
conjuntos para os quais uma nocao de medida estd definida (tais como retangulos) e entao
aproximar conjuntos arbitrarios “pelo exterior” por uniao enumeréavel de elementos de £. A
construcao precisa é feita como segue.
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Proposigao 4.3.1. Sejam € C P(X) ep: & — [0,00] tais que 0, X € £ e p(d) = 0. Para
cada A C X, defina

' (A) = inf {Zp(Ej) EjefeAC U;-’olE]} :
j=1

Entao p* € uma medida exterior.

Prova: Para A C X existe {E;}52, C € tal que A C U2, E; (ja que ), X € £) e portanto
p* estd bem definida. E claro que p*(0) = 0 e que p*(A) < p*(B) sempre que A C B jé
que qualquer cobertura de B por elementos de £ é também uma cobertura de A. Resta
apenas mostrar a subaditividade. Suponha que {4;}52, C P(X) e € > 0. Para cada j existe
{EF}e, C € tal que A; C U2 EF e Y07 p(EY) < p*(A;) + €277, Entdo, se A = U2, A,
temos que A C US_ B} e p*(A) < 375 p(Ef) < 302, p*(A;) + €. Como € é arbitrério
temos a sub-aditividade. U

O passo fundamental que nos leva de medidas exteriores a medidas é o seguinte. Se u* é
uma medida exterior sobre X, um conjunto A C X é dito u*-mensurdvel se

p(E)=p (ENA)+u(ENAS, paratodo EC X.

E claro que a desigualdade p*(E) < p*(EN A) + p*(E N A°) vale para qualquer A e E e que
a igualdade vale se p*(E) = oo, logo A é p*-mensurdvel se e somente se

p(E)>pu (ENA)+p (ENAY, paratodo £ C X, u*(F) < oo.

A motivacao para a definicao de conjuntos mensuraveis encontra-se no seguinte: Se £ D A
é bem comportado entao a igualdade p*(E) = p*(ENA)+ p*(EN A°) nos diz que a medida
exterior de A coincide com a medida interior (p*(E)—u*(ENA°)) de A. O salto de “conjuntos
bem comportados contendo A” para todos os conjuntos é justificado pelo seguinte teorema.

Teorema 4.3.1 (Carathéodory). Se u* é uma medida exterior em X, a colecao M de
todos os conjuntos p*—mensurdveis ¢ uma o—dlgebra e a restricao de u* a M € uma medida
completa.

Prova: Primeiramente observamos que M é fechada por complementos pois a definicao de
p*-mensurabilidade de A é simétrica em A e A°. Em seguida, se A, Be Me E C X,

p(E) =p(ENA)+p (BN A7)
= (ENANB)+p*(ENANBY) + p*(EN AN B) (4.1)
+u*(E N A°N B°).
Mas (AUB) = (AN B)U (AN B°) U (A°N B) e pela subaditividade

P(ENANB)+p"(ENANBY)+p(ENA°NB) > ' (EN(AUB)),
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e portanto, de (4.1,
pH(E) = (BN (AUB)) +p"(EN (AU B)Y).
Segue que AU B € M e que M é uma algebra. Adicionalmente, se A, Be Me ANB =1
W(AUB) = g*((AUB) 0 A) + (AU B) 1 A%) = 1(A) + 1*(B),

portanto p* é finitamente aditiva em M.

Para mostrar que M é uma o—algebra, é suficiente mostrar que M é fechada por unioes
enumerdveis de conjuntos disjuntos. Se {A;}22, é uma seqiiéncia de conjuntos disjuntos em
M, seja B, = Uj_ 1 Aj e B= U2, A;. Entdo para todo E C X, u*(E) < oo,

W(ENB,) =p (ENB,NA,) +u (ENB,NA) =p (ENA,) + p (ENBy1),
e segue, por indugao, que p*(EN B,) = Z?:l p*(ENA,;). Portanto,
p(E)=p (ENB,) +p (ENBS) > p(ENA))+ p (ENB°).
j=1

Fazendo n — oo obtemos

pr(E) =35 (ENAy) +p(ENB) =
= (ENB) + p*(ENB°) = p*(E).

B3 (B 0 Ay)) + (B 0 BY)

Segue que B € M e tomando B = E, p*(B) = > 2, u*(4;), logo p* é o—aditiva em M.
Finalmente, se ©*(A) = 0, para todo £ C X temos que

p(E) < p (ENA)+p (ENAS) < p (BN A% < p(E),

de forma que A € M e p* restrita a M é uma medida completa. O

Nossa primeira aplicacao do Teorema de Carathéodory serd na extensao de medidas de
algebras para o—algebras. Mais precisamente, se A C P(X) é uma &lgebra, uma funcao
o : A — [0, 00] serd chamada uma pré-medida se

e 1u(0) =0,

e se {A4;}52, é uma seqiiéncia de conjuntos disjuntos na dlgebra A tal que U, A; € A,
entdo o(U52,4;5) = 3277, po(Aj)-

Em particular uma pré-medida é finitamente aditiva pois podemos tomar A; = ) a partir de
um certo indice. Se pp é uma pré-medida em A C P(X), ela induz uma medida exterior em
X tomando

' (E) = inf {Z po(4;): Aj e A, EC U‘;‘;IAJ} . (4.2)
=1

Décima-Segunda Aula (100 minutos) T
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Décima-Terceira Aula (100 minutos) |

Proposicao 4.3.2. Se py € uma pré-medida em uma dlgebra A e p* é definida por (4.2),
entao

b) todo conjunto em A é p*—mensurdvel.

Prova: a) Suponha que E € A. Se E C U2, A; com A; € A, seja B, = EN(A,\UjZ| A;).
Entao os B,’s sao membros disjuntos de .A cuja unido é E, logo puo(E) = 77, ,uO(B ) <
> 521 Ho(Aj). Segue que jo(E) < p*(E), a outra desigualdade é dbvia pois ' C U2, A; com
Al Ee A = @, ] > 2.

b)Se A€ A, E C X com p*(E) < oo e e > 0, existe uma seqiiéncia {B;}52, C A com
EC Uz Bje " uo(B)) < p*(E)+e Como pyg é aditiva em A,

p(E)+e> iuo(Bj NA)+ i,uo(Bj NAY) > (ENA)+ p*(ENA°.

J=1 Jj=1
Como € ¢ arbitrario, A é p*—mensuravel. O

Teorema 4.3.2. Seja A C P(X) uma dlgebra, jig uma pré-medida em A e M a o—dlgebra
gerada por A. Eziste uma medida ji em M cuja restricio a A € po (p = p*|,, com p*
dada por (4.2)). Se v é outra medida em M que estende gy, entio v(E) < p(E) para todo
E € M, com igualdade sempre que (E) < 0o. Se g € o—finita, entao p é a inica extensao
de o a uma medida em M.

Prova: A primeira afirmativa segue do Teorema de Carathéodory e da Proposicao 14.3.2
pois a o—algebra dos conjuntos p*—mensuraveis contém A e portanto M. Para a segunda

afirmativa, se £ € Me B C UX A;jonde A; € A, entao v(E) < 3777 v(A;) =377 po(4;),
e portanto v(E) < pu(E). Também, se fazemos A = U5 A;, temos

v(A) = lim v(Uj_,A;) = lim p(Uj_; Aj) = p(A).
Se p(E) < oo, podemos escolher os A;’s tais que pu(A) < u(E) + €, portanto u(A\E) <€, e
p(E) < p(A) = v(A) = v(E) + v(A\E) < v(E) + ((A\E) < v(E) + ¢

Como € ¢ arbitrdrio, u(E) = v(E). Finalmente, suponha que X = U2, A; com pip(A;) < oo,
onde podemos assumir que os A;’s sao disjuntos. Entao para qualquer E e M,

Z,uEﬂA :quﬂA v(E),
7j=1

logo v = p. 0
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4.4 Medidas de Borel em R

Agora estamos em condigoes de construir uma teoria definitiva para medir subconjuntos de
R baseada na idéia que a medida de um intervalo é o seu comprimento. Comegamos com
uma construcao mais geral e ligeiramente mais complicada que produz uma grande familia
de medidas em R com dominio Br. Estas medidas sdo chamadas medidas de Borel em R.

Suponha que p é uma medida de Borel finita em R e seja F(x) = p(—o0,z]. Entao F é
crescente (pelo Teoremald.2.1a)) e continua a direita (pelo Teorema4.2.1/d)). Além disso, se
b > a p(a,b] = F(b) — F(a). Nosso procedimento serd inverter este processo e construir uma
medida a partir de uma funcdo crescente e continua a direita F. O caso especial F(x) =z
nos dard a medida de comprimento usual para intervalos.

Os blocos de construcao de nossa teoria serao os intervalos abertos a esquerda e fechados
a direita ((a,b] ou (a,00), —0o < a < b < 00). Estes intervalos serdo chamados h-intervalos.
Claramente a intersecao de h-intervalos é um h-intervalo e o complementar de h-intervalo é
unido disjunta de h-intervalos. Pela Proposicao 4.1.5 a colecao A das unioes finitas disjuntas
de h-intervalos é uma &lgebra e pela Proposicao 4.1.1, a o—4&lgebra gerada por A é Bg.

Proposicao 4.4.1. Seja F': R — R wma fungao crescente e continua a direita. Se (a;,b;],
1 < j <n, sao h-intervalos disjuntos, seja

Ho (U(%ﬁj]) = Z[F(b]) — F(a;)],

j=1 j=1

e seja po(0) = 0. Entao po € uma pré-medida na dlgebra A das unioes finitas disjuntas de
h-intervalos.

Prova: Primeiramente devemos verificar que po estd bem definida, ja que os elementos de
A podem ser representados de mais de uma maneira como uniao disjunta de h-intervalos.
Se {(aj;,b;]}j—, sdo disjuntos e Uj_, (a;, b;] = (a,b], entdao, apés uma possivel reordenagao no
indice j, devemos ter a = a; < by = ag < by = -+ < b, = b, logo > 77| [F(b;) — F(a;)] =
F(b) — F(a). Mais geralmente, se {I;};-; e {J;}L, sdo seqiiéncias finitas disjuntas de h-
intervalos tais que Ui, [; = U, J;, temos que

U?:lli - Ui,j[i N Jj - Ulnljjj

n m

D om0l = no(Lin ;) = ol ;).

i=1 ij i=1

Portanto g esta bem definida e é finitamente aditiva por construcao.

Resta mostrar que se {/;}32; ¢ uma seqiiéncia disjunta de h-intervalos com U2, [; € A
entao juo(U2,1;) = Y72, po(l;). Como U, I; é unido disjunta finita de h-intervalos a
seqiiéncia {I; }j'i1 pode ser particionada em um nimero finito de subseqiiéncias tais que a
uniao dos intervalos em cada uma dessas subseqiiéncias é um h-intervalo. Considerando cada
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subseqiiéncia separadamente e usando o fato que p ¢ finitamente aditiva, podemos assumir
que U2, I; é um h-intervalo I = (a, b]. Neste caso, temos que

po(I) = po(Uj_y I;) + po(I1\ Uj—y 1) > po(U Z,Uo

Fazendo n — oo, obtemos que po(I) > »°2, pio(l;). Para provar a desigualdade contraria
suponha inicialmente que a e b sao finitos e que € > 0. Como F é continua a direita, existe
d > 0tal que F(a+0)— F(a) < e ese I; = (aj, b;] existe 6; > 0 tal que F(b; +6;) — F(b;) <
€277, Os intervalos abertos (a;, b; + ;) cobrem [a + §, b] e portanto existe uma subcobertura
finita. Descartando qualquer intervalo dessa subcobertura finita que estd contido em um
outro maior e reordenando, podemos assumir que

e os intervalos (ai,b; 4+ 01), ..., (an, by + dn) cobrem [a + 6, b],
° bj +5j S (aj+1,bj+1 +(Sj+1) paraj=1,...,N —1.
Mas entao

po(1) F(b) — Fl(a §)+6<F(bN+5N)—F(a1)+e
F(by +dn) = Flan) + 30 [ (ajr1) — Flaj)] + €
F(bN+5N> F(aN)—i—E [ (b'+5j)—F(&j)]+6
< SV LF(b;) + €27 = F(a )]+€

<Z] 1 Ho(1;) + 2e.

Como € é arbitrario, o resultado segue. Se a = —o0, para qualquer M < oo os intervalos
(a;,bj4+0;) cobrem [—M, b, logo o mesmo raciocinio nos dé F'(b)—F(—M) < Z ° L to(Lj)+2e,
enquanto que se b = oo, para cada M < oo obtemos que F (M) — F(a) < Z] L Ho(1 ) + 2e.
O resultado desejado segue fazendo ¢ — 0 e M — oo. OJ

Décima-Terceira Aula (100 minutos) 1

[ IA
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Décima-Quarta Aula (100 minutos) |

Teorema 4.4.1. Se F': R — R € qualquer func¢ao crescente e continua a direita, existe uma
unica medida de Borel up em R tal que pp((a,b]) = F(b) — F(a) para todo a < b. Se G
¢ outra funcdo crescente e continua a direita, temos que pup = pug se e somente ' — G €
constante. Reciprocamente, se ji é uma medida de Borel em R que é finita em todo conjunto

de Borel limitado definimos

p((0,2])  se x>0,
F(x) = 0 se x =0,
—u((x,0]))  se x<0,

entao F ¢é crescente e continua a direita, e 1t = g

Prova: Pela Proposicao 4.4.1, cada F' induz uma pré-medida na dlgebra A das unides finitas
disjuntas de h-intervalos. E claro que F e G induzem a mesma pré-medida se e somente
se F' — G é constante e que estas pré-medidas sdo o—finitas (R = U;j—1=(j,j + 1]). Segue
do Teorema 4.3.2/ que cada funcao crescente e continua a direita induz uma tnica medida
de Borel em R e que se duas tais fungoes induzem a mesma medida entao elas diferem por
uma constante. Para a reciproca a monotonicidade de p implica a monotonicidade de F, e a
semi-continuidade superior e inferior de p implica a continuidade a direita de F' para x > 0
e para x < 0. E claro que = pp em A, e portanto o Teorema 4.3.2l implica que p = pp em
Br. O

Observamos primeiramente que toda esta teoria poderia ter sido desenvolvida, da mesma
forma, usando intervalos da forma [a, b) e fun¢oes continuas & esquerda F. Em segundo lugar,
observamos que se p é uma medida de Borel finita em R, entao y = pup onde F(x) = (—o0, x]
que difere da fungao do F' do teorema anterior pela constante p(—oo,0]. Em terceiro lugar
a teoria de Medidas Exteriores nos dé, para dada funcao crescente e continua a direita, nao
somente uma medida de Borel pr mas uma medida fir completa cujo dominio contém Bg.
De fato, ir é apenas o completamento de g e podemos mostrar que o seu dominio é sempre
estritamente maior que Br. Usualmente denotamos esta medida completa também por pip.
Chamamos esta medida de Medida de Lebesque-Stieltjes associada a F'.

As medidas de Lebesgue-Stieltjes gozam de algumas propriedades de regularidade tuteis
que passamos a investigar. Nesta discussao fixamos uma medida de Lebesgue-Stieltjes 1 em
R associada a uma funcao crescente e continua a direita F', e denotamos por M,, o dominio
de p. Portanto, para cada £ € M,,

u(B) = inf {35 [F(by) = Flap)] : B C URy(aj b)) |
= inf {327 ({0 b5)) s B C U, (a5, 6]}

Primeiro observe que na segunda férmula para p(FE) podemos substituir os h-intervalos por
intervalos abertos:
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Lema 4.4.1. Para qualquer £ € M,

1nf{z,u aj,b;) : B C U2 (aj,bj)}.
Prova: Seja
= inf {Z p(aj, b)) EC U;’il(aj,bj)} :
j=1

Suponha que E C U, (a;,b;). Cada (aj;,b;) é unido contdvel disjunta de h-intervalos I]’? =

& 1 onde ¢ é qualquer seqiiéncia crescente tal que ¢& = a; e ¥ "Z% p.. Portanto
2777 J J J 7 J
E C U%_ I}, logo

> nllag, b)) = Y ullf) = p(E),

j=1 k=1

portanto v(E) > u(E). Por outro lado, dado € > 0 existe {(aj, b;]}32, com E C U2, (a;, b;]
e oy ml(ay, b)) < ( ) + €, e para cada j existe d; > 0 tal que F'(b; + 6;) — F(b;) < €277,
Entao E C Uoil( ;) e

Zu((ajabj+5 Z aj> +€<M<E)+2€>
Jj=1 g=1

de modo que v(F) < u(E). O
Teorema 4.4.2. Se £ € M, entao

w(E) =inf{uU):U D E eU € aberto}
=sup{u(K): K C E e K é compacto} .

Prova: Pelo Lemma 4.4.1, para qualquer € > 0 existe {(a;,b;)}52; tal que £ C U2, (ay,b;)
e > o pllay, b)) < p(E) +e SeU = U2, (a;,b;) entdo U é aberto, U D E e pu(E) <
w(U) < p(E) + €. Isto mostra a primeira igualdade. Para mostrar a segunda igualdade,
suponha primeiro que E ¢ limitado. Dado € > 0 podemos escolher um aberto U D E\E tal
que u(U) < u(E\E) + €. Seja K = E\U. Entdo K é compacto, K C E, e

w(K) =p(E) —p(ENU) = p(E) = [wU) — p(U\E)]
> W(E) = p(U) + W(E\E) = w(E) —

Se E ¢é ilimitado, seja E; = E'N (j,j + 1]. Pelo argumento precedente, para qualquer € > 0
existe compacto K; C E; com u(K;) > u(E;) — €277, Seja H, = U", K;. Entao H, é
compacto, H, C E, e u(H,) > p(Uj__,E;) —e. Como p(E) = lim, .. p(U}__, Ej), o
resultado segue. U

Teorema 4.4.3. Se E C R, as sequintes afirmativas sao equivalentes.
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a) EeM,.
b) E=V\N; onde V é um conjunto Gs e u(Ny) = 0.
¢) E=HUN, onde H é um conjunto F, e p(N2) = 0.

Prova: Obviamente b) = a) e ¢) = a) pois p é completa em M,. Suponha que £ € M,
e u(E) < oo. Pelo Teorema 4.4.2, para j € N podemos escolher um aberto U; D E e um
compacto K; C E tais que

p(U;) =277 < u(B) < p(K;) +277.

Seja V. =N2,U; and H = U2, K;. Entao H C ECV e u(V) = p(H) = p(E) < oo, logo
uw(VAE) = p(E\H) = 0. Portanto, o resultado estd provado para u(E) < oo; o caso geral
agora segue facilmente. O

O teorema anterior nos diz que os conjuntos de Borel (ou mais geralmente todos os
conjuntos em M) sdo razoavelmente simples médulo conjuntos de medida nula.

Proposicao 4.4.2. Se E € M, e (E) < oo, entdo para todo € > 0 existe um conjunto A
que € uniao finita de intervalos abertos e tal que p(EAA) < e.

Agora examinamos a medida mais importante em R, isto é, a Medida de Lebesque. A
medida de Lebesgue é a medida completa pp associada a fungdo F(r) = x, para a qual
a medida de um intervalo é simplesmente o seu comprimento. Denotaremos a medida de
Lebesgue por m. O dominio Mg de m é chamada a classe dos conjuntos Lebesgue Men-
suraveis serda denotado por £. Também nos referiremos a restricao de m a Br como medida
de Lebesgue.

Entre as propriedades mais significantes da medida de Lebesgue estd a invariancia por
translacao e comportamento simples homotetias. Se F C R e s, € R, definimos

E+s={x+s:x€FE}, rE={rx:z e E}.

Teorema 4.4.4. Se E € L, entio E+s € L erE € L para toco r,s € R. Adicionalmente,
m(E +s) =m(E) e m(rE) = |rjm(E).

Prova: Como a colecao de intervalos abertos é invariante por translacao e homotetias, o
mesmo ¢é verdade para Br. Para F € Bg, seja ms(E) = m(E +s) e m"(E) = m(rE). Entao
ms e m” coincidem com m e |r|m nas unioes finitas disjuntas de h-intervalos, portanto em Br
pelo Teorema 4.3.2. Em particular, se E' € Bg e m(E) = 0, entdo m(E + s) = m(rE) = 0,
do que segue que a classe dos conjuntos com medida de Lebesgue nula é preservada por
translagoes e homotetias. Segue que £ (cujos membros sdo unido de um conjunto de Borel
com um conjunto com medida de Lebesgue nula) é preservada por translacado e homotetias
e que m(E + s) =m(E) e m(rE) = |r/m(F) para todo E € L. O
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A relacao das propriedades de teoria da medida com as propriedades topolégicas de
subconjuntos de R é delicada e contém surpresas. Considere os seguintes fatos. Todo con-
junto unitario em R tem medida de Lebesgue nula e portanto a uniao contéavel de conjuntos
unitdrios tem medida nula. Em particular m(Q) = 0. Seja {r;}32; uma enumeragao do
conjunto dos numeros racionais em [0, 1] e, dado € > 0, seja I; un intervalo centrado em 7;
de comprimento €277, Entao o conjunto U = (0,1) N (U2, 1;) é aberto e denso em [0, 1], mas
w(U) < ¢ seu complemento K = [0, 1]\U é um conjunto compacto nunca denso com medida
m(K) > 1 — e. Portanto um conjunto que é aberto e denso (topologicamente grande) pode
ter medida pequena, enquanto que um conjunto fechado e nunca denso (topologicamente
pequeno) pode ter medida grande.

Décima-Quarta Aula (100 minutos) |
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Décima-Quinta Aula (100 minutos) |

A familia dos conjuntos com medida de Lebesgue nula inclui ndao somente os conjuntos

enumeraveis mas também muitos conjuntos nao-enumeraveis. A seguir apresentamos um

exemplo de conjunto nao-enumeravel com medida de Lebesgue nula, o conjunto de Cantor.

Cada = € [0, 1] tem uma representagdo na base trés, z = Z] La;379 onde a; = 0,1 ou

2. Esta expansao é tinica a menos dos x = p3~/ com p, j inteiros para os quais = tem duas

representagoes: numa delas a; = 0 para j > k e a na outra a; = 2 para j > k. Assumindo

que p nao é divisivel por 3, uma dessas expansoes tera ap = 1 e outra tera ay = 0 ou 2. Se
tomamos sempre a iltima dessas expansoes, vemos que

1 2
a1:1©§<$<§,

1 2 7
al#lea2:1<:>§<x<§ou§<x<§>

e assim por diante. Sera 1til observar que, se x = Z] L4377 ey = Z;’il b;377, entdo x < y
se existe n tal que a,, < b, e a; = b;, j < n.
O conjunto de Cantor C é o conjunto de todos os = € [0,1] que tem uma expansao na

base trés, x = > 7| a;37/, com a; # 1 para todo j. Portanto C' é obtido de [0, 1] removendo
o intervalo (3, %) e dos intervalos resultantes removendo os intervalos (5,32) e (¢, 3), e assim

por diante. As propriedades basicas de C' estao resumidas a seguir:
Proposicao 4.4.3. Seja C' o conjunto de Cantor.
a) C € compacto.

b) Sex,y € C ex <y, existe z ¢ C tal que x < z < y, portanto C € totalmente desconezo
e nunca denso.

c) C nao tem pontos isolados.
d) m(C)=0.
e) Eziste f: C — |0, 1] sobrejetora; portanto card(C') =c.

Prova: a) é imediato pois C' é interse¢ao enumeravel de fechados.

b)Sex =32 237 ey=73""1y3 7 sejan € Ntalque v; = y;, L <j<n—1le
Ty < Yp. Entao z = Z;’;lzjiﬁ_j onde z; =z;, 1 <j<n-—-1,z=1,j>n Entaoy > 2>
poisy, =2>z,=1>uxz,=0.

c)Sec=37¢37 € Cee>0sejanc Ntal que )77 12377 < e Sejac =

> 3T ]ECtalquec]—c 1<j<necd;=0(=2)sec;=2(c;=0)para j > n.
Entao 0 < |c — ] < e

d) Para ver que m(C') = 0 observamos que C' é obtido de [0, 1] removendo um intervalo de
comprimento % depois removendo 2 intervalos de comprimento 3% e em seguida 4 intervalos
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de comprimento 3% e assim por diante. Segue que

Finalmente, para mostrar que card(C')=c, suponha que z € C' é tal que x = Z;’il a;377
onde a; = 0 ou 2 para todo j. Seja f(z) = > 72 0277 onde b; = 3. A série que define
f(z) é a expansao na base dois de um nimero em [0, 1], e qualquer nimero em [0, 1] pode

ser obtido desta forma. Portanto f leva C sobre [0, 1]. O

Vamos examinar a funcao f da prova do teorema anterior. Primeiramente vemos que se
xz,y € Cex <y, entdo f(x) < f(y) exceto para os pontos extremos dos intervalos retirados.
Estendemos f a uma fungao definida em [0, 1] fazendo-a constante em cada dos intervalos
retirados e com valor igual ao valor nos extremos do intervalo. Esta funcao estendida é cres-
cente e como a sua imagem ¢é todo o intervalo [0, 1] ela ndo pode ter saltos de descontinuidade
e é portanto continua. f é chamada a funcao de Cantor ou fung¢ao de Cantor-Lebesgue .

Nem todo conjunto Lebesgue mensuravel ¢ um conjunto é Borel mensuravel. Para ver
isto note que todo subconjunto do conjunto de Cantor é um conjunto Lebesgue mensuravel
com medida nula e portanto todo subconjunto de C' é Lebesgue mensuravel e portanto
card(L)=card(P(C)) >c enquanto que card(Bgr) =c. Esta tltima afirmativa segue da
proposicao a seguir.

Seja M(E) a sigma dlgebra gerada por € e 2 o conjunto de todos os ordinais contaveis.
Seja £ a colecao das unioes enumeraveis de elementos de £ ou seu complemento. Para
a € Q, se a tem um predecessor imediato 3, entao &, ¢é a colecao das unioes enumeraveis de
elementos de £z ou seus complementos, caso contrério seja £, = Ug<,E3. Entao

Proposicao 4.4.4. M(E) = Uueala.

Prova: A indugao transfinita mostra que &, C M(€) para todo o € Q. A inclusao reciproca
segue do fato que qualquer seqiiencia em €2 tem um supremo em 2: Se Ej; € &,; para j € N
e a = sup,ey @y, entao E; € &, para todo j € N e portanto U2, E; € £ onde 3 ¢ o sucessor
de a. O

Combinando este resultado com com o Exercicio 5 i) do Capitulo 1, vemos que se
card(N) < card(€) < ¢, entao card(M(E)) = c.
4.5 Exercicios

1. Seja M uma o—4lgebra infinita, entao.

a) M contém uma seqiiéncia infinita de conjuntos nao vazios e disjuntos
b) card(M)> c.
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11.
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. Uma algebra A é uma o—algebra se A é fechada por unides contaveis de familias

crescentes de conjuntos.

Se M é a o—algebra gerada por £, entao M ¢é a uniao das o—algebras geradas por F
quando F percorre todos os subconjuntos contaveis de £.

Se pu, ..., i, 880 medidas sobre (X, M) e ay,. .., a, € [0,00), entdo > 7 a;u; é uma
medida sobre (X, M).

Se (X, M, u1) é um espaco de medida e {£;}32, C M, entao
p(liminf ;) < liminf p(E))

Também,
p(limsup E;) > limsup p(E;)
contanto p(US2;) < oo.

Se (X, M, ) é um espago de medida e F, F' € M, entao u(E) + u(F) = u(EU F) +
w(ENE).

Se (X, M, ) é um espaco de medida e E € M, defina pug(A) = p(ENA) para A € M.
Entao pp é uma medida.

Toda medida o—finita é semi-finita.

Se p é uma medida semi-finita e pu(FE) = oo, entao para cada C' > 0 existe F' C E com
C < u(F) < occ.

Se u é uma medida sobre (X, M), defina py em M por
po(E) = sup{u(F) : F C E e u(F) < oo}.

a) o € uma medida semi-finita (camada parte semifinita de p).
b) Se u é semifinita, entdo u = py.
c¢) Existe uma medida v em M (em geral nao é tinica) que assume somente os valores

0 e oo tal que p = po + v.

Seja (X, M, p) é um espago de medida. Um conjunto E C X é chamado localmente
mensurdvel se EN A € M para todo A € M tal que u(A) < o0o. Seja M a colecio de
todos os conjuntos localmente mensuraveis. Claramente M C M, se M = M, entao
1 é chamada saturada

a) Se u é sigma finita, entao u é saturada.

b) M é uma o—algebra.
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¢) Defina ji sobre M por ji(E) = u(E) se E € M, ji(E) = oo caso contrario. Entéo

i ¢ uma medida saturada sobre M, chamada satura¢do de p.

d) Se p é completa, entdo fi também é.

e) Suponha que u é semifinita. Se E € M, defina u(E)sup{u(A) : Ae MeAC
E}. Entao p é uma medida saturada sobre M que estende p.

f) Seja X1, X, s@o conjuntos disjuntos e nao enumeraveis, X = X; U Xy, e M a
o—algebra dos conjuntos enumerdveis ou de complementar enumeravel em X.

Defina p em M por ju(E) = po(£ N X1) onde pp é a medida da contagem em X;.
Entao p é uma medida em M, M =P(X) e i # p.

12. Se p* é uma medida exterior em X e {A;}22, é uma seqiiéncia disjunta de conjuntos
p*—mensurdveis, entao p*(E N (U A;)) = > 222, 5" (E N A;) para todo E C X.

13. Seja A C P(X) uma algebra, A, a colecao das unides enumerdveis de elementos em
A, e A,s a colecao das intersecoes enumeraveis de elementos em A,. Seja g uma
pré-medida em A e p* a medida exterior induzida por p.

a) Para todo £ C X ee > 0 existe A € A, com E C A, com E C Ae p*(A) <
wH(E) + €.
b) Se p*(F) < oo, entdo E é p*—mensurdvel se e somente se existe B € A,s com
E C Bepu* (B\E)=0.
¢) Se g é o—finita, a restricao p*(EF) < oo em b) é supérflua.
14. Seja p* uma medida exterior em X induzida por uma pré-medida finita pug. Se £ C X,

defina a medida interior de E por pu.(E) = po(X) — p*(E°). Entao E é p*—mensuravel
se e somente se (¥ = [iy.

15. Seja p uma medida finita em (X, M), e seja p* a medida exterior induzida por pu.
Suponha que E C X satisfaz p*(E)u*(X) (mas ndo que £ € M.

a) Se ABe Me ANE =BNE, entao pu(A) = u(B).
b) Seja Mg ={ANE : A € M}, e defina a fungao v sobre Mg por v(ENA) = u(A)

(que faz sentido por a)). Entao Mg é uma o—algebra sobre E e v é uma medida

em Mg.

16. Seja F' uma fungao crescente e continua a direita, e pup a medida associada. Entao
pr(fa}) = Fla) — F(a=), ps([a, b)) = F(b—=) = F(a—), pr([a,b]) = F(b) — F(a—) e
pr((a,b)) = F(b—) — F(a).

17. Seja E um conjunto Lebesgue mensuravel.

a) Se E C N onde N é o conjunto nao-mensuravel descrito no inicio do capitulo,
entao u(E) = 0.
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b) Se pu(E) > 0, entdo E contém um conjunto nao-mensuravel.

18. Se E € Lem(E) > 0, para todo o < 1 existe um intervalo aberto I tal que m(ENI) >
am(I).



Capitulo 5

Integracao

A integral de Riemann de uma funcdo f : [a,b] — R, fab f(z)dx é definida como o limite
das somas de Riemann que, por sua vez, sao integrais de funcoes que aproximam f e sao
constantes em sub-intervalos de [a,b]. Semelhantemente, sobre qualquer espago de medida
existe uma nocao de integral para fungoes que sao, em um sentido a ser especificado, local-
mente constantes, e esta nocao pode ser estendida a fungoes mais gerais. Neste capitulo,
desenvolvemos a teoria de integracao em espacos de medida abstratos, dando énfase a medida
de Lebesgue em R e R".

5.1 Funcoes Mensuraveis

Comecamos nosso estudo da teoria da integracao com a discussao de fungdes mensuraveis
que sao os morfismos na categoria dos espacos mensuraveis.

Recorde que qualquer func¢ao f : X — Y induz uma transformacao f~' : P(Y) —
P(X), definida por fY(E) = {zr € X : f(z) € E}, que preserva unioes, intersegoes e
complementos. Portanto, se A é uma o—algebra em Y, entao {f~'(E) : E € N} é uma
o—4algebra em X. Se (X, M) e (Y, N) sdo espagos mensuraveis, uma fun¢ao f : X — Y
é chamada (M, N)—mensurdvel (ou simplesmente mensurdvel quando M e N estiverem
subentendidas), se f~!(F) € M para todo E € N.

E facil ver que a composicao de fungoes mensuraveis é uma func¢ao mensuravel.

Proposicao 5.1.1. Se N € gerada por &, entio f : X — Y é (M, N)—mensurdvel se e
somente se f~Y(E) € M sempre que E € £.

Prova: E claro que se f é mensurdvel f “Y(F) € M sempre que E € £ C N. Por outro lado
se [7Y(F) € M sempre que E € £ temos que {E CY : f~(E) € M} é uma o—4&lgebra que

contém & e portanto contém N e f é mensurédvel. O

Corolario 5.1.1. Se X e Y sao espagos métricos (ou topoldgicos), toda fungdo continua
f: X =Y é(Bx,By)—mensurdvel.

79
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Prova: Como f é continua entao f~1(U) é aberto em X sempre que U é aberto em Y. O
resultado segue da proposi¢ao anterior. O

Se (X, M) é um espago mensuravel, uma funcao f : X — K serd chamada M—mensuré-
vel se ela é (M, Bx)—mensuravel . Em particular f : R — K é Lebesgue (Borel) mensurével

se ela é (L, Bx)—mensuravel ((Bgr, Bx)—mensuravel).

Observe que se f,g: R — R sao Lebesgue mensuraveis, nao segue que f o g é Lebesgue
mensuravel, mesmo que g seja continua (Se E € Br temos que f~!(E) € £ mas, a menos
que f~Y(E) € Bg, nao ha garantia que g~ *(f~'(FE)) € L. Contudo, se f ¢ Borel mensuravel,
entao f o g é Lebesgue ou Borel mensuravel sempre que g o é.

Proposicao 5.1.2. Se (X, M) € um espa¢o mensurdvel e f : X — R, as sequintes afirma-
tivas sao equivalentes:

Prova: Segue das Proposicoes 4.1.1/ e 5.1.1.
Décima-Quinta Aula (100 minutos) T
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Décima-Sexta Aula (100 minutos) |

As vezes queremos considerar a mensurabilidade de uma func¢ao em subconjuntos de X.

Se (X, M) é um espago mensuravel, f é uma fungao definida em X, e £ € M, dizemos que
f é mensuravel em F se f~'(B) N E é mensurdvel sempre que B é um conjunto de Borel.

Se X é um conjunto, {(Y,, Na)}aca é uma familia de espagos mensuraveis e f, : X — Y,
a € A, é uma familia de fungoes, existe uma tinica menor o—algebra sobre X relativamente
a qual as f/s sdo todas mensurdveis, isto é, a o—dlgebra gerada pelos conjuntos f, '(E,)
com E, € N, e a € A. Ela é chamada a o—algebra induzida por {f,}aca. Em particular,
se X = I eaY,, vemos que a o—algebra produto &), N, é a o—dlgebra gerada pelas
projecoes coordenadas m, : X — Y.

a€cA

Proposigao 5.1.3. Sejam (X, M) e (Yo, N,), a € A, espacos mensurdveis, Y = [yeaYs,
N = QueaNa, € o 1 Y — Y, as projecoes coordenadas. Entao f : X — Y é (M, N)-
mensurdvel se e somente se fo := 40 f € (M, N,)-mensurdvel para todo o € A.

Prova: Se f é mensuravel, f, também é pois é composicao de fun¢oes mensuraveis. Recip-
rocamente, se f, ¢ mensurdvel, entao para todo E, € N, f'n Y (E,) = f, (FEs) € M e f
¢ mensuravel pela Proposicao [5.1.1. O

Corolario 5.1.2. A funcao f : X — C é M—mensurdvel se e somente se Ref e Imf sdo
M—mensurdveis.

Prova: Isto segue pois Bc = Bgrz = Br x Br pela Proposicao 4.1.4. O

E conveniente, em alguns casos, considerar fungoes com valores na reta real estendida
R = [—00, 00]. Definimos os conjuntos de Borel em R por Bg = {E CR: ENR € Bg}. E
facil ver que Bg é gerada pelos intervalos (a, o] ou [—00, a), a € R. Dizemos que f: X — R
¢ M—mensuravel se é (M, Bg)-mensuravel.

Agora estabelecemos que a mensurabilidade é preservada sob operagoes algébricas usuais
e passagem ao limite.

Proposicao 5.1.4. Se f,g: X — K sao M—mensuraveis, entao f+g e fg sao mensurdveis.

Prova: Sejam F : X - KxK, ¢: KxK — Ke1y: KxK — K dadas por F(x) =
(f(x),9(x)), Vo € X, ¢(s,t) = s+t e (s,t) = st, Vs,t € K. Como Bxxk = Bk ® Bk
pela Proposicao 4.1.4, F' é (M, Bkxk)—mensuravel pela proposi¢ao anterior. Como ¢ e 1)
sdo continuas segue que elas sao (Bkxk, Bk)—mensuraveis pelo Corolario [5.1.1. Portanto
f+g=¢oF e fg=1oF sao M—mensurdveis. O

A proposicao anterior continua valida se K = R contanto que tomemos os devidos cuida-
dos com as indeterminagoes co — oo e (.00.
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Proposicao 5.1.5. Seja (X, M) um espago mensurdvel e {f;} € uma seqiiéncia de fungoes
(M, Bg)—mensurdveis definidas em X com valores em R, entdo as fungoes

g1(z) = sup; f;(7), g3(z) = limsup, . f;(z),

g2(x) = inf; f;(x), gs(x) = liminf; . f;(z)
sio mensurdveis. Se f(x) =lim; .. f(z) existe para todo v € X, entdo f é mensurdvel.

Prova: Temos que

gfl((a> OO]) = U;')ilfji%(a? OO]), ggl([—oo,a)) = U;.ilf;l([_ooag))v

portanto g; e go sdo mensuraveis. Mais geralmente, se hy(r) = sup;.; fj(x) entdao hy é
mensurdvel e gs(x) = infjen sup;.; fj(7) entdo g3 é mensuravel. De forma semelhante g4 ¢
mensuravel. Finalmente, se f = g3 = g4 existe ela ¢ mensuravel. U

Corolério 5.1.3. Se f,g : X — R sdo mensurdveis, entdo max(f,g) e min(f,g) sio men-
SUrdves.

Corolario 5.1.4. Se {f; : X — K :j € N} € uma seqiéncia de funcoes mensurdveis com
valores em K e f(x) = lim;_ f;(x) eziste para todo x, entdo f é mensurdvel.

Prova: Basta utilizar o Corolério [5.1.2 e a Proposicao 5.1.5/ para o caso K = C. 0

Se f : X — R definimos sua partes positiva e negativa por

fr(@) =max(f(x),0),  f(z) =max(—f(z),0).

Entao f = f* — f~. A fun¢do f é mensuravel se e somente se f™ e f~ sdo. Se f: X — C
temos que

_ [ #/lEl sez#0,
f_ (Sgnf)|f|7 Onde Sgnz-{ O se Z:O

Novamente, se f é mensuravel se e somente se |f| e sgn(f) sao mensuréaveis. De fato, z — |z
é continua em C e z — sgnz é continua exceto na origem. Se U C C é aberto, sgn=!(U) é
aberto ou da forma V' U {0} onde V' é aberto. Segue que sgn é Borel mensurdvel. Portanto
|fl=1:]0of esgnf=sgnof sdao mensuraveis.

Agora passamos a discutir as funcoes que sao os blocos de construcao da teoria de in-
tegragao. Suponha que (X, M) é um espago mensuravel. Se £ C X, Xg denota a funcao
caracteristica de E. E facil verificar que Xg é mensuravel se e somente se F é mensuravel.
Uma funcao simples é uma combinagao linear finita de fungoes caracteristicas de elementos
de M (fungoes simples nao assumem os valores £00). Equivalentemente f : X — K é
simples se e somente se f é mensuravel e sua imagem é um conjunto finito. De fato, temos
que

f= szXEj, onde E; = f'({z;}) e a imagem de f é {21,...,2,}.

j=1
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Na representacao de funcoes simples f consideraremos sempre que os coeficientes sao
distintos e um deles pode ser o zero de forma que f é combinacao linear finita de funcoes
caracteristicas de conjuntos disjuntos cuja uniao ¢ X.

E claro que se f e g sao funcoes simples, entao f + g e fg sao funcoes simples. Agora
mostramos que func¢oes mensuraveis quaisquer podem ser aproximadas por func¢oes simples.

Teorema 5.1.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel.

a) Se f: X — [0,00] € mensurdvel, existe uma seqiiéncia {¢,} de funcoes simples tais
que 0 < ¢ < ¢ < --- < f, ¢, — [ pontualmente e ¢, — [ uniformemente em
qualquer subconjunto onde f ¢é limitada.

b) Se f : X — C é mensurdvel, existe uma seqiéncia {¢,} funcoes simples tais que
0 < |p1] < |da] < -+ < |f], on — [ pontualmente e ¢, — f uniformemente em
qualquer subconjunto onde f € limitada.

Prova: a) Paran =0,1,2,...e 0 < k <2?" — 1, seja

BY = f (k2 (k127 and Fy((2, o0,

n

e defina
2211

Gn= k27" X +2"Xp,.

k=0

E fécil verificar que {Eﬁ}iz_l é uma familia disjunta de conjuntos e que EF é unido
disjunta de Efl’il e Eﬁ’f{l Segue que ¢, < ¢, para todo n. Além disso, por construgao,
0<f—¢, <27 no conjunto onde f < 2". Portanto, o resultado segue.

b) Se f = g+ih podemos aplicar a parte a) as partes positiva e negativa de f e g, obtendo
seqiiéncias ;7 1, & e & de fungdes simples e nao negativas que convergem para g*, g—, ™
e h™ monotonicamente. A seqiiéncia de fungoes simples {¢,, } com ¢,, = ;7 — o, +i(EF &)
tem as propriedades desejadas. 0

Se (X, M, 1) é um espago de medida, podemos desejar eliminar conjuntos com medida
nula de nossas consideracoes no estudo de funcoes mensuraveis. Neste caso a nossa tarefa é
mais simples se a medida p é completa.

Proposicao 5.1.6. As sequintes implicagoes sao wvdlidas se e somente se a medida p €
completa:

a) Se f € mensurdvel e f = g quase sempre, entdo g € mensurdvel.

b) Se f, é mensurdvel paran € N e f, — f quase sempre, entao f é mensurdvel.
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Prova: a) Se p é completa, f é mensurdvel e f = g p—quase sempre, seja X; = {x €
X 1 f(z) = g(z)} e Xy = XY, entdo Xy é p-mensuravel e u(Xy) = 0. Segue que X; é
p—mensurdvel e se E é mensurdvel ¢g"(E) = (fTY(E)N X)) U (¢ Y(E)N Xz) e g Y(E) ¢
mensuravel.

Por outro lado, se f mensuravel e f = g quase sempre implica g mensuravel, entao para
cada F C N, N € M, u(N) = 0. Basta tomar f identicamente nula e ¢ = X para concluir
que F' é mensuravel.

b) A primeira parte pode ser provada facilmente enquanto que a segunda segue como em
a) tomando seqiliéncias constantes. 0

Por outro lado, o resultado a seguir mostra que nao é provavel cometermos qualquer
deslise ao deixarmos de nos preocupar com o completamento de pu.

Proposicao 5.1.7. Se (X, M, u1) é um espaco de medida e (X, M, Ti) o seu completamento.

Se f ¢ uma fungcao M—mensurdvel existe uma fun¢ao M—mensurdvel g tal que f = g
H—quase sempre.

Prova: Isto é 6bvio da definicdo de fi se f = Xz onde E € M e portanto se f é uma funcio
simples M-mensuravel. Para o caso geral, escolha a seqiiéncia {¢,} de funcoes simples M-
mensuraveis que converge pontualmente para f como no Teorema [5.1.1, e para cada n seja
1, uma funcio simples M—mensuravel com v, = ¢,, exceto em um conjunto £, € M com
1(E,) = 0. Escolha N € M tal que up(N) = 0e N D U2 E,, e faca g = lim 1, Xx\n.
Entao g é p—mensuravel pelo Corolario 5.1.4 e g = f em N°. U

Décima-Sexta Aula (100 minutos) T
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5.2 Integracao de Funcoes Nao Negativas
Nesta segao fixamos um espago de medida (X, M, u), e definimos
Lt ={f:X —[0,00] : f éuma fungao mensurdvel }.

Se ¢ é uma funcao simples em LT com representacao ¢ = 2?21 a;Xp,, (X = Uj_ E; com
uniao disjunta) definimos a integral de ¢ relativamente a p por

/cbdu = ZZ:%M(EJ')

(com a convengao que 0.0o = 0). Note que a defini¢ao acima independe da representacao
escolhida (j& que cada E; € M, 1 < j < n, e sua unido disjunta é X). Note ainda [ ¢dp

pode ser co. Se A € M, entao ¢p X, = Z?Zl a;XE,na € uma fungao simples e definimos

/Acbdu - [oaan

Proposicao 5.2.1. Sejam ¢ e 1 funcoes simples em L.
a) Sec>0, [epdu=c [ Pdu.
b) [(6+¥)dp= [ddu+ [vdp.
¢) Se ¢ <, entao [ ddp < [ dp.
d) A fungio A [, du € uma medida em M.

Prova: a) Segue trivialmente da definigao.
b) Sejam ¢ = Y7 a;Xp, e p = 370 Xy, Entao E; = UL (E; N Fy) e Fj, =

j=1
Ui_y (Ej N Fy) ja que UZ_ B = UL F), = X com unido disjunta. Portanto, do fato que u é

finitamente aditiva,
Jodns [wdu=3" (0, + bu(E;n B,
j=1 k=1

e a mesma argumentacao mostra que a soma do lado direito é igual a [(¢ + ) dp.
c) Note que, se ¢ < 1, entdo a; < by sempre que E; N Fy, # 0, logo
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d) Se {A;} é uma seqiiéncia disjunta em M e A = U2 Ay,

/ Gdp=>> a;u(ANE) =YY aju(AyNE;) = Z/ Y dp.
A j=1 k=1 " Ak

=1 k=1

Agora estendemos a nocao de integral para todas as funcoes f € LT definindo
/fdu:sup{/gbd,u:ogqﬁgf, ¢ é simples }

Pela parte ¢) da proposigao anterior, as duas definigées de [ f du coincidem quando f é
uma funcao simples ja que a familia de fungoes simples sobre a qual o supremo é tomado
inclui f. Adicionalmente, é 6bvio da definicao que

/fd,ug/gdu, sempre que f < ge /cfd,u:c/fdu, YV c e |0,00).

O préximo passo é estabelecer teoremas que permitam trocar a ordem dos simbolos de
integral e de limite, os chamados teoremas de convergeéncia.

Teorema 5.2.1 (da Convergéncia Mondétona). Se {f,} € uma seqiéncia em LT tal que
fi < fix1 para todo j, e f=lim, .o fo(= sup,ey fj), entdo [ fdp =lim, . [ f;dp.

Prova: { f fndp} é uma seqiiéncia crescente de nimeros reais, portanto seu limite existe
(possivelmente oo). Adicionalmente [ f, du < [ fdu para todo n, logo

lim [ f.du < /fdp.
n—oo
Para estabelecer a desigualdade reciproca, fixe a € (0, 1), seja ¢ uma funcao simples com
0<¢ < f eseakFE, ={z: f.(r) > ap(z)}. Entdo {E,} é uma seqiiéncia crescente de
conjuntos mensurdveis cuja uniao é X, e temos que [ f, du > fEn fodu > a fEn ¢du. Pela
parte d) da Proposicao anterior e pela parte c¢) do Teorema 4.2.1, lim [, ¢dp = [¢du
e portanto lim anoo fndu > af(bdu. Como isto vale para todo o < 1, continua vélido
para @ = 1 e tomando o supremo sobre todas as fungoes simples ¢ < f, obtemos que
limn_,ooffn dp > ffd,u. O
O teorema da convergéncia monotona é uma ferramenta essencial em muitas situagoes,
mas seu significado imediato para nds é o seguinte. A defini¢ao de [ f du envolve o supremo
sobre uma familia enorme (geralmente nao enumerdvel) de fungées simples , logo pode ser
dificil calcular [ fdp diretamente pela definigao. O teorema da convergéncia monétona,
contudo, assegura que para calcular [ fdu é suficiente calcular lim,,_. | ¢, du onde {¢,} é
uma seqiiéncia qualquer de fungoes simples que convergem monotonicamente para f e o Teo-
remal5.1.1 a) garante que tal seqiiéncia existe. Como uma primeira aplicagao, estabelecemos
a aditividade da integral.
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Teorema 5.2.2. Se {f,} € uma seqiéncia finita ou infinita em LT e f = > f,, entdo
Jfdu=3[ fadp.

Prova: Primeiro considere duas funcoes f; e f;. Pelo Teorema 5.1.1/ podemos encontrar
seqiiéncias {¢;} e {1;} de fungdes simples que convergem monotonicamente para fi e fo.
Entao {¢; + 1;} converge monotonicamente para f; + f e pelo Teorema da Convergéncia
Monétona e pela Proposi¢ao 5.2.1/b),

S+ fo)dp =lim; o [(¢; +1y) du
= lmj_ oo [ @5 dp+1limj [du= [ frdu+ [ fodpu.

Portanto, por indugao [ Z?Zl fidp = Z?Zl | f; du para qualquer N € N. Fazendo N — oo

e aplicando o Teorema da Convergéncia Moné6tona, obtemos [ Z;’il frndp = Z;’il [ fndp.
O

Proposicao 5.2.2. Se f € L, entao [ fdp =0 se e somente se f =0 quase sempre.

Prova: Isto é ébvio se f é simples: se f = Z?Zl a;jXg; com a; > 0, entao [fdu=0see
somente se para cada j ou a; = 0 ou p(£;) = 0. Em geral, se f = 0 quase sempre e ¢ é
simples com 0 < ¢ < f, entao ¢ = 0 quase sempre, portanto ffd,u = SUDy< f¢d,u = 0.
Por outro lado, {z : f(x) > 0} = U2, E, onde E, = {z: f(x) > n~'}, logo para que f nio
seja nula quase sempre devemos ter que w(E,) > 0 para algum n. Mas entao f > n"'Xpg,,
logo [ fdu>n"'u(E,) > 0. O

Corolario 5.2.1. Se {f,} C LT, f € LT, e {fu(x)} converge monotonicamente para f(x)
quase sempre, entao [ fdp =lim, . [ frdp.

Prova: Se f,(z) converge para f(x) monotonicamente para x € E com u(E°¢) = 0, entao
f — f&Xr = 0 quase sempre logo, pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona,

/fdu:/fXEdu: lim/anEdu: lim/fnd,u.
O

E facil encontrar exemplos de seqiiéncia {f,} de fungdes em LT que converge pontual-
mente para f € LT para os quais lim, .o [ f, du # [ fdp no entanto uma desigualdade é
sempre verdadeira.

Lema 5.2.1 (de Fatou). Se {f,} € qualquer seqiiéncia em L*, entao

/(hm inf f,,) dp < hm 1nf/fn djs.

Prova: Para cada k > 1 temos que inf, > f,, < f; para j > k, portanto finfnzk fndu <
[ fjdp para j > k, portanto [inf, >y f, < infjsy [ fjdp. Agora faca k — oo e aplicamos o
Teorema da Convergéncia Mondtona:

/(hmlnf fn)dp = hm (122 fn)dp < liminf/fn dp.

n—~o0
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Corolério 5.2.2. Se {f,} C LT, f € L", e f, — [ quase sempre, entao [ fdu <
liminfnﬂooffn dp.

Prova: Se f, — f para todo x, o resultado é imediato do Lemma de Fatou, e no caso geral
podemos modificar f,, e f em um conjunto de medida nula sem afetar as integrais. O

Proposicao 5.2.3. Se f € L™ e [ fdu < oo, entio {x : f(x) = oo} € um conjunto de
medida nula e {x : f(x) > 0} é o—finito.

Prova: E imediato que, se F' = {z : f(z) = oo} tem medida u(F) > 0, entio [ fdu = oc.
Ainda, se E, = {z: + < f(z) < oo}, E, é mensurdvel e pu(E,) < oo jdque 0 < X5 < fe
Lu(E,) = [ 12X, du < [ fdp < co. Como U2, E, = {z: f(z) > 0} o resultado segue. [

Décima-Sétima Aula (100 minutos) T
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5.3 Integracao de Funcoes Complexas

Seja (X, M, 1) um espago de medida. A integral definda na segao anterior pode ser estendida
de maneira natural para funcées com valores reais ou complexos; isto é, se fT e f~ sao as
partes positiva e negativa de uma fungao real e pelo menos uma das integrais [ f*du e

f f~ du é finita, definimos
[rau=[sean- [ 1an

Dizemos que f é integravel se [ f*du e [ f~du sdo finitas. Como |f| = fT+ f, é claro
que f é integravel se e somente se [ |f]dp < oc.

Proposicao 5.3.1. Seja (X, M, ) um espaco de medida. O conjunto de todas as fungoes
f X — R integrdaveis € um espaco vetorial real e a integral € um funcional linear definida
neste espaco vetorial.

Profa: A primeira afirmativa segue do fato que |af + bg| < |a||f| + |b]|g|, e ¢ facil verificar
que [afdu = a [ fdu para qualquer a € R. Para mostrar aditividade, suponha que f e g
sao integrdveis e seja h = f+g¢g. Entao ht —h™ = ft — f~+gt —g~, logoh™ + [~ +¢g =
h™ + f* + g*. Pelo Teorema 5.2.2,

/h*d,ujt/f_d,ujt/g_dp,:/h_du—l—/f+du+/g+du

e reagrupando

Jraw = [wrdn= [wdu= [ 5= [ 5 aus [ au- [ o an

:/fd,u—l—/gd,u.

[

A seguir, se f é uma funcao mensurdvel complexa, dizemos que f é integravel se [ |f]du <
co. Mais geralmente, se E € M, f é integrdvel em E se [, |f|du < co. Como |f] <
|IRef|+ [Imf| < 2|f|, f é integravel se e somente se Ref e Imf sdo ambas integraveis, e neste

caso definimos
/fdu:/Refdu+i/Imfdp.

Segue facilmente que o espaco das fungoes complexas integraveis é um espago vetorial com-
plexo e que a integral é um funcional linear complexo sobre este espaco vetorial. Denotamos
este espago por L'(X, p) ou L'(X) ou L' (i) ou L.
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Proposicao 5.3.2. Se f € L' (X, ), entao | [ fdul < [|f]du.

Prova: Isto é trivial se [ fdu =0 e se f é real, temos que

Jrl=lf [l s fru- e

Se f é complexa e [ fdu # 0, seja o = sgn([ fdp). Entao | [ fdu| = o[ fdu. Em
particular, [ af du é real, logo

L/fdu‘——Rg/ofdu [ wetag)an
< [IRe(as)au< [fafldu= [ 17]da

Proposicao 5.3.3.
a) Se f € L', entao {x: f(x) # 0} € sigma finito

b) Se f,g € L', entao [, fdu= [, gdu paratodo E € M se e somemte se [ |f—g|du =0
se e somente se f = g quase sempre.

Prova: a) e a segunda equivaléncia em b) seguem da Proposigao 5.2.3/ e da Proposicao 5.2.2.
Se [|f — gldu =0, entao pela Proposicio 5.3.2, para cada E € M,

/f@—/mﬂé/ﬁ—wwwza
E E

e [, fdu= [, gdu. Poroutrolado, se u = Re(f—g), v =Im(f—g) e é falso que f = g quase
sempre, entao u™,u”,v" ou v~ deve ser nao nula em um conjunto de medida positiva. Se,
digamos, E = {z : u™(z) > 0} tem medida positiva, entao Re( [, fdu— [, gdp) = [put >0
pois u~ = 0 em E; semelhantemente para os demais casos. 0

Esta Proposicao mostra que para o proposito de integracao nao faz qualquer diferenca se
alterarmos fungoes em conjuntos de medida nula. De fato, podemos integrar funcoes f que
estao definidas apenas em um conjunto mensuravel F cujo complemento £ é um conjunto
de medida nula simplesmente definindo f por zero em E¢ (ou qualquer outro valor). Desta
forma podemos tratar funcoes que tomam valores em R e que sdo finitas quase sempre como
funcoes que tomam valores em R para o propdsito de integracao.

Com isto em mente definimos L' (1) como o espago das classes de equivaléncias de fungoes
integraveis definidas quase sempre em X, onde f e g sao consideradas equivalentes se f = ¢
quase sempre. Este novo espaco L'(u) é ainda um espago vetorial complexo.

Esta nova definigao de L' (1) tem duas vantagens. Primeiramente, se ji é o completamento
de p, a Proposi¢ao 5.1.7/ nos da uma correspondéncia natural entre L'(j) e L' (1) e podemos
identificar estes dois espacos. Em segundo lugar, L!(u) é um espago métrico com a métrica

9)=[1f —gldp.
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Teorema 5.3.1 (da Convergéncia Dominada). Seja {f,} uma seqiiéncia em L*(u) tal
que (a) f. — [ quase sempre, e (b) existe uma fungao nao negativa g € L'(u) tal que
|fu] < g quase sempre para todo n. Entao f € L'(u) e [ fdp=lm, .o [ fa.

Prova: f é mensurdvel (talvez apés redefinigdio em um conjunto de medida nula) pelas
Proposicoes 5.1.6/ e 5.1.7 e como |f| < g quase sempre, temos que f € L'(u). Tomando
parte real e imaginaria é suficiente assumir que f,, f sao funcoes reais e neste caso temos
que g+ f, > 0e g— f, > 0 quase sempre. Portanto, pelo Lema de Fatou,

/gdu+/fdu§liminf/(g—irfn)du:/gdu—l—liminf/fndu,

/gdu — /fd,u < liminf/(g — fa)du = /gd,u — limsup/fnd,u.
Portanto, liminf,, .o [ fn dp > limsup,, . [ f.du e o resultado segue. O

Teorema 5.3.2. Suponha que {f;} € uma seqiéncia em L'(p) tal que 3377, | [ f;dul <
co. Entdo Y 7, f; converge quase sempre para uma fungio em L' (u) e fzjoil fidp =

Z;i1 f Jidp.

Prova: Pelo Teorema 5.2.2, [>°7°, |fildp = 3272, [|f;ldp < oo, logo a fungio g =
> o021 |fil estd em L'. Em particular, pela Proposicao 5.2.3, 772, [f;(2)] é finita para quase
todo z, e para cada tal z a série 77, f;(x) converge. Além disso, | > 7, f;(z)| < g para
todo n, logo podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Domainada a seqiiéncia das somas

parciais para obter [ Y%, fidu =322, [ f;dp. O

Teorema 5.3.3. Se f € L'(u) ee > 0, existe uma funcao simples integrdvel ¢ = Z?:l a;Xg,
tal que [ |f —¢|dp < e. Se p é uma medida de Lebesque-Stieltjes em R, os conjuntos E; na
defini¢ao de ¢ podem ser tomados como unioes finitas de intervalos abertos; além disso, existe
uma fungdo continua g que se anula fora de um intervalo limitado tal que [ |f — g|dp < e.

Prova: Seja {¢,} como no Teorema 5.1.1/b); entdo [ |¢, — f| dp < € para n suficientemente

grande, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, ji que |¢, — f| < 2[f]. Se ¢, = 37, X,

onde os E;’s sao disjuntos e os a;’s sdo nao nulos, observamos que p(E;) < |a;| ™" [, [¢n] <
J

la;| ™t [1f] < oo. Além disso, se E e F sao conjuntos mensurdveis, temos que u(EAF) =
[ |Xr — Xp| du. Portanto, se y é uma medida de Lebesgue-Stieltjes em R, pela Proposi¢ao
4.4.2l podemos aproximar em L'(y), tdo bem quanto desejarmos, X, por uma soma finita

de fungoes X;, onde os I;’s sdo intervalos abertos. Finalmente, se I = (a,b) podemos
aproximar X, em L'(u) por fungdes continuas que se anulam fora de (a,b). Pondo estes
fatos juntos, obtemos o resultado desejado. 0

Décima-Oitava Aula (100 minutos) 1
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Décima-Nona Aula (100 minutos) |
A seguir utilizamos o Teorema da Convergéncia Dominada para obter resultados que
permitem intercambiar os simbolos de integral e de derivada.

Teorema 5.3.4. Suponha que f: X X [a b — C ( o0 <a<b<oo)eque f(-,t) : X — C
€ integrdvel para todo t € [a,b]. Seja F(t) = [, f(x,t)du(x).

a) Suponha que existe g € L*(p) tal que | f(x,t)] < g(x) para todo x,t. Selim; ., f(z,t) =
f(z,ty) para todo x, entao lim,_,, F(t) = F(to); em particular, se f(z,-) € continua
para cada x, entao F' € continua.

b) Suponha que E exista e que eziste g E LY () tal que ]%(m,t)] < g(x) para todo z,t.

Entao F ¢ diferencidvel e F'(t) = [, 5 9 (. t) du(z).

Prova: Para a), aplique o Teorema da Convergéncia Dominada a f,,(z) = f(z,t,) onde {¢,}
é uma seqiiéncia em [a, b] que converge para ty. Para b), observe que

0 - |
8_Jtc($’t0> = lim h,,(z) onde h,(z) = f(ﬂc,ttT)L = ;Z;(x to)7

en . of 4
{t,} sendo novamente uma seqiiéncia qualquer que converge para to. Segue que Z; ¢ men-

suravel, e pelo teorema do valor médio

[ ()] < sup
te(a,b)

St < ato),

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

Fo) = i =IO i [ dute) = [ S0 duta).

O

No caso especial quando a medida p é a medida de Lebesgue em R, a integral que
desenvolvemos é chamada Integral de Lebesque. Neste ponto é apropriado estudar a relacao
entre as Integrais de Lebesgue e de Riemann em R. Utilizaremos a caracterizacao de Darboux
da Integral de Riemann em termos de somas superiores e inferiores que recordamos a seguir.

Seja [a,b] um intervalo compacto. Por uma particao entendemos uma seqiiéncia finita

P = {t;}7_, tal que a =ty <t; < --- <t, =b. Seja f uma funcio real limitada em |[a, b].
Para cada particao P definimos

Spf = ZM tim),  spf =) mylt; —tj)
j=1
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onde M; = sup,cp, ., f(x) e my = infeep; ;o) f(2). Entao definimos
I(f) = inf Spf, L(f) =supspf
P

onde o fnfimo e o supremo sao tomados sobre todas as particoes P. Se I°(f) = I°(f), f é
dita Rlemann Integravel e o valor comum ¢é chamado Integral de Riemann de f e é denotado

por f f(x
Teorema 5.3.5. Seja f uma rungao real limitada em [a,b].

a) Se f € Riemann Integravel, entao f é Lebesque mensurdvel (e portanto Lebesgue In-
tegrdvel em [a,b] pois f € limitada), e f: f(z)dz = fa a g Sdm-

b) A funcao f € Riemann Integrdvel se e somente se
{z € [a,b] : f € descontinua em x}
tem medida de Lebesque nula.

Prova: Suponha que f é Riemann Integravel. Para cada particao P seja

GP:ZM]'X(QAJJ'], QP—Zm] tj—1,t

Jj=1

logo Spf = [Gpdm e spf = [ gpdm. Existe uma seqiiéncia { P} de parti¢des cuja malha
(isto é, maxg<;<,(t;—t;_1)) tende para zero, cada das quais inclui a precedente (de forma que
gp, ¢ crescente e Gp, é decrescente), tais que Sp, f e sp, f convergem para f; f(z)dz. Seja
G =limGp, e g =limgp,. Entao g < f < G, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada ,
[ Gdm = [ gdm = f;f(m)dl‘ Portanto [(G — g)dm =0 e G = g quase sempre, logo G = f
quase sempre. Como G é mensuravel (¢ limite de uma seqﬁéncia de fungao simples) e m é
Gdm = f f(x)dx. Isto prova a).

completa, segue que f é mensuravel e f[ P fdm = f (ab]

Para b) note que, se
H(z)=1lim sup f(y)

5_’00<|x y|<é
h(x) B (151—1>I(1) 0<|31013£‘<5f(y),
entdo H(xz) = h(z) se e somente se f é continua em x. Nao é dificil verificar que H = G
e h = g quase sempre. Portanto H e h sao Lebesgue mensuraveis e f Hdm = I’(f) e
f‘Lb hdm = I°(f). Do fato que H > h, f é Riemann integrével se e somente se {z: H(x) #
h(z)} tem medida nula. Isto prova b). O

A integral de Lebesgue estende a integral de Riemann (prépria). Algumas integrais de
Riemann impréprias (aquelas que s@o absolutamente convergente) podem ser interpretadas
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diretamente como integrais de Lebesgue, mas outras ainda requerem o processo de passagem
ao limite. Por exemplo, se f é Riemann integrdvel em [0,b] para todo b > 0 e Lebesgue
integravel em [0, 00), entdo f[o,oo) fdm =limy fob f(z)dz (pelo Teorema da Convergéncia
Dominada), mas o limite do lado direito pode existir sem que f seja integravel (Exemplo:
f=>, ﬂ/'l’(7l7nJr1]). Daqui por diante utilizaremos, via de regra, fab f(z) dx para denotar

integrais de Lebesgue.

Seja f é uma fun¢ao mensuravel, limitada e nao negativa em [a,b]. Para calcular a
integral de Riemann de f, particionamos o intervalo [a, b] em subintervalos e aproximamos
f por cima e por baixo usando funcoes que sao constantes em cada subintervalo da particao.
Para calcular a integral de Lebesgue de f tomamos uma seqiiéncia de func¢oes simples que
converge monotonicamente para f. Em particular se tomamos a seqiiéncia construida no
Teorema [5.1.1/ a) estamos particionando a imagem de f em subintervalos I; e aproximando
f por uma constante em cada dos conjuntos f~!(;). Para iniciar, este processo requer uma
teoria de medida mais sofisticada pois os conjuntos f~'(I;) podem ser complicados mesmo
quando f é continua.

Veremos mais tarde (quando falarmos do completamento dos espagos LP) que a integral
de Lebesgue tem vantagens reais sobre a integral de Riemann.

Concluimos esta secao introduzindo a func¢ao Gamma I', que desempenhara um papel
importante em uma série de oportunidades. Se z € C e Rez > 0, definimos f, : (0,00) — C
por f.(t) = t*"te~t. Como [t*7!| = t’**~! temos que f. € L'(0, 00) para Rez > 0 e definimos

['(2) :/ e tdt.
0

Como
N N
/ tFetdt = —t*e~| + 2 / e tdt
€ €
pela integracao por partes, fazendo e — 0 e N — oo vemos que para Rez > 0, I satisfaz a
equacao
[(z+1) =2zI(2).

Esta equacao pode entao ser usada para estender I' a quase todo o plano complexo. Isto
é, para —1 < Rez < 0 podemos definir I'(z) por I'(z + 1)/z e, por indugao, tendo definido
I'(z) para Rez > —n, definimos I'(z) para Rez > —n — 1 por I'(z + 1)/2. O resultado é
uma fungao definida em todo o plano complexo C exceto em singularidades nos inteiros nao
positivos onde o algoritimo descrito envolve a divisao por zero.

Temos que I'(1) = [;~ e~'dt = 1 e portanto I'(n + 1) = n!l. A maioria das aplicacoes da
funcao Gamma envolve o fato que ela estende a funcao Fatorial para nao inteiros.
Décima-Nona Aula (100 minutos) T
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5.4 Segunda Prova

Questoes | Valor | Notas

]2.“ Prova de SMA-5926 - Anélise I\ 012 2.0

02% 1.0

032 1.0
Professor: Alexandre Nolasco de Carvalho 042 2.0

052 1.0

062 1.0
Nome: 072 1.0
19.11.2002 082 1.0
911200 [ Total | 10.0 | H

1. (a) Seja e A, C R? o disco aberto de centro em ((—1)"/n,0) e raio 1. Encontrar

2.

limsup,,_, ., A, e liminf, . A,.

(b) Seja {z,} uma seqiiéncia de nimeros reais e seja A, = (—o0,x,). Qual é a
conexao entre limsup,, . x, e limsup,,_, . A,.

Sejam X um conjunto, C C P(X) e M(C) C P(X) a o—élgebra gerada por C. Se
CNA={BNA:BecC}CP(A), entao a o—dlgebra M4(CN A) C P(A) gerada por
C N A coincide com

M) NA={BNA:BeMQC)?

Solugdo: E claro que CN A C M(C)N A eque M(C)N A é uma o—4élgebra. Logo
M(CNA)C M(C)N A.

Por outro lado, se S ={B e M(C): BNA e M(CnNA)} Cc M(C), entdo S é uma
o—4&lgebra e C C S. Logo M(C) C S. Isto implica que M(C)NA C M(CNA)eo
resultado segue.

. Sejam X e Y conjuntos. Se f: X — Y uma funcao e C C P(Y), mostre que

M(f7HC)) = fTHM(C)),

onde f1(C) = {f1(B): BEC} e [AM(C) = {f(B): B e M(C)}.

Solucdo: E claro que f~}(M(C)) é uma o—algebra que contém f~'(C) e portanto
M(f7HC)) € fFTHM(C)).

Por outro lado, se S = {B € M(C): f~Y(B) € M(f7*C))} € M(C), entdao S ¢ uma
o—algebra que contém S. Logo M(C) C S. Isto implica que f~(M(C)) € M(f71(C))
e o resultado segue.
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4. Sejam Q o conjunto dos ntimeros racionais, M, a algebra das unioes finitas disjuntas
de intervalos fechados a direita ((a,b] = {x € Q: a < x < b} ou (a,00) ou Q, a,b € Q)
e M(M,) a o—élgebra gerada por M. Mostre que

(a) M =P(Q).
(b) Se p é a medida da contagem em M entao u é o—finita em M mas nao é o—finita

em M.

(c) Existem conjuntos A € M de medida finita que nao podem ser aproximados por
conjuntos em M.

(d) Se A =2pu, entdo A = p em M, mas nao em M.

5. Seja f : R — R uma funcao crescente e continua a direita e p1y a medida de Lebesgue
Stieltjes associada a f. Mostre que

pyla,b) = f(b7) = fla), pgla,0] = f(b) — f(a™),
prla,b) = f(b7) = fla™) e pr({a}) = fla) — fla™),
a,be R, a<b.

6. Se {fn} é uma seqiiéncia de fungdes mensurdveis em um espago mensuravel (X, M),
entao
{z : lim f,(z) existe }

é um conjunto mensuravel.

7. Seja f : [a,b] — [0,00) uma fungao continua tal que

[ rodm =0

para toda ¢ : R — [0, 00) simples. Mostre que f = 0 quase sempre.

8. Se fu,gn, [, € L', f, = f e g — g quase sempre, |f,| < g, e [ g, — [ g, mostre
que [ fo.— [ f.
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Vigésima Aula (100 minutos) |

5.5 Modos de Convergéncia

Se {f.} é uma sequéncia de fungoes complexas definidas em um conjunto X, a afirmativa
“fn, — f quando n — oo” pode ser tomada em muitos sentidos diferentes, por exemplo,
pontualmente ou uniformemente convergente. Se X é uma espaco de medida, podemos
também falar de convergéncia quase sempre ou convergéncia em L!. E claro que convergencia
uniforme implica convergéncia pontual, que por sua vez implica convergéncia quase sempre
mas estes modos de convergéncia nao implicam convergéncia L' ou vice versa. Sera ttil
lembrar os seguinte exemplos em R (com a medida de Lebesgue):

(1) fo=n""Xon.-
(“) Jn = Xnn+1)
(4ii) fn = nX(0,1/n)

) f

1= Xoap, fo = Xoua, f5 = Xujeny, fa = X, fs = Xujanye, fo = Xz,
J1 = Ajzja), e em geral, f,, = Xl 9k (j41)/2¢) Onde n = 2F +j com 0 < j < 2k,

(1w

Em (i), (ii) e (iii), f, — 0 uniformemente, pontualmente e quase sempre, respectivamente,
mas f, 7 0 em L' (de fato [ |f,| = [ fn = 1 para todo n). Em (iv), f,, — 0 em L' pois
[ 1fa] = 27% para 28 < n < 25! mas f,(z) ndo converge para qualquer = € [0, 1] pois hd
um numero infinito de indices n para os quais f,(z) = 0 e um ntimero infinito de indices
para os quais fp(z) = 1.

Por outro lado, se f, — f quase sempre e |f,| < g € L' para todo n, entao f, — f
em L' (Isto é claro do Teorema da Convergéncia Dominada pois |f,, — f| < 2g). Também,
veremos a seguir que, se f, — f em L!, entdo alguma subseqiiéncia converge para f quase
sempre.

Outro modo de convergeéncia que é frequentemente utilizado é a convergéncia em medida.
Dizemos que uma seqiiéncia {f,} de fungoes complexas mensurdveis em (X, M, p) é uma
sequéncia de Cauchy em Medida se para todo ¢ > 0

p{z : [fu(@) = fn(z)| = €}) — 0 quando m,n — oo,
e que {f,} converge em medida para f se para todo € > 0,
p{z : [fu(z) — f(2)] = €}) — 0 quando n — oo.

Por exemplo, as seqiiéncia (i), (iii) e (iv) convergem para zero em medida, mas (ii) nao é de
Cauchy em medida.

Proposicao 5.5.1. Se f,, — f em L', entdo f, — f em medida.
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Prova: Se E, . = {x : |fo(z) — f(z)| > €}, entao [ |f, — fldu > fEM fo— fldu > ep(E, ).
Logo (Ene) < e ' [|f, — fldp — 0 quando n — oc. O
A reciproca desta proposit¢ao é falsa como atestam os exemplos (i) e (iii).

Teorema 5.5.1. Suponha que {f,} € uma seqiiéncia de Cauchy em medida. Entdo eziste
uma fungao mensurdvel f tal que f,, — f em medida e uma subseqiiéncia { fn,} que converge
para [ quase sempre. Além disso, se f, — g em medida entdo f = g quase sempre.

Prova: Seja {g;} = {fn,} uma subseqiiéncia de {f,.} tal que, se E; = {x : |g;(v) — gj1| >
277} entdo p(E;) < 277. Se Fy, = U E;, entao u(Fy) < 2% esex ¢ Fy, para i > j >k
temos

195(%) = gi(=)] < 2_: gi1(2) — gi(w) < 277

portanto {g;(z)} é de Cauchy para x em Ff. Seja F' = N2, F}, = limsup £;. Entao yu(F) =0
ese x ¢ F entdo x € F{ para algum k e fazemos f(x) = lim; .o g;Xre(x) se € X. Entao
f é mensurdvel e g; — f quase sempre. Além disso, |g;(z) — f(z)] < 2" para z ¢ Fj e
j > k. Como p(Fy) — 0 quando k — oo segue que g; — f em medida.

Note que, se 0 < € < |f,(z) — f(z)| entao € < |f(z) — gj(x)| + | fu(x) — g;(x)| e portanto
ou |f(z) —gj(z)] > 5 ou |fu(x) — gj(x)| > 5. Disto segue que

{o:|f(@) = ful@)| 2 €} C {2 |f(@) = s(@)] 2 5} U{a : [fule) = g5(2)| = 5}

Segue do fato que que {f,} é de Cauchy em medida e do fato que {g;} converge para f em
medida que {f,} converge para f em medida.
Se f, — g em medida

{z:|f(x) = g(@)] 2 e} C{z: [f(2) = fulz)] = g} Utz [fule) —g(z)] = 5}
para todo n. Portanto {x : |f(z) — g(z)| > 0} tem medida nula. O

Corolério 5.5.1. Se f,, — f em L' entio existe subseqiéncia {f,,} de {f,} tal que f,, — f
quase sempre.

NN e

Convergéncia quase sempre nao implica convergéncia em medida, como atesta o exemplo
(ii), no entanto, se u(X) < oo vale o seguinte resultado mais geral

Teorema 5.5.2 (Egoroff). Suponha que (X)) < oo e {fn}, f sao fung¢oes mensurdveis em
X tais que f, — f quase sempre. Entdao, para todo € > 0, existe E C X tal que p(E) < € e
fn — [ uniformemente em E°.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que f, — f para todo z € X. Se
k,n € N seja

En(k) = Un_p{a « [ fnl@) = fx)] = &7}
Para k fixo E,(k) decresce quando n — oo e como N E, (k) = 0 e u(X) < oo temos
que p(E,(k)) — 0 quando n — oo. Dado € > 0 e k € N escolha n; tao grande que
w(E,, (k) < e27% e seja E = U2, E,, (k). Entao p(E) < e e |fu(z) — f(x)| < k' para
n>ny ex ¢ E. Portanto f, — f uniformemente em E°. OJ
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5.6 Medidas Produto e o Teorema de Fubini-Tonelli

Sejam (X, M, ) e (Y, N, v) espagos de medida. J4 construimos a o—dlgebra produto MN
em X x Y e agora vamos constuir uma medida em M ® N. Para comecar, um conjunto da
forma Ax Bem X xY com A€ M e B €N é chamado um retangulo. Claramente

(AxB)N(ExF)=(ANE)x (BNF)

(Ax B)=(A°xY)U (X x B°) = (A° x B)U (X x B°).

De onde segue que o conjunto de todos os retangulos é uma familia elementar de conjuntos.
Da Proposigao 4.1.5/ temos que a colegao A das unioes finitas disjuntas de retangulos é uma
algebra e da Proposicao 4.1.2l a o—algebra gerada por A é M @ N

Suponha que A x B é um retangulo que é uma uniao finita (ou enumeravel) disjunta de
retangulos A; x B;. Entao, paraz € X ey €Y

Xa(2)Xp(y) = Xaxp(@,y) =Y Xap, (@,y) = Xa, () X5, (y)

Se integramos relativamente a x e usamos o Teorema 5.2.2] obtemos que

1(A) X5 (y /XA VX (y) du(x Z/XA )X, (y) dp(x)
=3 A

e integrando relativamente a y

= Z 1(Aj)v(Bj)

Seja E € Ae
E= Uj(Aj X B]) = Uk<0k X Dk)

duas representacoes de E como uniao finita disjunta de retangulos. Entao
Aj X Bj = U [(Aj N Ck) X (B] N Dk)] (S Ck X Dk = Uj [(AJ N Ck) X (Bj N Dk)]
e, das consideracoes acima,

> MANV(By) =325 50 1m(A; N Cr)v(B; N Dy)
=1 2. H(A; N Cy)v(B; N Dy)
= > (Cr)v(Dy).

Se £ € A, entao E é uniao disjunta de retangulos A; X By,..., A, X B, e definimos

= ZM(AJ)V(BJ)

7 estd bem definida em A, pois o seu valor independe da representacao de E como uniao
disjunta de retangulos.
Vigésima Aula (100 minutos) T
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Vigésima-Primeira Aula (100 minutos) |

Em seguida, vamos verificar que m é uma pré-medida em A. Resta apenas verificar que

se A3 E = U,E), onde {E};} é uma seqiiéncia disjunta em A, entéo 7(E) = >, m(Ej). Note

que Ej, = U Ry once { Ry} é uma seqiiéncia finita disjunta de retangulos e que F = Ujf?ij
onde {]:2] }; € uma sequiéncia finita disjunta de retangulos. Entao

R; = U, U (R N R))

e, das consideragoes anteriores,

T(Ry) =) ZW(RM NRj)
7(E) = Z T(R)=> Y > a(RunR) =Y a(Ru)=> 7(E).

J
Segue do Teorema 4.3.2 que 7 induz uma medida exterior em X X Y cuja restricao a
M @ N é uma medida que estende w. Chamamos esta medida de medida produto de p e v
e denotamos por u X v. Se u e v sao o—finitas u X v é o—finita e neste caso pu X v é a tnica

medida em M ® N tal que p x v(A x B) = pu(A)u(B) para todo retangulo A x B.

A mesma constucao funciona para um numero finito de fatores. Isto é, suponha que
(X, M, pj) s@o espacos de medida para j = 1,...,n. Se chamamos de retangulo o produto
Ay x -+ x A, de elementos A; de M,, entdao a colecao A das unides finitas disjuntas de
retangulos é uma &algebra e o mesmo procedimento descrito acima produz uma medida gy X
coe X i, em M ® - ® M, tal que

pn X X (Ay X Ay) = T (Ay).

Além disso, se as p;’s sao o—finitas a medida produto gy X --- X p, também é o—finita
e a extensao a ®?:1 M ¢é unicamente determinada. As propriedades associativas ébvias
valem. Por exemplo, se identificamos X; x X5 x X3 com (X x X5) X X3, temos M; @ Ms®
Mz = (M; ® My) ® M3 (a primeira dessas o—dalgebras é gerada pelos conjuntos da forma
Ay x Ay x Az com A; € M; e a segunda pelos conjuntos da forma B x Az com B € M;® M,
e Az € M3) e g X g X pug = (1 X po) X pg (pois elas coincidem em conjuntos da forma
Ay X Ay x Az com A; € M, e portanto em geral pela unicidade). Todos os resultados abaixo
possuem extensoes Obvias para produtos com n fatores, mas nos restringiremos ao caso n = 2
por simplicidade.

Retornamos ao caso de dois espagos de medida (X, M,u) e (Y,N,v). Se E C X XY,
parax € X e y € Y definimos a x—se¢ao F, e y—secao EY de F por

E,={ye€Y :(z,y) € E}, EY={re X :(z,y) € E}.
Também, se f é uma fungao em X x Y definimos a x—secao f, e a y—secao fY de f por
fe(y) = f2(x) = f(z,9).
Portanto, por exemplo (Xg), = Xg, e (Xg)? = Xpv
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Proposigao 5.6.1. a) Se E € M®N, entio E, € N para todo x € X e EY € M para
todo y €Y.

b) Se f é M @ N-mensurdvel, entio f, é N—mensurdvel para todo x € X e fY ¢
M—mensurdvel para todo y € Y.

Prova: Seja R a colecao de todos os subconjuntos E de X x Y tais que E, € N para
todo z € X e EY € M para todo y € Y. Entao R obviamente contém todos os retangulos
((Ax B), = Bsex € A e vazio caso contrario e (A x B)Y = A se y € B e vazio caso
contrario).

Se {E;}; C R entao

y € (U;E)), & (x,y) € UjE; & (v,y) € E; para algum ]
&y € (E)), para algum j <y € U;(E)),

e segue que (U;E;), € N para todo . Semelhantemente para y—segoes. Isto mostra que
U;E; € R.
Se Y € R entao

ye(E% oy ¢ Eeyd Eroyc (B)

e segue que (E°), € N para todo z. Semelhantemente para y—segoes. Isto mostra que
EceR.

Com isto, mostramos R é uma o—4algebra. Portanto R D M ® N, o que prova (a).

A parte (b) segue de (a) se mostrarmos que (f,)"(B) = (f74B)). e (f¥)"1(B) =
(f~Y(B))v. Isto segue de

y€ (fo)(B) & fuly € B& f(z,y) €B
& (r,y) € f71(B) & ye(fH(B)).

O

Antes de prosseguir vamos mostrar um lema técnico. Definimos uma classe mondtona

em um conjunto X como um subconjunto de P(X) que é fechado sob unido enumeravel

crescente e intersecao enumeravel decrescente. Claramente, toda o—élgebra é uma classe

mondétona. Também, a intersecao de qualquer familia de classes mondtonas é uma classe

mondtona e portanto, para cada £ C P(X) existe uma menor classe monétona contendo &,
chamada a classe monétona gerada por &.

Lema 5.6.1 (da Classe Monétona). Se A ¢é uma dlgebra de subconjuntos de X, entdo a
classe mondtona C gerada por A coincide com a o—dlgebra M gerada por A.

Prova: Como M ¢é uma classe mondtona que contém A temos que M D C.
Se mostrarmos que C é uma o—algebra, teremos que C D M. Para este fim, se £ € C

definimos
C(E)={Fe€C:E\F,F\E, e ENF estao em C}.
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Claramente () e E estao em C(E) e E € C(F) se e somente se F' € C(FE).

Vamos mostrar que C(E) é uma classe monétona. Seja {F,} uma seqiiéncia crescente
de conjuntos em C(FE). Entao Uj_,F; = F, € C(E), E\F,, € C, F;,\F €Ce F,NE €C.
Como {E\F,}, ¢é decrescente e {F,,\E},, {F, N E}, sdo crescentes segue que E\(U2, F,),
(U, F)\E e (U2 F,) N E estdo em C e portanto U, F, € C(E). Semelhantemente
mostramos que se {F,} é uma seqiiéncia decrescente em C(E) entdao N5, F; € C(E). Logo
C(E) é uma classe mondtona.

Note que, se E € A, entao F' € C(F) para todo F' € A porque A é uma algebra e A C C;
isto é, A C C(E) e portanto C C C(E). Dito de outra forma, se ' € C entao F' € C(E) para
todo E € A. Mas isto significa que, se F' € C, entdao £ € C(F) para todo E € A, isto é,
A C C(F). Logo C C C(F) sempre que F' € C. Concluimos que se E, F € C entao E\F,
F\E e EN F estao em C. Como X € A C C, temos que C é uma &lgebra. Mas entao, se
{E;}52, C C, temos que U_, E; € C para todo n e, como C é fechado sob unido enumerdvel
de uma seqiiéncia crescente de conjuntos, segue que U2, E; € C. Isto mostra que C é uma
o—algebra. 0

Vigésima-Primeira Aula (100 minutos) T
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Vigésima-Segunda Aula (100 minutos) |
Agora desmonstraremos os resultados principais desta secao, que relacionam as integrais
em X X Y com as integrais em X e em Y.

Teorema 5.6.1. Suponha que (X, M,u) e (Y,N,v) sao espagos de medida o—finitos. Se
E € M®N, entio as fungoes v — v(E,) ey — u(EY) sio mensurdveis em X e Y,
respectivamente, e

i x U(E) = / v(E,) du(z) = / u(EY) du(y).

Prova: Primeiramente supomos que p e v sao finitas, e seja C o conjunto de todos os
E € M ® N para os quais as conclusoes do teorema sao verdadeiras. Se £ = A x B com
Ae Me BeN, entao v(E,) = Xa(x)v(B) e u(EY) = p(A)Xp(y), logo claramente E € C.
Pela aditividade segue que a uniao finita de retangulos disjuntos estd em C e pelo Lema da
Classe Mondtona sera suficiente mostrar que C é uma Classe Moné6tona. Se {E,} é uma
seqiiéncia crescente em C e E = U | F,,, entao as fungoes f,,(y) = u((E,)Y) sdo mensurdveis
e crescem pontualmente para f(y ) pu(EY). Portanto, do Corolario 5.1.4, f ¢ mensuravel e
pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

[ dvty) =tim [ (B dv(y) = lim g x v(E) = o v(E).

n—oo

Semelhantemente g(z) = v(E,) é mensurdvel e p X v(E) = [v(E,)du(z), logo E € C. Se
{E,} é uma seqiiéncia decrescente em C e E = N> | F,,, a fun¢ao y — u((E1)Y) estd em L' (v)
porque p((E1)Y) < u(X) < oo e v(Y) < oo, logo pelo teorema da Convergéncia Dominada
E € C. Portanto C é uma classe mondtona, e a prova estd completa para o caso de espacos
de medida finitos.

Finalmente, se p e v sao o—finitas, podemos escrever X X Y como a uniao de uma
seqiiéncia crescentes {X; x Y;} de retangulos de medida finita. Se £ € M®N, o argumento
precedente se aplica a £ N (X; x Y;) para cada j e

pxv(EN(X; xY;) /XX v(E,NY;) /Xy w(EY N X;) dv(y),
e uma tltima aplicagao do Teorema da Convergéncia Monétona resulta no resultado desejado.

O

Teorema 5.6.2 (de Fubini-Tonelli). Suponha que (X, M,pu) e (Y,N,v) sdo espagos de
medida o—finitos.

a) (Toneli) Se f € LT (X xY), entdo as fungies g(x) = [ fodv e h(y) = [ f¥du estio
em LT(X) e LT(Y), respectivamente, e

[riwxn =[] fx(y)dV(y)] du(z)
- [ r@rauto)| v
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b) (Fubini) Se f € L*(u X v), entdo f, € L*(v) para quase todo reX, fYe Ll(u) para
quase todo y € Y, as fungoes definidas quase sempre g(x) = [ fodv e h(y) = [ fYdu
estio em L'(p) e Ll( ), respectivamente, e vale (5.1)

Prova: O Teorema de Tonelli se reduz ao Teorema 5.6.1 no caso em que f é uma funcao
caracteristica e por linearidade vale para fung¢oes simples nao negativas. Se f € LT(X xY),
seja { f,, } uma seqiiéncia de fungdes simples que convergem pontualmente e monotonicamente
para f como no Teorema [5.1.1. Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

e as fungoes g,(z) = [(fn)zdv e hy(y) = [(fn)Y dp convergem monotonicamente para g
e h, de forma que g e h sao mensuraveis e

/gduzhm/gnduzlim/fnd(uXV)z/fd(uXV),
/hdz/:lim/hndu:hm/fnd(uxy):/fd(uxV),

Isto estabelece o Teorema de Tonelli e também mostra que se f € LT (X xY) e [ fd(ux
V) < 0o, entdo g < oo quase sempre e h < 0o quase sempre; isto é, f, € Ll( ) quase sempre
em z e fY € L'(u) quase sempre em y. Além disso, g e h sao integréveis.

Se f € L'(uxv), entdao a conclusao do Teorema de Fubini segue aplicando estes resultados
a parte positiva e negativa da parte real e imaginaria de f. ([l

e ¢ que

que é (5.1).

Mesmo quando p e v sao completas, u X v quase nunca é completa. De fato, suponha
que existe um conjunto nao vazio A € M com pu(A) =0e N # P(Y). Se E € P(Y)\N,
entdo A x E ¢ M ® N pela Proposicao 5.6.1, mas AXx EC AxY euxv(AxY)=0.

Se quisermos trabalhar com medidas completas podemos, é claro, considerar o comple-
tamento de p x v. Neste caso a relagao entre a mensurabilidade de uma funcao em X x Y e
a mensurabilidade de suas se¢oes nao é tao simples. Contudo, o Teorema de Fubini-Tonelli
continua valido quando reformulado apropriadamente.

Lema 5.6.2. Sejam (X, M, pu) e (Y,N,v) espacos de medida completos e o—finitos. Se
EeMN euxv(E)=0e¢F CE, entio v(F,) = 0 p—quase sempre e u(FY) = 0
v—quase sempre.

Prova: Note que

0= o x (E) — /X v(E,) du(z) = /Y W(E) du(y)

e portanto v(FE,) = 0 p—quase sempre e p(EY) = 0 v—quase sempre. Como F, C E, para
todo z e FY C EY para todo y temos (do fato que p e v sdo completas) que F, € N,
v(F,) = 0 u—quase sempre e F¥ € M, pu(FY) = 0 v—quase sempre. O
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Teorema 5.6.3 (de Fubini-Tonelli para Medidas Completas). Sejam (X, M, pu) e
(Y,N,v) espagos de medida completos e o—finitos e seja (X XY, L, \) o completamento de
(X XY MQN,uxv).

a) Se f € LT(X xY,)\), entao f, é N—mensurdvel para quase todo x e fY é M—mensu-
ravel para quase todo y. Adicionalmente, v — [ fydv ey — [ f,du sdo mensurdveis

[ tixr) = [ [ gty duto

(5.2)

— [ 1] ewinte) | dvty)

b) Se f e LY(X xY,N), entdo f, e fY sdo integrdveis para quase todo x e y. Além disso,
z [ fodv ey [ f,dp sio integrdveis e vale (5.2).

Prova: Se H € L, segue do Teorema 4.2.2/que H = GUF onde G € M®N e F C E para
algum £ € M®N com puxv(E) =0. Para cada x € X, temos que H, = G, UF, e segue do
Lema 5.6.2/ que v(F,) = 0 u—quase sempre. Disto, do Teorema 4.2.2 e da Proposicao 5.6.1
segue que H, € N para pu—quase todo z em X. Isto mostra que (Xp), é N'—mensuravel
para p—quase todo z em X. Do mesmo modo mostramos que (Xz)? é M—mensuravel para
v—quase todo y em Y.

Do Teorema [5.6.1l z — v(G,) é M—mensurdvel e y — pu(GY) é N—mensurdvel. Além
disso, v(H,) = v(G,) para p—quase todo x em X e u(HY) = u(GY) para v—quase todo y em
Y. Como p e v sdo completas, o Teorema [5.1.6/ implica que x +— v(H,) é M—mensuravel e
y +— u(HY) é N—mensurdvel.

Isto prova que & — [ (Xy), dv é M—mensurdvel e que y — [ (Xy)¥ du é N'—mensurdvel.

A prova de (5.2)) segue de

Xy d) = MH) = p x v(G) = /Y [ /X (Xe)" du} dv = /Y (G

:/Yu(Hy)dz/:/Y UX (X" dp] dv

Xgd\=MH)=puxv(G) = /X Uy (Xa), du} dp = /Xz/(Gm)du

_ / V(H, )yt = / [ / (X). du] .

XxY

e de

XxY

X X Y

O restante da prova segue como no Teorema de Fubini-Tonelli estendendo o resultado
acima para fungoes simples por linearidade, aproximando f por fungoes simples. E no caso
(b) segue tomando parte positiva e parte negativa da parte real e imaginaria de f. 0

Vigésima-Segunda Aula (100 minutos) 1
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Vigésima-Terceira Aula (100 minutos) |

5.7 A Medida e a Integral de Lebesgue em R"

Seja m! a Medida de Lebesgue em R! e £! o seu domfnio. Em R* =R x --- x R, seja 7 a
medida produto de n cépias da medida de Lebesgue m!. O domfniode 1 é M = L®---Q L.

A Medida de Lebesgue m™ em R™ é o completamento de 7. O Dominio £™ de m™ é a classe
dos conjuntos Lebesgue Mensurdaveis em R™. Também denotaremos por m™ a sua restricao
a Brn = BR® -+ ® Br. Quando nao houver perigo de confusao utilizaremos m para denotar
m™ e escreveremos [ f(x)dx para denotar [ fdm".

Comecamos estabelecendo as extensoes de alguns resultados que obtivemos para a medida
de Lebesgue em R para o caso n—dimensional. No que se segue, se &/ = II7_  E; ¢ um
retangulo em R", nos referiremos aos conjuntos £; C R como os lados de .

Teorema 5.7.1. Suponha que E € L™.

a) m(E) =inf{m(U):U D E, U aberto}
=sup{m(K):S C E, U compacto}.

b) E = A1 UN; = A\N;y onde Ay € um conjunto F,, Ay é um conjunto Gs e m(Ny) =
c) Se m( ) < 00, para cada € > 0 existe uma colecdo finita de retangulos disjuntos {R;}N,
cujos lados sao intervalos tais que m(EA UY.| R;) < e.

Prova: Pela definicio de medida produto existe uma familia contavel {T;} de retangulos
tais que

ECuzT; e Zm(TJ) <m(E) +e.
=1

Para cada j, aplicando o Teorema 4.4.2 aos lados de T}, podemos encontrar um retangulo
U; cujos lados sao abertos, U; D T; e m(u;) < m(T;) + €277, Se U = U2, U; entdo U é
aberto e m(U) < >°72 m(Uj) < ZJ ,m(T;) + e <m(E) + 2. Isto prova a primeira parte
de a). Para a segunda parte primeiro assumimos que E é limitado. Se E é fechado entao
E é compacto e o resultado ¢é imediado. Se nao, dado € > 0 escolhemos U D E~\FE tal que
m(U) <m(E-\FE)+e. Seja K = E~\U. Entao K é compacto, K C F e

m(K) =m(E) —m(ENU) =m(E) - [mU) —mU\E)]
>m(E) —m(U)+m(E-\E)>m(E) —e.

Se E ¢é ilimitado seja E; = EN{zx € R": j < |z| < j} e o argumento anterior implica que
para cada € > 0 existe K C E; com m(K) > m(E;) — €279, Seja H, = Uj_,K;. Entao

H, é compacto, H, C E e m(H ) > m(Uj_oEj;) —e. Como m(E) = lim, ..o m(Uj_oEj) o
resultado segue.
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b) Pelo item anterior, se m(£) < oo, para cada j € N, existem U; D E D Kj tal que
m(U;) — 277 <m(E) <m(K;) +277.

Seja V. = N2, U; e H = U2, K;. Entdo H C ECVem(V) =m(H) =m(E) < co.
Logo m(V\E) = m(E\H) = 0 o que prova o resultado para m(FE) < co. O caso geral agora
segue do fato que m é o—finita e da o—adiditivade.

¢) Se m(E) < oo entao U; (m(U) = m(U2,U;) < m(U;) < m(E) + ¢) tem medida finita
para todo j. Como os lados dos U; sao unioes contaveis de intervalos abertos disjuntos,
tomando uma subuniao finita adequada obtemos retangulos V; C U; cujos lados sao unioes
finitas de intervalos tais que m(V;) > m(U;) — 277e. Se N ¢é suficientemente grande temos

m(E\ U;V:I V) < m(Uj'Vlej\ U;v:l Vi) +m(Uy1Uj) < 2€

m(ULVI\E) < m(ULU\E) < e

de forma que m(EA Ué\le V;) < 3e. Como Uj-V:lV} pode ser escrito como uniao finita disjunta
de retangulos cujos lados sao intervalos o resultado segue. 0

Teorema 5.7.2. Se f € L'(m) e ¢ > 0, existe uma fungdo simples ¢ = Zjvzl a;jXg;, onde
cada R; é um produto de intervalos, tal que [|f — ¢| < € e existe uma fungao continua g
que se anula fora de um congunto limitado tal que [ |f — g| < e.

Prova: Usando a parte ¢) do teorema anterior aproximamos fungoes simples por fungdes
simples definidas em uniao de retangulos com interior disjuntos cujos lados sao intervalos e
isto para aproximar funcoes simples por funcoes continuas. Para aproximar funcoées L! por
funcoes simples usamos o Teorema 5.3.3. 0]

Teorema 5.7.3. A medida de Lebesque € invariante por translagao. Mais precisamente,
para a € R™ defina 7, : R — R" por 7,(z) = = + a.

a) Se E € L entao 1,(E) € L™ e m(1,(E)) = m(E).

b) Se f:R" — C € Lebesque mensurdvel, entio f ot,. Adicionalmente, se ou f > 0 ou

f € LY(m), entao
/(fora)dm:/fdm.

Prova: a) Como 7, e 7_, sdo continuas elas preservam os conjuntos de Borel. A férmula
m(7.(E)) = m(FE) segue do resultado unidimensional se E é um retangulo e entao segue
para conjuntos de Borel pois m ¢é determinada pela sua agao em retangulos. Em particular
para a colegao dos conjuntos de Borel E com m(E) = 0 e a afirmativa a) segue.

b) Se f é Lebesgue mensurdvel e B é Borel mensurdvel em C, temos f~!(B) = EUF onde
E, N sao Borel mensurdveis, E C N e m(N) = 0. Mas 7, '(F) C 7, }(IN) é Borel mensurdvel
e m(r; (N)) = 0 logo (f 070) X(B) = 7. }(f1(B)) = 7/ "}(B)) = 7-a(E) Ur_o(F) € £
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e f o1, é Lebesgue mensurdvel. A igualdade [(f o7,)dm = [ fdm se reduz a igualdade
m(7_q(E)) = m(E) quando f = Xg. Entao é verdade para func¢oes simples por linearidade
e portanto para fungoes nao negativas e mensuraveis pela definicao de integral. Tomando

parte positiva e parte negativa da parte real e da parte imaginaria o resultado segue para
funcoes L. 0

No que se segue compararemos a nocao de conteudo, muito utililizada nos cursos de
calculo avancado, com a medida de Lebesgue.

Para k € Z seja @}, a colecao dos cubos com lados de comprimento 2% cujos vértices
estao na rede (27%Z)"; isto ¢, II}_[a;,b;] € Qp se e somente se 2"a; e 2°b; sdo inteiros e
bj —a; = 27% para todo j. Note que, quaisquer dois cubos em Qj, tem interiores disjuntos e
os cubos em Q41 sao obtidos dos cubos de @y dividindo ao meio os lados.

Se ¥ C R", definimos as aproximagoes internas e externas de E pela grade de cubos Q)
por

AER)=U{Qe@r:QCE}, Ak =U{QeQr:QNE#0}.

A medida de A(E,k) é 27" vezes o ntimero de cubos em Q) que estao em A(E,k) e o

denotamos por m(A(E, k)). Os conjuntos A(FE, k) crescem com k enquanto que os A(E, k
decrescem com k. Portanto os limites

k(E) = lim m(A(E,k)), bark(E) = lim m(barA(E,k))

- k—o00 k—o0

existem e sao chamados conteido interior e exterior de E. Se eles sao iguais o valor comum
k(E) é o conteido de Jordam de E.
Seja

A(E) = GLA(E k), A(E) =ML AE, k).

Entéo A(E) C E C A(E), A(E) e A(E) sao conjuntos de Borel e k(E) = m(A(E)), k(E) =
m(A(FE)) portanto o conteido de Jordan existe se e somente se

m(A(E)\A(E)) =0
o que implica que E é Lebesgue mensuravel e m(FE) = k(E).

Lema 5.7.1. Se U C R" ¢ aberto, entdo U = A(U). Além disso, U é unido contdvel de
cubos com interiores disjuntos.

Prova: Se z € U seja 6(x,U°¢) > 0. Se QQ € @ contendo = entdo todo y € ) estd a uma
distancia de no maximo 27%/n de z entdo Q C U se 27%y/n < 4. Entdao z € A(U, k) C A(U).
Isto mostra que U = A(U). A segunda afirmativa segue escrevendo

A(U) = A(U,0) U (U AU ENAU k= 1))

e notando que A(u,0) é unido contavel de cubos com interiores disjuntos e o mesmo vale
para o fecho de A(U, k)\A(U, k — 1) e o resultado segue. O
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O lema anterior implica que a medida de Lebesgue de um aberto é igual ao seu contetido
interior. Por outro lado, se F' C R™ é compacto, existe M € N tal que Qy = {z :
maxi<j<n |2;| < 2M} contém F em seu interior. Se @ € Qr e Q C Qo entdao out QN F # 0
ou (Q C Qo\F. Logo

m(A(F, k) + m(A(Qo\F, k)) = m(Qo)

Fazendo k — oo vemos que k(F)+ k(Qo\F) = m(Qy). Mas Qo\F é a unido de um conjunto
aberto com a fronteira de Qo que tem contetido nulo. Logo k(Qo\F) = E(QS\F) = m(Qo\F).
Segue que a medida de Lebesgue de qualquer conjunto compacto é igual ao seu contetido
exterior.

Comparando a medida de Lebesgue e o Conteido de Jordan temos que

e O conteudo de Jordan é obtido aproximando E por dentro e por fora por uniao finita
de retangulos.

e A medida de Lebesgue de E por outro lado é dada por um processo de aproximacgao
em duas etapas:
— Aproximamos F por fora por abertos e por dentro por compactos
— Aproximamos abertos por dentro por uniao finita de cubos e compactos por fora

por uniao finita de cubos.

Os conjuntos Lebesgue mensuraveis sao exatamente aqueles para os quais estas aprox-
imacoes exterior-interior e interior-exterior dao a mesma resposta no limite como vimos
no Exercicio 14 do Capitulo 4.

Vigésima-Terceira Aula (100 minutos) |
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Vigésima-Quarta Aula (100 minutos) |
A seguir investigamos o comportamento das integrais de Lebesgue sob transformacoes
lineares.

e Identificamos uma transformagao linear 7' : R — R" com a matriz (1;;) = ((e;, Te;)),
{e;} a base canonica de R™.

e det(T 0 S) =det(T)det(S), T, 5 : R" — R" transformagdes lineares.

e GL(n,R)={T:R" — R": T é linear e inversivel }

e T € GL(n,R) é a composta de um numero finito de transformagoes lineares dos tipos
Ty (21, o,y @) = (X1, .0, €Ty e oo, X)), c# 0,

Ti(z1,. sy ey @) = (T4 000, T+ Xy -, T), T F K,

Ti(T1, s Ty s Tl ey Ty) = (X1, ooy Ty e ey Ty oo ey Ty).
Teorema 5.7.4. Suponha que T € GL(n,R).

a) Se f € uma fungao Lebesgue mensurdvel em R™, entao foT também é. Se f >0 ou
f € LY(m), entao

/ F(@)dz = |detT| / foT(x)dx (5.3)
b) Se E € L", entdo T(E) € L™ e m(T(E)) = |detT|m(E).

Prova: Primeiramente suponha que f é Borel mensuravel. Entao f o T é Borel mensuravel
pois T' é continua. Se (5.3) é valida para transformagoes S e T', entdo também é valida para
T oS, pois

/f(z)dx = |detT| /f o T'(z)dx = |detT||detS]| /(f oT)oS(z)dx
_ |detToS|/fo (T o S)(x)da.

Logo, basta provar (5.3) para transformagoes dos tipos 11, Ty e T5.
e Para T3 o resultado segue do Teorema de Fubini e

e Para 77 e Ty o resultado segue do Teorema de Fubini e das féormulas

/f(t) it — |c|/f(ct) it e /f(t+a)dt:/f(t)dt

que por sua vez seguem de m(E + 1) = m(E) e m(rE) = |r|m(E). Como detT; =c e
detTy = detTs = 1 (5.3)) segue.
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Se E é Borel mensurdvel T(E) também ¢é pois T é continua e tomando f = X
obtemos que

m(T(E)) = /XT(E) = \detT/XT(E) oT = |det(T)] /XE = |det(T")|m(E).

Em particular, a classe dos conjuntos Borel mensuraveis com medida nula é invariante por
T e por T~! e portanto £™ também é invariante por 7' e T—'. Com isto b) vale. A prova de
a) para o caso em que f é Lebesgue mensuravel agora segue de b) da seguinte forma: b) e
a) coincidem para fungoes caracteristicas, disto a) vale para fungdes simples por linearidade,
para fungdes mensuraveis e nao negativas a) segue do Teorema da Convergéncia Mondtona
e finalmente para funcoes L' o resultado segue tomando parte positiva e negativa das partes
reais e imaginéaria. O

Corolario 5.7.1. A medida de Lebesgue € invariante por rotacoes.

Prova: Rotagoes sao transformagoes lineares que satisfazem T7T™ = I onde T* é a matriz
transposta de T'. Como detT’ = detT™ temos que |detT’| = 1. O

No que se segue vamos obter um teorema de mudanga de varidveis para o caso em que a
transformacao nao é linear.
d

Uma transformagao G = (g1, ..., ¢,) : @ C R” — R" que é injetiva com D, G = (a—fc“(x)>
J

inversivel para todo z € Q é chamada um C"'—difeomorfismo (se G ¢ linear D, G = G). Note
que G7! 1 G(Q) — Q também é um C'—difeomorfismo e D,(G™') = [Dg-1(,»G]™! pelo
Teorema da Funcao Inversa.

Antes de enunciar o teorema vamos estabelecer a notacao que sera utilizada: se xr =
(x1,...,2,) € R* e T = (T};) € GL(n,R), entao

1<j<n 1<i<n 4

n
|zl = max |z;| e ||T|| = max > " |T}].
7=1

Segue que
[ T]| < [T {]]]

e que {x € R": ||z — a|| < h} é o cubo cujo lado tem comprimento 2h centrado em a.

Teorema 5.7.5. Suponha que €2 é um subconjunto aberto de R™ e que G : 2 — R™ € um
C'—difeomorfismo.

a) Se f é uma fungdo Lebesque mensurdvel em G(2), entdao f oG é Lebesque mensurdvel
em Q. Se f >0 ou f € L*(m), entdo

/ F(a)dz / £ o G()|det D, Gdx (5.4)
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b) Se E € L™, entio G(E) € L™ e

m(T(E)) = /E et Dx (3| da.

Prova: Suponha que f é Borel mensuravel, entao foG é Borel mensuravel pois G é continua.
Se E é Borel mensuravel entao G(E) é Borel mensurdvel pois G™! é continua.
Seja @ um cubo em (2, digamos que @ = {x € R" : ||z — a|| < h}. Do teorema do valor

médio
n

(@)~ 95(@) = Yy — ) (22 (0)

=1

para algum a no segmento que une x a a. Logo, para z € )

|G(z) — G(a)] < h(zlelg 1D,Gl)).

Em outras palavras G(Q) esta contido num cubo de lado 2hsup,c || D,G|| centrado em
G(a). Logo
m(G(Q)) < (Slelg 1Dy G)"m(Q).
y

Se T' € GL(n,R) podemos aplicas esta férmula e o Teorema anterior a TG para obter

m(G(Q)) < |detT|m(TH(G(Q)) < IdetTl(ilelQp 177 D,G)"m(Q). (5:5)

Como D,G ¢é continua em y, para cada € > 0 podemos escolher 6 > 0 tal que
I(D.G)'D,G|| <1+e¢ Vy,z€Q, |y—2z| <6

Subdividimos ) em subcubos @1, ...,Qyx cujos interiores sao disjuntos, cujos lados sao no

maximo J e cujos centros sao 1, ...,xy. Aplicando (5.5) com @ substituido por ); e com
T = D,,G obtemos

m(G(Q)) < Y31, m(G(Q)))
< 3001 [det Dy, Gl(sup,eq, [[(Dr, G) ' DyG1)"m(Q5)
< (146 3L, |detDy, Glm(Q;).
Esta tltima soma é a integral de Zj\[:l |det D, G|Xy,, que tende uniformemente em () para

|detD, G| quando 6 — 0 (j& que D,G é continua). Portanto, fazendo § — 0 e e — 0
encontramos que

m(G(Q))g/Q|detD$G|dx.
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Afirmamos que esta estimativa vale para () substituido por qualquer conjunto Borel men-
surdvel em (2. De fato, se U C Q ¢é aberto podemos escrever U = U2,Q; onde os Qs sdo
cubos com interiores disjuntos. Como as fronteiras dos cubos tem medida nula, temos

) <3 m(G(Q)) <Z/ detD, G|dx</|detD G| de.
j=1

Além disso, se F C ) é um conjunto Borel mensuravel com medida finita existe uma
seqiiéncia de abertos U; C € com medida finita tal que £ C N52,U; e m(N32,U;\E) = 0.
Logo, do Teorema da Convergenma Dominada,

m(G(B)) < m(G(N54U;)) < lim m(G(U;))

< lim |det D, G| dx < / |det D, G| dz.
E

j=ee Ju,
Finalmente, como m é o—finita, segue que m(G(FE)) < [, |detD,G|dx para todo E C Q

Borel mensuravel.
Se f =) a;X,, é uma fungao simples nao negativa em G(2), temos

/G(Q)f(x) dv = a;m(4;) < Za]/ |detD G| dx

/ f o G(x)|det D,G dx.
O Teorema 5.1.1/ e o Teorema da Convergéncia Monotona implica que
/ f(z)dx < / foG(z)|detD,G| dx
G(Q) Q

para qualquer fungao nao negativa f. Mas o mesmo raciocinio se aplica com G substituido
por G~! e f substituida por f o G|D,G|, de forma que

/ foG(x)|detD,Gldr < / f oG oG det Do 10 G|det Dy G | da
Q G(Q)
= / f(z)du.
Isto estabelece a) para f > 0 e o caso f € L' segue imediatamente. Como b) é o caso
especial de a) quando f — Xg(g) o teorema estd provado para f Borel mensurdvel e £/ Borel

mensuravel. O caso geral segue como no Teorema 5.7.4. 0
Vigésima-Quarta Aula (100 minutos) |
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Vigésima-Quinta Aula (100 minutos) |

5.8 Integracao em Coordenadas Polares

O sistemas de coordenadas nao lineares mais importantes em R? e R? sdo as coordenadas
polares (z = rcosf, y = rsenf) e esféricas (z = rseng cosf, y = rsengsenf) e z = rcos @). O
Teorema [5.7.5, aplicado a estes sistemas de coordenadas, resultam nas férmulas familiares
(informalmente) drdy = rdrdf e dxdydz = r?sengdrdfdep. Sistemas de coordenadas
semelhantes existem em R™ mas eles se tornam mais e mais complicados a medida que a
dimensao cresce. Para a maioria dos propdsitos, contudo, é suficiente saber que a medida de
Lebesgue é efetivamente o produto da medida r"~'dr em (0,00) com uma certa medida de
superficie na esfera unitaria (df para n = 2, sen¢ df d¢ para n = 3).

Denotaremos a esfera unitdria {x € R™ : |z| = 1} por S""!. Se z € R"\{0}, as coorde-
nadas polares de x sao

r=|z| € (0,00), P = e gL,
|z

A transformagiao ®(z) = (r,2’) é uma bije¢do continua de R"\{0} em (0,00) x S"! cuja
inversa continua é ®~*(r,2’) = ra’. Denotamos por m, a medida de Borel em (0, 00) x S™~!
induzida por ® e pela medida de Lebesgue em R", isto é,

m.(E) =m(®~H(E)),

de modo que, pelo Teorema 5.7.5,
m(F) = / dm = / dm, = m*(P(F)).
F O(F)

Mais ainda, definimos a medida p = p, em (0,00) por p(E) = [, " 'dr, E C (0,00).

Teorema 5.8.1. Existe uma tinica medida e Borel 0 = o,_1 em S™ ! tal que m, = p X o.
Se f é Borel mensurdvel em R™ e f >0 ou f € L'(m), entdo

. f(z)dz :/0 - flra")yr" do (2" dr. (5.6)

Prova: A equacgao (5.0), quando f é uma fungao caracteristica, é simplesmente uma forma
diferente de escrever m, = p X o, pois

ma(E) = m(®(E)) = / Xo-1(m(2)dm(z) = / Xy 0 ®(x)dm(z)

:/ Xp-1(p)(ra’) " do(2') dr:/ Xg, (2)r" o (2') dr
0 Jgn-1 0 Jgn-1

= / o(E)r" tdr = p x o(E),
0
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onde E, = {z/ € S"!' : ra/ € E}. A equagao (5.6) segue, para uma funciao geral, por
linearidade e aproximagcao. Portanto precisamos apenas construir o.
Se E é um conjunto de Borel em S™~!, para a > 0 seja

E,=®'((0,a] x E) ={ra’ :0<r <a, 2/ € E}.

Se (5.6) vale entao tomando f = X, , temos que

m(E;) = /Ol/Ern—l do(z') dr = o(E) /01 rldy = Uf).

Portanto, definimos ¢(E) por n.m(E;). Como a transformacao F — FE; leva conjuntos de
Borel em conjuntos de Borel e comuta com unioes, intersecoes e complementos, é claro que
o é uma medida de Borel. Como F, é a imagem de F,; pela aplicacao x — az, segue do
Teorema 5.7.5/ que m(E,) = a"m(E}), e portanto, se 0 < a < b,

b
m.((a,b] x B) =m(E)\E,) = "¢ (E) = O‘(E)/ r"dr

n

=pxo((a,b] x E).

Fixe F € Bgn-1 e seja Ag a colegao das unides finitas disjuntas de conjuntos da forma
(a,b] x E. Pela Proposigao 4.1.5, Ag é uma algebra em (0,00) X E que gera a o—algebra
Mp={AxE: A€ Bg)} Pelos cilculos precedentes m, = p x o em Ag e portanto, pela
unicidade de extensdo do Teorema 4.3.2, m, = p x 0 em Mp. Mas U{Mpg : E € Bgn-1}
é precisamente o conjunto de todos os Retangulos de Borel em (0,00) x S"~! e, por outra
aplicagao da unicidade de extensao do Teorema 4.3.2, segue que m, = p X ¢ em todos os
conjuntos de Borel. 0

E claro que o teorema anterior pode ser estendido para fungoes Lebesgue mensuraveis
considerando o completamento da medida o.

Corolario 5.8.1. Se f é uma funcao mensurdvel em R", nao negativa ou integravel e tal
que f(x) = g(|z|) para alguma fungdo g em (0,00), entdo

/f(x) dx = U(Sn_l)/ g(r)r"tdr.
0
Corolario 5.8.2. Sejam ¢ e C constantes positivas e B = {x € R" : |z| < ¢}. Suponha que

f € uma funcao mensurdvel em R™.

a) Se |f(z)| < Clz|= em B para alguma o < m, entio f € L'(B). Contudo, se f(x) >
Clx|™ em B, entdio f ¢ L'(B).

b) Se |f(z)| < Clz|~™ em B¢ para algum o > n, entio f € L'(B¢). Contudo, se f(x) >
Clz|™™ em B¢, entao f ¢ L'(B°).
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Prova: Aplique o Corolario 5.8.2/a |z|*Xp e a |z| *Xpe. O

Agora calcularemos o(S" ). E claro que o(S!) = 2.

forrae= ()"

Prova: Denote a integral do lado esquerdo por [,,. Para n = 2, pelo Corolario 5.8.2 temos

o
—ar2 m 2100 v
I, =2m re”dr:—(—)e“’" o=
0 a = a
n

Como e~l® = ngle_“?, o Teorema de Tonelli implica que I,, = I. Em particular,
L= ()% eI, = (7/a)"?. O

Proposicao 5.8.1. Sea >0

Uma vez provado este resultado, o mecanismo usado nesta prova pode ser invertido para
calcular o(S™™1) para todo m em termos da fungao I.

Proposigao 5.8.2. ¢(S"!) = 13(7;://22)-

Prova: Pelo Coroldrio 5.8.2 e pela Proposicao 5.8.1 e a substituicao s = r?,

7Tn/2:/ e 1P dx 20(5"1)/ e dr
n 0

= U(Snil) /00 sz le™%ds = U(Snil)lﬁ (E) .

2 2 2

Corolario 5.8.3. Se B" = {z € R": |z| < 1}, entdo m(B") = F(Z/;)'
2

Prova: m(B") =n"'o(S""!) pela defini¢ao de 0. Isto juntamente com nl'(3n) = I'(3n+1)
implica o resultado. ]

Proposigao 5.8.3. T'(n + %) = (n— %)(n — %) e (%)ﬁ

Prova: Por propriedades da funcao I' temos que

1 1 3 1.1

I N=(n—-Nn-=2)-.-
(n+35)=@0-35)n-7)

e pela Proposicao 5.8.1 e a substituicao s = r?,

1 o s
(=)= / sTV2e73ds = 2/ e "dr
2 0 0

I
\\
g
)
1
Q‘1\3
8
I
N

5.9 Exercicios



Capitulo 6
Espacos LF

Neste capitulo fixamos um espago de medida (€2, M, i) e identificamos fungoes mensuraveis
que sao iguais quase sempre.

6.1 Definicao e Propriedades Elementares
Definicao 6.1.1. Sejap € R, 0 < p < oo, definimos
LP(Q):={f: Q=R | f é mensurdvel e |f|P € L'(Q)}
e para p = 00
L®Q)={f:Q—=R: f émensuravel e 3¢ >0 t.q. |f(z)] <cqs. emQ}

Também definimos, para 0 < p < oo, || - ||, : LP(Q2) — R* por

11 = ([ 1700 dn) "

| fllee = inf{c: |f(x)| < ¢ quase sempre em Q}.

e para p = 00

Mostraremos que, para 1 < p < oo, LP(§2) é um espaco vetorial e que || - ||, é uma norma.
Observamos que se 2 = N e p é a medida da contagem entao LP(Q2) = /,,.

Notacgao: Se 1 < p < oo denotamos por ¢ o nimero definido por
1 1
a) —+-=13se 1<p<o
p q

b) g=1se p=oc0 e g=00 se p=1.

O numero ¢ é chamado expoente conjugado de p.

117
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Lema 6.1.1 (A desigualdade de Young). Sel < p < oo e a,b sdo nimeros reais ndo

negativos entao

1 1
ab < —aP 4+ - b?
p q

a igualdade so ocorre quando aP = b7 .

Prova: Se ¢(t) = (1 = A) + Xt —t* = ¢'(t) = M1 —t*1) ese A —1 < 0 temos que
¢'(t) <0 para t <1 ¢'(t) > 0parat>1. Logo parat # 1 temos ¢(t) > ¢(1) = 0, de onde
(1—=X)+ At >t* (aigualdade s6 vale se t = 1). Se b # 0 a desigualdade segue substituindo

t por a?/b? e \ por zla' Se b =0 o lema ¢ trivial. ([l

Lema 6.1.2 (Desigualdade de Hoélder). Sejam f € LP(2) e g € LI(Q2) com 1 < p < 0.
Entio fg € L'(Q) e

| Vol < 11l
Prova: Os casos p=1 e p = 0o seguem imediatamente. Se 1 < p < oo temos que
1 po L a
F@I o) < 1@+ lota)

e portanto

1 1
/ [foldu < =[£I + = lgll7a-
Q p q

mostrando que fg € L*(2). Substituindo f por Af, A > 0, temos

AP1 1
[ 1s9ldn < == 171+ 5 ol

e minimizando o lado direito da desigualdade acima para A € (0,00) temos que o minimo

ocorre para A = || f|| HquL/p},7 e o resultado segue. O
Teorema 6.1.1. LP(Q) é um espago vetorial e | -, : LP() — Rt € wma norma,

I1<p< .

Prova: Os casos p=1 e p = 0o sdo evidentes (exercicio).
Suponha que 1 < p < oo e sejam f,g € LP(Q2). Basta mostrar que f + g € L? e que a
desigualdade triangular para || - ||» vale (o restante é trivial).

[f(x) +g(@)P < (If(@)] +[g(2)])7 < (2max{|f(z)], |g(«)]} )’
= 2Pmax{ [f(z)]", [g(x)P} < 27(|f(x)]” +[g(x)")
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Portanto, f+ g € LP(Q2). Por outro lado

1£+al = [ 1o s +al< [1r+a 1+ [ 1 +ar o

< S+ gl o 1 e + I+ 9Pl llglee
1LF + gl L llzr +11F + gllz" llgllzs

IN

Portanto, || f+ gllze < || fllze + ||9]|ze- -

Vigésima-Quinta Aula (100 minutos) |
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Vigésima-Sexta Aula (100 minutos) |

Note que se 0 < p < 1 a desigualdade triangular falha para || - ||,. De fato, suponha que

a>0,b>0e0<p<1 Parat > 0 temos que P! > (a+t)P~! e integrando de 0 a b

obtemos que a” + b” > (a + b)?. Portanto, se F e F' sdo conjuntos disjuntos com medida
positiva e finita fazemos a = u(E)"? e a = pu(F)Y/? e vemos que

1Xe + Xell, = (@ + ) > a+ b= | Xpll, + | Xrll,-
Teorema 6.1.2 (de Riesz-Fischer). LP(Q) é um espago de Banach para 1 < p < co.

Prova: Suponha primeiramente que p = .
Se (f,) é de Cauchy em L*>°, dado k > 1 existe Ny tal que

1
1fin = fallz= < 1 para todo m,n > Nj.
Logo existe Ej com medida nula tal que

@) = finl)] < % VieQ\ B

Seja B = UEy, entao m(E) =0eV z € Q\ E, entao {f,(x)} é de Cauchy em R e portanto
(fu(x)) é convergente (digamos para f(z)) Vz € Q\ E. Além disso

|f(z) — fu(z)] < VeeQ\E, n>Ng

el

1
e|\f—anLoo§EVn2Nk,Vk>1. Segue que

[ = fllzee — 0.

Se 1 < p < 0. Seja (f,) uma seqiiéncia de Cauchy em LP(Q2). Basta mostrar que (f,) tem
uma subseqiiéncia convergente em LP para concluir que (f,,) é convergente em LP. Seja (f,,)
tal que
1
ank+1 - fnkHL" < %
Sejam gn(z) = D4y [ frpes (2) — [ (2)] € g = limy . gn(x). Logo ||gnllzr < 1, V1 e do
Teorema da Convergéncia Monétona g € LP(Q2) e g(x) < oo quase sempre em 2. Por outro
lado, para m > n > 2 (por simplicidade escreveremos fj para denotar f,, )

|fm(x) = fu(@)] < | fal®) = frna (@) + - + [ frora(z) = fu(2)]
< g(x) = gnaa(z) < g()

e segue que { f,,(z)} é de Cauchy para quase todo x € €. Se f(z) denota o limite de { f,(x)}
quando este limite existir temos que

= fl2) = flz) 250 }T
| fm(2) — f(2)] < g(z)

Vk>1.

uo

D { [ fm = fllze — 0
felrr
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Proposicao 6.1.1. Se 1 < p < 0o, o conjunto das funcgoes simples f = Z?Zl a;X(E;) é
denso em LP(Q2) (u(E;) <00, 1 <j< N, sel<p<o0o).

Prova: Se f € LP(Q), do Teorema [5.1.1 existe uma seqiiéncia de fungoes simples f, — f
quase sempre (uniformemente onde em conjuntos onde f é limitada) em  com |f,| < |f].
Entao o caso p = oo estd demonstrado. Paral < p < oo, f, € LP e |f,— f|P < 2°|f|P € L}(Q)
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, || f, — f|, — 0. Além disso, se f,, = Zjvzl a;Xg,
onde os E; sao disjuntos e os a; sao nao nulos, devemos ter p(E;) < oo pois Zjvzl la;|Pp(E;) =
[ falPdp < oo O

Corolério 6.1.1. Se Q C R" é um conjunto limitado e f : R* — C é uma fungdo L'(m)
tal que f(z) =0 se x € Q°, entao, dado € > 0, existe uma fun¢ao continua g : R® — R tal
que [|f(z) — g(z)|dx < e. Além disso, a restrigio de g a 2 é uma fungio continua tal que

fQ\f—g|dx<e.

Corolario 6.1.2. Se Q CR" e 1 < p < 00, entio
LUCQ) ={f:Q— C: f ¢ limitada e uniformemente continua}
¢ denso em LP(Q) e portanto LP(Q)) é separdvel.

A seguir apresentamos os resultados que permitem concluir que os espagos LP(2) sdo
reflexivos e identificar o dual dos espagos LP(Q2), 1 < p < 0.

Teorema 6.1.3. Os espagos LP(Q)), 1 < p < oo, sao uniformemente converos e portanto
reflexivos.

A prova deste resultado sera apresentada no Curso de Analise I1. Aqui apenas utilizaremos
este resultado para identificar o dual de espagos LP(Q2), 1 < p < co. Hé& outras provas do
teorema abaixo que nao envolvem a necessidade de se saber a priori que os espagos LP(),
1 < p < o0, sao reflexivos mas estas envolvem o Teorema de Radon-Nikodyn que também
nao sera abordado neste curso.

Teorema 6.1.4 (de Representacgao de Riesz). Sejal <p < oo e ¢ € (LP)*, entdo existe
um unico u € L9 tal que

(. f) :/Quf, v f e Lr(Q).

Além disso |[ullLe) = ||Oll(ry+- A aplicagio T : LI(Q) — (LP(Q))* definida por
Tu = ¢ € uma isometria sobre (L4(Q2))*. Isto permite identificar L1(Q) e (LP(Q))* o que é
adotado sistematicamente.

Prova: Defina T': L(Q) — (LP(Q2))* por

Tufy=[uf vier@
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entao, da Desigualdade de Holder,

(T, ) | < lJullza 1 £ e

e portanto ||Tul|rr oy < |JullLe). Por outro lado se fo(x) = |u(z)|?u(z), (f(z) = 0 se
u(xr) = 0). Entdo fy € L e (Tu, fo) = |[ull%, e || follzr = ||ul|%,". Logo

[(T'u, fo)]
|Tul[(p @y = 77— = lullzaq
O ol @
e
HTUH(LP(Q))* = HUHL‘?(Q)~

Resta mostrar que T ¢é sobrejetora. Seja X = T(L%(£2)). Como X é um subespaco fechado
resta apenas mostrar que X é denso em (LP(Q2))*.
Seja Jh € (LP(Q2))™ [= LP(2) pois este é reflexivo| tal que

0= (Jh,Tu) = (Tu,h), VuelLiQ)e

mostremos que h =0 (= Jh =0 = X é denso em (LP(Q2))*). Note que

(Jh,Tu}z(Tu,h):/uh:O, Vue LIQ).

Concluimos que h = 0 escolhendo u = |h[P~2h. O
Vigésima-Sexta Aula (100 minutos) T

6.2 Apéndice - O Dual de L'(Q)

Seja €2 C R™ um aberto

Teorema 6.2.1. Seja ¢ € (L'(Q))*. Entao, existe uma tnica uw € L>() tal que

<¢,f>:/9uf, v feL'(Q)

Além disso ||¢|| 1y = [|ull e @)-
Observagao: Isto permite identificar (L'(Q))* e L>(Q) através da isometria T'¢p = u onde
u € L>®(Q) é tal que (¢, f) = / uf,V f e LYQ). No que se segue identificaremos (L'(Q))*
o L%(Q). *

Prova: Comecemos mostrando a existéncia de u. Se fixa w € L*(Q) tal que V K CC Q,
w>eg >0qs. em K. A aplicacao

L*(Q) 5 f = (o, wf)
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é um funcional linear continuo sobre L?(f2). Logo, existe v € L*(f2) tal que

(%) <¢,wf>:/9vf Y fe L3(9).

v(@)

, que faz sentido ja que w(z) > 0V x € Q e u é mensuravel.
T

Facamos u(z) =

Mostremos que u € L*(€2) e que ||ul[z@) < [|@|l(z1 @)+ De (*) temos

Jiof

Seja C' > ||¢](£1())+- Mostremos que o conjunto

(#%) <Nl - lwfllpe ¥ f € L.

A={ze€Q: |u(x) > C}

tem medida nula, assim resultard que v € L>(Q) e que ||u||~@) < [|9]l (21 (0))-

Argumentamos por redugao ao absurdo. Se a medida de A ¢ nao nula existe Ac A
mensuravel tal que 0 < |A]| < co. Substituindo em (xx*) a fungao

1 se z€A e ux)>0

flz)=4¢ =1 se megeu(x)<0
0 se xe€Q\A.

resulta / lulw < [0l (L1@))- / w, o qual é absurdo pois implicaria
8 b3

CAwS 91l (L)) '/ﬁw = C <[]l (@)~

Recapitulando, construimos u € L>(€) com |[u|| g () < ||@]| (@)~ tal que

(s % %) @mﬁ%=4uwﬁ v f e IX(Q).

De onde resulta

<¢mzljg,v96%m»

De fato, se g € C(Q2) entao f = g/w € L*() (j& que w > & > 0 sobre supp g) e
substituimos f em (x * ). Como Cy(2) é denso em L'(2) deduzimos que

<¢m=[yg,Vgeﬂm>

e [(¢, 9l < lullze@llglleie = llr@- < llullix@ e consequentemente |[4f|(L1 () =
||| (2)- A unicidade de u segue do Corolario anterior. O
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6.3 Terceira Prova

3. Prova de SMA-5926 - Analise I |

CAPITULO 6. ESPACOS L*

Questoes | Valor | Notas

012 2.0
Professor: Alexandre Nolasco de Carvalho 02% 2.0

032 2.0

042 2.0
Nome: 052 2.0

| Total | 10.0 | |

18.12.2002

1. Seja T : (X, M) — (Y,N) uma transformacao mensurdvel e seja u uma medida em

M. Defina v = yT~! em N por

v(A) =
Se f: (Y,N)— (R,B(R)) e A € N, entdo

(T (A)),

AeN.

w))dp(w) = w)dv(w),
[ et = [ s

isto é, se uma das integral existe entao, a outra também existe e as duas integrais sao

iguais

Sugestao: mostre o resultado primeiramente para funcgoes caracteristicas, em sequida
para funcoes simples, depois para funcoes nao negativas e conclua por linearidade.

2. Seja f uma fungao mensuréavel nao negativa em (X, M, ). Se0 <p < ooel < e < 00,

p{w = f(w) = €} < Eip/Xfde.

3. Seja (X, M, u) um espago de medida
(a) Se Ay, Ag,...e Me > > u(A,) < oo, entao

p(limsup A4,,) = 0.

(b) Se g1,92,... € LP(X, M, pn) (p>0) e |lgk — grt1llp < 4%, k=1,2,..., entao {gx}

converge quase sempre.

Sugestdo: Utilize o exercicio anterior para € = 27% e f = |gr — grt1| e depois o

item anterior.
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4. Seja © C R"™ um aberto, m a medida de Lebesgue em Q e ¢ : L'(2,m) — K um
funcional linear continuo. Mostre que existe uma tnica v € L*(£2, m) tal que

@ f) = [ugdm ¥ feri@m)
Q
Além disso |||l Liri@m) k) = ||tl oo @m)- Conclua que o dual de L'(Q,m) é L>®(Q, m).

5. (a) Seja X um espaco de Banach. Suponha que existe uma familia disjunta nao
enumeravel {O; };e; de abertos nao vazios em X. Mostre que X nao é separdvel.

(b) Seja © C R™ um conjunto aberto. Mostre que L*®(£2,m) nao é separdvel.

6.4 Exercicios

1. Mostre que se f € L*>(Q2) entao

{z e Q:[f(@)] > [Ifllo}

tem medida nula, isto é, |f(x)| < || f]|e quase sempre em €.

1 1 1
2. SefiELpi(Q),1§i§ke5:p—+---+p—§1, entdo f=fi---freLP(Q)e
1 k

k
e < TT il zer-
i=1

Em particular se f € LPN L9, 1 <p<qg<ooentdo f € L"(Q), Vp<r<gqge

o a 1 a 1-«a
1/l < NGNSz onde ==+ ,0<ac<l

3. Mostre o Teorema 2.8 e o Corolario 2.9 em [1].

4. Mostre que f, — f em L*®(2) se e somente se existe £ € M com p(E°) = 0 tal que
fn — [ uniformemente em E.

5. Seja X um espaco de Banach. Suponha que existe uma familia disjunta nao enumeravel
{O;}icr de abertos nao vazios em X, entdo X nao é separavel.

6. Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Mostre que L*(£2) nao é separavel.
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