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Capitulo 1

Principios de Topologia (zeral

1.1 Espacos topoldgicos

Definigao 1.1.1. (Topologia e Espaco topolégico).  Um par (X,7) é dito
ser um espaco topoldgico se X é um conjunto e 7 C P(X) é uma colegao de
subconjuntos de X, denominados abertos (de X), tal que:

e X e () pertencem a 7.

e 7 ¢ fechada para unioes arbitrarias de seus elementos. Em outras
palavras, dada uma familia arbitraria (possivelmente nao enumerével)
(A;)rer de abertos A, € 7, a uniao U,y A, também é um conjunto
aberto.

e 7 ¢é fechada para intersecgoes finitas de seu elementos. Isto é, dados
abertos A;,..., A, € 7, ¢ € N, a intersecgao ﬁgzlAj também é um
conjunto aberto.

A colecao 7 é dita ser uma topologia.
Em geral, por um abuso de linguagem, diz-se que X é um espaco topologico,
subentendendo-se a topologia 7 C P(X).

Exemplo 1.1.2. Tome X := Re 7 := {U}2, [}, [; intervalo aberto da reta}.
Tal corresponde a topologia usual em R, vista nos cursos de andlise na reta.
No exercicio 1 convidamos o leitor a demonstrar que esta colecao 7 é mesmo
uma topologia.
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Exemplo 1.1.3. Tome X :={1,2,3} e

T = {0,{1,2,3}, {1}, {2,3}}.

Exemplo 1.1.4. Seja (X, 7x) um espago topolégico. Seja Y C X. Entédo a
colecao
Ty ={YNAAeT}

é uma topologia de Y, denominada a topologia de Y induzida por X.

Exemplo 1.1.5. Seja N o conjunto dos niimeros naturais e 7y a topologia
em N induzida por R (veja o exemplo 1.1.2). Dai, cada conjunto unitario
{n}, com n € N, é um aberto de N: de fato, {n} = {n}N(n—1/2,n+1/2).
Como a uniao de abertos é aberta, concluimos que todo subconjunto de N é
aberto da topologia induzida.

Definigao 1.1.6. (Interior de um conjunto). Seja (X, 7") um espago topolégico
e seja S C X um conjunto. O interior de S, denotado por int(.S), é definido
como a uniao de todos os abertos A € 7 tais que A C S.

Definig¢ao 1.1.7. (Fronteira de um conjunto). Seja (X, 7)) um espago topoldgico
e seja S C X um conjunto. A fronteira de S, denotada por 95, é definida
como o conjunto dos pontos de X que nao estao nem no interior de .S nem
no interior do complementar de S.

Observagao 1.1.8. Seja S C X um subconjunto de um espago topoldgico
X. Note que a definicao de fronteira cria as seguintes trés tinicas alternativas
mutuamente excludentes para um ponto z € X: ou x € int(S), ou = €
int(S¢) ou x € 9S = 05°. Concisamente, dado um subconjunto S de um
espago topologico X, este ultimo se escreve com a uniao disjunta:

X =int(S) U IS Uint(S°).
Observe ainda que a propria fronteira 0.5 pode possuir interior nao vazio.

Proposicao 1.1.9. A fronteira 0S de um subconjunto S de um espaco
topologico X admite a sequinte definicao equivalente:

0S ={x € X;V aberto A> x, temos ANS #0 e ANS®#0}.
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Prova: Para ver que ambas as definicbes de 0S sao equivalentes, seja
x € X tal que x ¢ int(S) e x ¢ int(S°). Entao, dado qualquer aberto A > z,
temos, por exemplo, que A ¢ S, caso contrario terfamos

AC mt(S) = UTancsA)\ =T c int(S),

absurdo. Por razoes totalmente andlogas, temos que A ¢ S Mas dai
obtemos:

Ag S = ANS #0,

AgS= ANS° 0.

Reciprocamente, se x € X é tal que para todo aberto A > x temos ANS # ()
e AN SC # (), temos que nao existe aberto contido em S contendo x, o que
implica que

T ¢ UTBA)\CSA)\ = Z?’Lt(S)

O mesmo raciocinio nos mostra que = ¢ int(S°).
[

Definicao 1.1.10. (Base de uma topologia). Dada uma topologia 7, uma
base de 7 é uma subcolecao B C 7 tal que todo elemento de 7 pode ser
escrito como uniao de abertos pertencentes a B.

Definicao 1.1.11. (Sequéncia). Seja X um conjunto qualquer. Uma
sequéncia em X é uma aplicacdo x : N — X. Denota-se z; = z(j) e
(z;) := z. Dada uma sequéncia (z;) : N — X, uma subsequéncia (z;,)

de (x;) é qualquer restricao de (x;) a um subconjunto infinito NcN,N=
{j1,d2, .-, com ji < ja < ...}

Definicao 1.1.12. (Sequéncia convergente). Uma sequéncia (z;) em um
espaco topoldgico (X, 7) é dita convergente para y € X se para todo aberto
A €T tal que y € A, tem-se um numero finito de indices j tais que x; ¢ A.
Em outras palavras, dado um aberto A € 7, com y € A, existe j4 tal que
x; € A,Vn > ny. Escrevemos x; — y quando j — 400, ou simplesmente
x; — y para denotar que a sequéncia (x;) converge a y € X. Dizemos que
uma subsequéncia (z;,) é convergente se a sequéncia (yi) : N — X definida
por yi := x;,, Yk € N for convergente.



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 4

Exemplo 1.1.13. Seja (X,7) como no exemplo 1.1.3; tome a sequéncia
(j) : N — X definida por:

.Tj = 2,VJ € N.

Entao, temos que z; — 2 e x; — 3, ou seja, nesta topologia, o limite de
sequéncias nao € unico.

Observagao 1.1.14. Dado um espago topolégico (X,7) e dada B C 7 uma
base da topologia, para verificar que uma sequéncia (z;) converge para um
ponto x € X, basta verificarmos a propriedade de convergéncia para abertos
B € B. De fato, tenhamos por hipétese que dado B € B com x € B, exista
Jjp € N tal que z; € B,Vj > jp. Tome A € T tal que z € A. Como B ¢
uma base da topologia, A = Uycp By, com By, € B e A um conjunto qualquer
(possivelmente ndo enumeravel) de indices. Como x € A = Uyep By, segue-se
que existe algum Ay € A tal que x € B),. Escrevendo B = B,,, de nossa
hipétese, existe jp € N tal que z; € B C A,Vj > jp, o que implica que

€Ts

j—>l'.

Definicao 1.1.15. (Conjunto fechado). Seja (X,7) um espago topolégico.
A colecao
F :={F € P(X);F = A° para algum A € T}

é dita a colecdo dos fechados de X. Cada F € F é dito um conjunto fechado
de X.

Observagao 1.1.16. A colecao F dos fechados de um espago topoldgico
possui as seguintes propriedades, oriundas das Leis de De Morgan:

1. XeFelheF;

2. F éfechada para intersecgoes quaisquer (possivelmente ndo enumeraveis)
de seus elementos: se (F))yea ¢ uma familia contida em P(X), entao

F GF,V/\EA@QAGAF)\ e F.

3. F é fechada para uniao finita de seus elementos:

F,....F,e F=U_F;eF, comkeN.
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Exemplo 1.1.17. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja Y C X dotado da
topologia induzida por X. Entao a colecao dos fechados de Y com respeito
a topologia induzida é:

{FNY, onde F é conjunto fechado de X'}

Definigao 1.1.18. (Conjunto sequencialmente fechado). Seja (X,7) um
espago topolégico. Um conjunto F' C X é dito sequencialmente fechado se
dada qualquer sequéncia convergente (z,,) tal que x,, € F,Vn € N, entao z,
converge para um ponto pertencente a F'.

Proposicao 1.1.19. Seja (X,7) um espago topoldgico e seja F C X um
conjunto fechado. Entao I € sequencialmente fechado.

Prova: Seja (z,,) uma sequéncia convergente, com x,, € F,Vn € N. Em
particular, suponha que z,, — x € X. Se por absurdo, z ¢ F, como F° é
aberto e (z,) é convergente, temos que existe ng € N tal que z,, € F¢,Vn >
ng, o que ¢é absurdo, pois z,, € F'Vn € N. Logo = € F' e F' é sequencialmente
fechado. O

Definigao 1.1.20. (Fecho de um conjunto S C X). Seja (X,7) um espago
topoldgico e seja .S C X. O fecho de S em X é a interseccao

g = ﬂFADSF)n

de todos os fechados F)\ de X que contém S. Como a interseccao arbitraria
de fechados é fechada, temos que o fecho de S, denotado por S é o menor
fechado de X que contém S.

Proposicao 1.1.21. Dado S C X, onde (X.T) € um espago topoldgico, e
B C T uma base, temos:

T€ESSVAEB, comT € A, vale ANS # ().

Prova: (=) SejaZ € Seseja A€ BtalqueT € A. Se ANS = (), entdo
A€ é um fechado contendo S; em particular,

A° D mFADSF)\ = S,

o que é absurdo, pois por hipétese 7 € AN S.
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(<) Seja T tal que VA € B, temos AN S # (). Mostremos que T € S.
De fato, se 7 ¢ S, existiria algum fechado Fy D S tal que 7 ¢ F\. Dai,
T pertenceria ao aberto FY, e como B ¢ uma base da topologia, existiria
A € Btal que T € A C F{. Mas por hipdtese ANS # (), o que é absurdo,
pois S C F\, C A° Portanto, T pertence a todo fechado contendo S, e
consequentemente a S.

]

1.1.1 Conjuntos conexos

Definigao 1.1.22. (Espago conexo). Seja (X, 7) um espago topolégico. X é
conezo se os unicos fechados de X pertencentes a 7 sao ) e X. Seja S C X.
S é um conjunto conero de X se é um espago topolégico conexo quando
munido da topologia induzida por X (vide exemplo 1.1.4 da péagina 2).

A maioria dos livros define conjunto conexo de uma maneira (equivalente)
um pouco menos concisa, a qual também faremos abaixo, por trazer outra
luz sobre o conceito.

Definigao 1.1.23. (Cisao por abertos). Seja (X, 7) um espago topoldgico e
seja C' C X. Uma cisao de C por abertos (ou simplesmente, uma cisao ) é
um par de abertos Ay, Ay € T tal que A;NA,NC =0e Ay UA, D C. Se
AiNC =0 ouA;NC =0, a cisao é dita trivial. Caso contrdrio, é dita nao
trivial.

Definigao 1.1.24. (Conjunto conexo- def. alternativa). Seja (X,7) um
espaco topoldgico. Um conjunto C' C X é dito conexo se qualquer cisao de
C por abertos é trivial.

Observacao 1.1.25. Note que na definicao de cisao os abertos A; e A,
podem nao ser disjuntos.

Teorema 1.1.26. (da Alfindega). Seja (X,T) um espago topoldgico e sejam
C C X um conexo, ¢ S C X um conjunto qualquer. Se C NS # 0 e
CNSe#0, entao CNAS # 0.

Prova: Suponha por absurdo que C' N dS = (). Entao, pela observacao
1.1.8 da péagina 2 temos:

X = int(S) UdS U int(S°)

CAOS =0 } = C Cint(S) U int(S°).
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Por conseguinte, int(S), int(S¢) formam uma cisdo de C' por abertos. Como
por hipdtese CNS # () e por definigao int(S¢) C S¢, obtemos que CNint(S) #
(). Permutando os papéis de S e S¢, obtemos também que C' N int(S¢) # 0,
o que nos da uma cisao nao trivial para C', o que é absurdo pois C' é conexo.

]

Teorema 1.1.27. (Unido de conexos com um ponto em comum € conexa,).
Seja (X, T) um espago topoldgico e seja {Cx,\ € A} C P(X) uma familia
qualquer de conexos C) C X contendo um ponto x € X em comum, isto é,
dxr € C\,VA € A. Entao C := UycpC)y € conexo.

Prova: Suponha que C nao seja conexo. Entao, existe uma cisao nao
trivial de C' € AU B, com A, B abertos disjuntos de X tais que AN C # ()
e BN C # (. Suponha, sem perda de generalidade, que x € AN C. Como
a cisdo é nao trivial, existe y € BN C. Como C = UyepCh, existe A € A tal
que C5 3y, ou seja, BN C5 # (. Visto que x € AN Cy, VA € A, concluimos
também que AN C5 # 0. Ademais, C5; C C C AU B, o que significa que
A, B constituem uma cisao nao trivial de C5, o que contradiz o fato de que
C5 ¢ conexo.

m

Observacao 1.1.28. A unido de conexos sem ponto em comum pode ou nao
ser conexo. No caso de abertos conexos, sua uniao sé sera conexa se tiverem
algum ponto em comum.

Abaixo, alguns exemplos na reta dessa tltima observagao.

Exemplo 1.1.29. Tome C; := [a,b), Cy = [b,¢). Entao Cy UCy = [a,c] é
CONEXO.

Exemplo 1.1.30. Tomando C) := (a,b), Cy = (b,¢). Entdo C; U Cy nao
é conexo pois C; e (5 constituem eles mesmos uma cisao nao trivial de sua
uniao.

O teorema 1.1.27 nos induz a fazer uma proficua definicao:

Defini¢ao 1.1.31. (Componente conexa). Seja (X, 7) um espago topoldgico
e seja S C X um conjunto. Dado s € S, a componente conexa Cy de S
contendo s é a uniao de todos os subconjuntos conexos de S contendo s.
Pelo teorema 1.1.27,

CS =U sES,CS, S)\

S conexo

é conexo.
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Proposicao 1.1.32. Seja X um espacgo topologico e S C X. Duas compo-
nentes conexas de S ou $ao a mesma ou $ao disjuntas.

Prova: Sejam C, e C, duas componentes conexas de S. Suponha que
C,NC, # 0, pois se forem disjuntas, nada temos a mostrar. Entao, como
Cy e C, sao conexos com algum ponto em comum, pelo teorema 1.1.27 sua
uniao Cy U C, é conexa. Mas y € Cy, U, e como

Cy =U yeS)\CS, S)\,

S conexo

temos que

C,>C,UC,=C,=C,UC.=C.CC,.

Permutando os papéis de C, e C, obtemos que C, C C, e por conseguinte
c, =C.. [

Lembramos aqui a definicao de particao de um conjunto.

Definigao 1.1.33. (Particdo de um conjunto). Dado um conjunto S, uma
partigao de S é uma colegdo C C P(S) tal que Ug,ecSy = S e dados Sy
e S5 € C ocorre exatamente uma das seguintes coisas: ou Sy NS5 = 0 ou
Sy = S55.

Observagao 1.1.34. Seja X um espago topologico e S C X um conjunto
qualquer. A 1ltima proposicao nos diz que o conjunto formado pelas com-
ponentes conexas de S constitui uma particao de S.

Proposicao 1.1.35. Um conjunto C' é conezxo se e s6 se possui uma unica
componente conexa.

Prova: Se C é conexo, dado x € C', sua componente conexa C, D C,
por defini¢ao, ja que C, é uniao de todos os conexos de C' contendo z. Como
a outra inclusao é imediata, temos que C, = C, Vo € C, logo C possui
uma Unica componente conexa. Por outro lado, se C, é a inica componente
conexa de C', temos que dado y € C, entao y € C,, logo novamente temos
C=0C,.

m

Observacao 1.1.36. Dada uma componente conexa de um conjunto, esta
pode nao ser aberta e fechada nesse conjunto, conforme se vé na figura 1.1.1.
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Figura 1.1.1: a componente conexa {0} x (0, 1) nao é aberta no conjunto.

Defini¢ao 1.1.37. (Conjunto totalmente desconexo). Seja X um espago
topolégico. Um conjunto (' C X é dito totalmente desconexo se para todo
x € £, a componente conexa de ' contendo x é C, = {z}.

Exemplo 1.1.38. Seja £ C R um conjunto de interior vazio. Entao L'
¢é totalmente desconexo. De fato, como os tnicos conexos da reta sao os
intervalos, qualquer componente conexa de £ deverd se reduzir a um ponto
(intervalo degenerado), ja que £ possui interior vazio.

Proposicao 1.1.39. Seja (X, T) um espago topoldgico e seja C C X um
conezo. Dado qualquer C' tal que C C C' C C, entdo C € conezo.

Prova: Suponha que existe uma ciséo nio trivial de C'. Entdo existem
abertos A e B disjuntos tais que AUB > C e ANC # 0 e BNC # 0.
Sejam a € ANC,be BNC. Como @ e b em particular pertencem a C,
temos que existem a € ANC ebe BNC. Mas C ¢ C C AU B entdo como
ac€ ANC #0,be BNC # (), temos que A e B constituem uma cisao nao
trivial de C, o que contradiz o fato de que C' é conexo.

[

Corolario 1.1.40. Seja S um subconjunto de um espaco topoldogico X, e seja
x € S. Entao a componente conexa C, C S contendo x é fechada em S.

Prova: De fato, pela proposicdo acima, o fecho C,, C S da componente
conexa (), é um conexo fechado em S contendo x. Como a componente C,
contém qualquer conexo desse tipo, concluimos que C, O C, e sendo ébvia
a outra inclusao segue-se que C, iguala-se ao seu fecho em S.
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O
Os proximos exemplos nos chamam a atengao de que mesmo na reta o
fecho de um conjunto desconexo pode ou nao ser conexo.

Exemplo 1.1.41. Seja S = Q. Pelo exemplo 1.1.38, temos que S ¢ total-
mente desconexo. Entretanto S = R que é conexo.

Exemplo 1.1.42. Tomando S = K, conjunto de Cantor da reta, segue-se
da construcao de K que este nao contém nenhum intervalo nao degenerado,
logo é totalmente desconexo. Por outro lado, K é fechado, sendo igual ao
seu fecho, que é também totalmente desconexo.

1.1.2 Conjuntos compactos

Definigao 1.1.43. (Cobertura por abertos). Seja (X, 7) um espago topoldgico
e seja S C X. Uma cobertura por abertos de S é uma colecao de abertos
C C 7 tal que

UAAeCA)\ D S.

Uma subcobertura de S (subentendida no contexto uma cobertura por abertos
C) é qualquer subcolegao Cy C C cuja uniao ainda cobre S, isto é,

UAA€C1A/\ oS

Muitas vezes escreve-se simplesmente UA, D S para designar que a colegao
C = {A,} é uma cobertura de S. Uma subcobertura Cy é dita enumerdvel se
for constituida de uma quantidade enumeravel de abertos (infinita ou nao);
¢ dita finita se for constituida por uma quantidade finita por abertos, isto é,

C() = {AAU . ,A/\k}, com U?:l A)\j O S.

Definigao 1.1.44. (Conjunto compacto). Seja (X, 7 ) um espacgo topolégico.
Um conjunto K C X é dito compacto se toda cobertura por abertos de K
admitir (isto é, possuir) uma subcobertura finita.

Observagao 1.1.45. Na definicao de conjunto compacto, tanto faz conside-
rarmos os abertos da cobertura de um conjunto K em um espaco topologico
X como sendo abertos de X ou abertos de K na topologia induzida por X
(vide exemplo 1.1.4 da pagina 2). Realmente, suponha que K é compacto (na
definigao acima, sem uso da topologia induzida) e tome qualquer cobertura
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de K por abertos em K. Tal cobertura serd da forma U(A) N K), com cada
A, aberto em X. Como

K C U(ANEK) = (UA) N K,

temos que UA, D K, o que implica, como K é compacto, que existem
Ay, ..., Ay, tais que

Ui Ay, D K = (U1 Ay) N K =Uj_(A\, N K) D K,

ou seja, qualquer cobertura de K por abertos em K admite subcobertura
finita. Agora suponha reciprocamente que qualquer cobertura de K por
abertos em K admita subcobertura finita, e seja UA, uma cobertura de K
por abertos em X. Dai, por U(Ay N K) = (UA)) N K D K concluimos que
{A\ N K} constitui uma cobertura de K por abertos em K, admitindo por
hipétese uma subcobertura finita {Ay, N K, ..., A\, NK}. Donde concluimos
que
K CUj_ (A, NK) = (U1 Ay) N K = K CU]_ Ay,

ou seja, UA) admite subcobertura finita, e portanto K é compacto.

Uma caracterizagao muitas vezes tutil dos conjuntos compactos, equiva-
lente a definicao acima, é dada com o auxilio do seguinte conceito:

Definicao 1.1.46. (Propriedade da interseccao finita). Uma familia (pos-
sivelmente nao enumeravel) (Fy),\ € A de conjuntos fechados F) de um
espago topoldgico X é dita ter a propriedade da intersec¢ao finita (abrevi-
adamente, p.i.f.) se toda sua subcole¢ao finita {F),,..., F\,} C {F\,A € A}
possui interseccao

Fy\,N---NFy, #0.

Proposicao 1.1.47. Seja X um espaco topologico. Entao K C X € com-
pacto < toda familia (F\),\ € A de fechados F\ C K (fechados em K, na
topologia induzida) com a propriedade da intersec¢do finita possui intersec¢ao

MieaFy # 0.

Prova: (=) Seja K compacto, e (F)), A € A uma familia de subconjuntos
fechados em K com a propriedade da intersecgao finita. Suponha por absurdo
que NyepF\ = 0. Denotando por F§ o complementar de F) em K, entdo

U)\GAF)\C = (ﬂ)\eAF)\)c == K,
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o que significa que Uycp F)\© constitui uma cobertura por abertos de K. Entre-
tanto, tal cobertura nao admite subcobertura finita: dada qualquer colecao
finita

{FN - B Y C{EFL A € AL,

temos
nglFfj - (ﬂgleAj)c # (0)° =K,

o que significa que a cobertura {F§, A € A} de K nao admite subcobertura
finita, absurdo, pois K é compacto.

(<) Agora seja UyepAyx D K uma cobertura por abertos (em K) e
suponha por absurdo que {A), A € A} ndo admita subcobertura finita. Dali,
a familia de fechados em K {A{ N K, \ € A} possui a propriedade da inter-
seccao finita, pois dada qualquer subcolecao finita

{AS, NK,... A5 NK} C{A{NK e},
temos
NI_ (A5, N K) = (N]4AS,) N K = (Ul Ay)" N K # 0.

(A ltima desigualdade acima ocorre porque U‘Jl-zlAAj 2 K, o que implica
que algum ponto de K pertence a (Uj_; Ay;)¢.) Todavia,

Mea(Ar N EK) = (Maeadr) N K = (Uneadr) N K =0,

o que é absurdo, pois por hipdtese toda familia de fechados em K com a
propriedade da interseccao finita possui intersec¢ao nao vazia.
m

Proposicao 1.1.48. Seja X um espaco topologico e K C X um compacto.
Se F C K € fechado em K, entao F' € compacto.

Prova: Seja Uycp Ay D F uma cobertura por abertos de F. Entao
(Uaeady) U F© é uma cobertura por abertos de K. Como K é compacto,
existem Ay, ..., Ay, tais que (UJ_;Ay,) U F® D K. Mas tal implica que
Uj_1 Ay, D F, e portanto a cobertura (arbitrdria) de F' admite subcobertura
finita, donde concluimos que F é compacto. O

Para a proxima proposicao relacionando compactos e fechados, necessi-
tamos da seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.1.49. (Espaco topolégico Hausdorff). Seja X um espago
topolégico. X é dito Hausdorff se dados x, y € X, com x # y, existem
abertos U, 3 z e U, 3 y tais que U, N U, = 0.

Proposicao 1.1.50. Seja X um espaco topologico Hausdorff. Se K C X €
compacto, entao para todo ponto v € K€, existem abertos A D K e U D {x}
tais que ANU = 0.

Prova: Para cada ponto y € K, escolha um aberto A, > y e outro aberto
Uyy 2 @ tais que Ay, NU,, = 0. Como K ¢é compacto, a cobertura Uyex A,
admite uma subcobertura finita U{_, A,. O K. Dai, tome

A=U_ 1A, e U :=0_ Uy,
S6 falta conferirmos que AN U = (). Para tal, basta escrevermos
ANU = (nglij) N (m?:1Uw,yj) =
Ui—1(Ay, N (N1 Uy, ) € Uiy (Ay, N ULy,) = 0.
m

Corolario 1.1.51. Seja X um espago topologico Hausdorff e K C X um
compacto. Entao K € fechado.

Prova: Seja K C X um compacto e para cada r € K¢ seja U, 5  um
aberto tal que U, N K = (), obtido aplicando-se a proposicao 1.1.50 acima.
Dai, K¢ = U,egU,, logo K¢ é aberto e seu complementar, que é K é fechado.

O

Proposicao 1.1.52. Seja X um espaco topologico Hausdorff, e seja K =
{K\ C X}xea uma colegcao de compactos nao vazios totalmente ordenada,
isto €, dados K5, K5 € IC, acontece K5 C K; ou K5 D K;. Entao

K =MeaK\ # 0
e K é compacto.

Prova: Fixe K = K; € K e note que

mAEA,KACKKA = K.
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Logo, podemos nos ater aos K, C K. Cada um de tais conjuntos é fechado,
pois é compacto em espaco topolégico Hausdorff. Logo, sua interseccao K
também é fechada. Entdao K é um fechado contido no compacto K , logo ¢
compacta. Como

{K A C f( Ky € IC}

é uma familia de fechados de K com a propriedade da interseccao finita,
temos que sua interseccao K # ().

m
Coroldrio 1.1.53. Se X € um espago topoldgico Hausdorff, e (K, )nen € uma
sequéncia de compactos nao vazios tal que Ko O K1 D ..., entao
K = r\|nEN-KVn

¢ compacta nao vazia.

Prova: Aplicacao imediata da proposi¢ao acima.

]

Definigao 1.1.54. (Conjunto sequencialmente compacto). Seja (X,7) um
espago topoldgico. Um conjunto K C X ¢é dito sequencialmente compacto
se toda sequéncia (z;), z; € K,Vj € N possuir uma subsequéncia (z;,)
convergente a um ponto r € K.

Definigao 1.1.55. (Base de vizinhancgas). Seja (X, 7), um espago topoldgico.
Dado um ponto x € X uma base de vizinhancas em x é uma subcolecao
B(x) C T de abertos contendo x tal que todo aberto de 7 que contenha x
contém algum elemento B € B(x). Se o espaco X for tal que para cada x
puder-se tomar uma base de vizinhangas B(z) enumeravel, dizemos simples-
mente que X é um espaco com base de vizinhang¢as enumerdvel.

Proposicao 1.1.56. Seja (X,7) um espago topoldgico com base de vizin-
hancas enumerdvel. Se K C X é compacto, entio K € sequencialmente
compacto.

Prova: Seja (z;) : N — K uma sequéncia tomando valores em K. Note
que existe subsequéncia x; convergindo para um certo x € K, se, e s6 se para
todo aberto A 3 z, #{j,z; € A} = +00. Provemos essa tltima afirmacao.
Primeiro, suponha que exista z;, — x. Entao dado um aberto A > z, pela
defini¢do de convergéncia, a quantidade de indices j; tais que z;, ¢ A é finita,
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o que quer dizer que #{j,z; € A} = 4+o00. Reciprocamente, suponha que
para todo aberto A 3 x, #{j,x; € A} = +00. Como o espaco tem base de
vizinhangas enumeravel, podemos supor que B(x) := { By, k € N} seja uma
base de vizinhancas em z. Ademais, podemos assumir que By C By, Vk €
N, pois se este nao fosse o caso poderiamos considerar

B(z) = {N5_,B;, B; € B,k € N},

que vemos claramente ser uma base de vizinhangas em x composta por aber-
tos encaixantes. Assim, para cada B;,l € N tomemos z;, € B;. Afirmamos
que z;, — z. De fato, dado um aberto A > = qualquer, da definicao de base
de vizinhangas em z, existe B(z) > B, C A. Como os abertos B, € B(x) sao
sem perda de generalidade assumidos encaixantes, temos que z;, € B;, C A,
VI > ly, ou seja, xj, — x, concluindo a prova da afirmacao.

Agora, continuemos a prova da proposicao. Suponha por absurdo que
(z;) nao possua subsequéncia convergente a um ponto de z € K. Entao
devido a afirmacao provada no ultimo paragrafo, para cada x € K existe um
aberto A, 3 x tal que ¢(z) := #{j,z; € A,} < +00. Temos por conseguinte
que UyegA, DO K. Como K ¢é compacto, existe uma subcobertura finita
{Ay,,... Ay}, U_A, D K. Mas cada A,,,i = 1,...,r contém apenas as
imagens x; correspondentes a um numero finito de indices j € N, o que ¢
absurdo, pois {z;,7 € N} C K C U_,A,,, ou seja, algum A,, teria que ter
c(y;) = +oo.

m

1.2 Aplicacoes continuas

Definigao 1.2.1. (Aplicacdo continua).  Sejam (X, 7T), (X,7) espacos

topologicos. Uma aplicagao f : X — X ¢é dita continua se dado qualquer
aberto A C X, f~1(A) é um aberto X.

Definigao 1.2.2. (Aplicacdo continua no ponto x). Sejam (X,7), (X,7)
espacos topolégicos. Uma aplicacao f : X — X é dita continua no ponto

r € X se dado qualquer aberto A > f(z), existe um aberto A 3 z tal que
f(A) C A.

As duas nogoes de continuidade acima se relacionam da seguinte forma:

Proposicao 1.2.3. Sejam (X,T), (X,7T) espacos topoldgicos, f : X — X
uma aplicagao. Entao f € continua < f € continua em x € X, Vo € X.
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Prova: (=) Se f é continua, dado z € X e um aberto A 3 f(z), f~1(A)
é aberto e contém z. Em particular, f(f~ (A)) C A o que implica que f é
continua em =z € X.

(<) Seja A ¢ X um aberto. Dai, para cada = € f~'(A), existe um
aberto A, 3 z tal que f(A,) C A, donde obtemos A, C f~'(A). Como
consequéncia, podemos escrever

YA = Uper-1(yAe = 7 L(A) é aberto.
Como A C X é um aberto arbitrario, temos que f é continua.
O

O proximo teorema nos diz que a composta de aplicacoes continuas é
continua:

Teorema 1.2.4. Sejam X, X e X espacos topoldgicose f : X — X, g: X —
X aplicagoes continuas, respectivamente, nos pontos a € X ea = f(a) € X.
Entio a aplicagio h : X — X dada por h(z) = go f(z),Yo € X € continua
no ponto a € X. Em particular, se f e g sao continuas, h = go f é continua.

Prova: Seja /1~9 ¢(a@) um aberto de X. Como g é continua no ponto @,
existe um aberto A 3 @ tal que g(A) C A. Similarmente, como f é continua
em a, existe uma aberto A 3 a tal que f(A) C A. Donde tiramos que

h(A) = g(f(A)) C g(4) C A,

ou seja, h é continua no ponto a € X.

Note que se supusermos que f é continua em todos os pontos de X e g é
continua em todos os pontos de f(X), o raciocinio acima nos dé que h = go f
é continua em todos os pontos de X, o que pela proposicao 1.2 é o mesmo
que dizer que h é continua.

O

A continuidade se relaciona da seguinte forma com os conjuntos com-
pactos e os conjuntos conexos estudados nas se¢oes anteriores:

Teorema 1.2.5. (Aplicagdes continuas levam compactos em compactos).
Sejam (X,7T) e (X T) espacos topologicos quaisquer e f : X — X uma
aplicag¢do continua. Se K C X é compacto, entao f(K) é compacto.

Prova: Seja UyAy D f(K) umq cobertura qualquer de f(K') por abertos
Ay € T. Como f é continua, f~1(Ay) C X é aberto de X, ¥A. Mas

K C fTHf(K)) C fTHUAY) = U fH(Ay),
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ou seja, UAf’l(fb\) D K é uma cobertura de K por abertos. Como K ¢é
compacto, podemos extrair uma subcobertura finita f~'(Ay,),..., f71(4),)
de K. Dai, temos

f(K) - f(ffl(nglzhj)) - Ug‘:lfb\j?

donde se conclui que f(K) admite subcobertura finita. Como a cobertura
UxAy de f(K) é arbitréria, segue-se que f(K') é compacto.
O

Teorema 1.2.6. (Aplicagoes continuas levam conexos em conexos). Sejam
(X,T) e (X,T) espagos topoldgicos quaisquer e f : X — X uma aplicagdo
continua. Se C C X € conexo, entio f(C) € conezo.

Prova: Seja f:l UB D f(C) uma ciséo qualquer de f(C) por abertos
disjuntos A, B € 7. Como f é continua, f~'(A) C X e f71(B) C X sdao
abertos de X. Mas

Cc fUfO) c fHAUB) = fH (AU (B),

com f~HA)NfY(B) = fH(ANB) =0, ou seja, f~(A), f~1(B) é uma cisdo
de C' por abertos. Como C' é conexo, essa cisao é necessariamente trivial: ou

fTHANC =0ou f7Y(B)NC = 0. Sem perda de generalidade, suponha
que f71(A)NC = (. Dai, como f é sobre f(X) D f(C), temos:

FOYNACF(FHAC)NA) = fFFHC)NFHA) C
fCnf(A) = f(0) =0.

donde se conclui que a cisao de f(C) é trivial, e por conseguinte f(C) é
COnexo.
m
A reciproca dos teoremas acima é, em geral, falsa, como atestam os
préximos contraexemplos:

Exemplo 1.2.7. Seja xo : R — R a funcao caracteristica dos racionais, isto
é, a funcao dada por

_J1,sexeQ
XQ(x)_{O, sex e R\Q

Entao claramente yq é descontinua em todos os pontos de R, mas como
sua imagem ¢ constituida de dois valores apenas, qualquer subconjunto de
R possui como imagem um conjunto compacto. Ou seja, xq leva compactos
em compactos, apesar de nao ser continua.
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AR

f(x)= sin(1/x), para x > 0 ; f(0)= 0.

Exemplo 1.2.8. Este exemplo mostra que existem funcoes que, mesmo de-
scontinuas, levam conexos em conexos. Seja f : [0, +00) — R a funcao dada
por

0, sex=0.

o) = {Sin(l/x), se x>0

Dai, f é descontinua em z = 0. Contudo, como os conexos de R sao exata-
mente os intervalos, vemos facilmente que f leva conexos em conexos.

H4 ainda a seguinte nogao de continuidade:

Definigao 1.2.9. (Aplicagao sequencialmente continua). Sejam X, X espagos
topolégicos. Uma aplicacdo f: X — X é dita sequencialmente continua em
x € X se dada qualquer sequéncia (z;), com X > z; — z, a sequéncia de pon-
tos em X dada por f (x;) converge a f(x). Se f é sequencialmente continua
em x, Vr € X, dizemos simplesmente que f é sequencialmente continua.

A préxima proposi¢ao é um indicativo de que em geral, o conceito de
continuidade pode ser mais forte que o de continuidade sequencial:

Proposicao 1.2.10. Sejam X, X espacos topologicos e f : X — X uma
aplicacao continua em x € X. FEntao f € sequencialmente continua em
reX.
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Prova: Seja (z;) : N — X uma sequéncia convergindo a € X Tome um
aberto A ¢ X qualquer. Como f é continua em z, existe um aberto A 3 x tal
que f(A) C A. Como x;j converge a x, existe jo tal que z; € A,Vj > jo. Mas
tal implica que f(z;) € A,Vj > jo, e como A > f(z) é um aberto arbitrério,
isto implica que f(x;) — f(x), ou seja, f é sequencialmente continua em z.

O

Definigao 1.2.11. (Espagos homeomorfos). Sejam X e X espacos topolégicos.
Um homeomorfismo entre X e X é uma aplicacao bijetiva continua f : X —
X cuja inversa f~' : X — X também ¢ continua. Se X e X sdo espacos
topoldgicos tais que haja algum homeomorfismo f : X — X, dizemos que X

e X séo espacos homeomorfos.

Observacao 1.2.12. Em geral, uma aplicacao continua, mesmo que bijetiva,
nao precisa ter inversa continua. Um exemplo simples desse fato é a aplicacao
f:00,1) — S' C R? dada por:

flz) =" 2 €[0,1),

cuja inversa, se fosse continua, levaria a esfera unitaria (compacta) S* em
um compacto, o que nao é o caso do dominio [0,1) de f.

Definigao 1.2.13. (Aplicagao aberta). Sejam X e Y espagos topoldgicos.
Uma aplicacdo (ndo necessariamente continua) f : X — X é dita aberta se
leva abertos de X em abertos de X, isto é, se dado um aberto A C X, entao

f(A) é um aberto de X.

Definicao 1.2.14. (Apligagéo fechada). Sejam X e Y espagos topolégicos.
Uma aplicagao f: X — X ¢é dita fechada se leva fechados de X em fechados
de X isto é, se dado um fechado F' C X, entdao f(F') é um fechado de Y.

Observacio 1.2.15. Note que se f : X — X é bijetiva. Entdo f é fechada
se e s6 se é aberta. De fato, se f é fechada e tomamos um aberto A C X,
temos:
A = F(AY) = (FA),
f é bijetiva
que é aberto de X pois A¢ é fechado de X. Da mesma forma se mostra a
reciproca.
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O préximo teorema e, especialmente, seu corolario, nos dao um critério
simples para verificar (em certos casos) a continuidade da inversa de uma
aplicagao injetiva:

Teorema 1.2.16. Seja f : X — X wma aplicagio (nao necessariamente
continua) fechada e injetiva (resp. aberta e injetiva). Entdao a aplica¢ao
7t f(X) — X € continua.

Prova: Sem perda, consideremos f : X — f(X), a qual serd simultane-
amente aberta e fechada e ainda mais, sobrejetiva. Seja F' C X um fechado
arbitrario. Como f é fechada, f(F) = F ¢ fechado de X, donde obtemos

(f O HEF) = f(F) = F,

ou seja, f~! é continua.

]

Corolario 1.2.17. Seja K um espaco topoldgico compacto e seja Y um
espago topologico Hausdorff. Se f : K — Y é continua e injetiva, entdo
f € um homeomorfismo sobre sua imagem f(K).

Prova: De fato, basta mostrarmos que f : K — Y é uma aplicacao
fechada. Dado um fechado F' C K, como K ¢é compacto, temos que F
também é. Da continuidade de f sabemos que f leva compactos em com-
pactos, o que implica que f(F) C Y é compacto.

Como Y é Hausdorff, segue-se que f(F') sendo compacto, é fechado de Y,
concluindo a prova.

]

1.3 Exercicios

1. Seja X :=Re7 := {U;’illj, conforme o exemplo 1.1.2. Mostre que 7°
é uma topologia na reta.

Sugestao: a parte mais delicada do exercicio é mostrar que a uniao arbitraria
(n&o apenas enumeravel) de elementos de 7 estd em 7. Para tal, é necessério
usar o fato de que na reta vale a propriedade de Lindel6f. Veja a préxima
secao deste livro.
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10.

Seja (X, 7) um espago topoldgico e A € 7 um aberto. Mostre que a
fronteira 0A de A possui interior vazio. Conclua também que se F' é
fechado, sua fronteira OF' possui interior vazio.

Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja S C X um conjunto qualquer.
Mostre que a fronteira 05 de S é um conjunto fechado.

Seja (X, 7) um espago topolédgico e S C X um subconjunto qualquer.
Mostre que o fecho S = int(S) U 0S.

Dé exemplo de um espago topoldgico X e de um conjunto S tal que a
fronteira da fronteira de S, isto é, 9(9S) seja vazia mas tal que 95 # ().

Seja X um espaco topoldgico e Y C X um conjunto com um nimero
finito de componentes conexas. Mostre que cada uma das componentes
conexas de Y é aberta e fechada em Y.

. Seja X um espaco topolégico Hausdorff. Mostre que se K e K sao

subconjuntos compactos disjuntos de X, entao existem abertos (de X)
ADKeAD K taisque ANA=0.

Seja X um espago topolégico Hausdorff, e seja K = { K\ C X} cp uma
colecao de compactos conexos nao vazios totalmente ordenada. Mostre
que

K =Merl\ #0

e K é compacto conexo. Se supuséssemos que os K, constituem uma
colecao totalmente ordenada de conexos nao compactos sua intersecgao
seria necessariamente conexa? Prove ou dé contra-exemplo.

Seja X um espaco topoldgico. Um ponto x € X é dito isolado se
existir algum aberto B C X tal que B = {z}. Mostre que se X é
conexo Hausdorff e possui algum ponto isolado x, entdo X = {z}. O
mesmo resultado vale se X é conexo nao Hausdorff? Prove ou dée um
contra-exemplo.

Seja X um espaco topologico e seja f : X — R uma funcao continua.
Seja ainda (z,),z, € X convergindo a x € X e suponha que existe
r € R tal que f(z,) <r,Vn € N. Entao f(z) <r.
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11. Sejam X e X dois espacos topoldgicos e f : X — X uma aplicacao
continua, e S C X. Mostre que dotando S com a topologia induzida
por X, a restricio f|g :— X é continua. Dotando também f(S) com a
topologia induzida por X, mostre também que f|g :— f (S) é continua.

12. Sejam X e X dois espacos topoldgicos e f : X — X uma aplicacio
continua. Mostre que se C;; C X é uma componente conexa de um
ponto =z € X, entao f(C,) C éf(x)7 onde C’f(z) é a componente conexa
de f(z) na imagem f(X). Mostre que se f é um homeomorfismo sobre
sua imagem, entao f(C,) = C’f(m).

13. Sejam X e X dois espacos topologicos e h : X — X um homeomor-
fismo. Mostre que X possui o mesmo nimero de componentes conexas
que X.

1.4 Espacos métricos

Nessa secao estudaremos uma classe importante de espacos topoldgicos, a
saber, a classe dos espagos métricos.

Definicao 1.4.1. (Métrica e espago métrico). Uma métrica (também
chamada de distdncia) em um conjunto Y # () é uma fungao d : ¥ x Y —
[0, +00) tal que, dados quaisquer z,y, z € Y, valem:

dl) d(z,y) =0z =y.

d2) d(z,y) = d(y, x).
d3) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

O par ordenado (Y, d) é chamado de espago métrico. Em geral, por um
abuso de linguagem, diz-se que Y é um espaco métrico, subentendendo-se
uma métrica d a ele associada.

Definigao 1.4.2. (Bola aberta). Seja (X, d) um espago métrico. Dadox € X
e r € RT qualquer definimos a bola aberta centrada em z e raio r como o

conjunto
B(z,r) :={y € X;d(z,y) <r}.
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Dado um espago métrico (X, d) podemos associar a ele a colegao 7T C
P(X), cujos elementos sdo unides arbitrarias de bolas abertas de X. A
préxima proposicao nos diz que tal colecao ¢ uma topologia de X:

Proposicao 1.4.3. A colecdo
T :={AC X: A=UBy, com By = B(xx,7y), para algum z) € X ery € R}
¢ uma topologia de X .

Prova: Tomando r = 0 e z € X qualquer, obtemos que ) = B(z,r) € 7.
Similarmente,
X =UpenB(z,n) € T.

A uniao arbitraria de conjuntos que sao cada um uma uniao arbitraria
de bolas abertas é claramente uma uniao arbitraria de bolas abertas. Por-
tanto, s6 nos resta mostrar que 7 é fechada para intersecgoes finitas de seus
elementos. Para isso, basta vermos que se

A= U,\B)\ e 121 = US\BS\
entdio AN A € T. Mas
ANA= (UaBy) N (Ui B;) = U(A;\)(B)\ N By),

o que significa que basta que mostremos que dadas duas bolas abertas B e
B, sua intersecgao pode ser expressa como uma unido (possivelmente nao
enumeravel) de bolas. De fato, seja x € BN B. Como x € B, existe uma

bola B(b,r) C B tal que z € B(b,r). Igualmente, como x € B, existe uma

bola B(b,7) C B tal que = € B(b, 7). Seja
ry = min{r — d(z,b),7 — d(z,b)} e B, = B(z,7,).
Afirmamos que B, C BN B. De fato, dado y € B, temos:
d(y,b) < d(y,z) +d(z,b) <r—d(xz,b) +d(z,b) =r =y € B(b,r) C B;
d(y,b) < d(y,z) + d(z,b) < 7 — d(z,b) + d(z,b) = 7 = y € B(b,7) C B,

o que implica que B, C BN B, como afirmamos. Como x € BN B é qualquer,
concluimos que .
UyepnaBz = BN B,

logo BN B € T, concluindo a proposicao.
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Definicao 1.4.4. (Topologia dada pela métrica). A topologia definida por
7 :={AC X: A=UB,, com By = B(zy,7)), para algum z) € X ey, € R"}

¢ chamada de topologia dada pela métrica ou gerada pelas bolas abertas de
X. Note que a colecao das bolas abertas de X constitui uma base dessa
topologia (confira def. 1.1.10, na pagina 3).

Observacao 1.4.5. Note que o argumento que usamos na proposicao 1.4
para mostrar que um ponto z da interseccao de duas bolas abertas possui
uma bola de centro no dito ponto e contida na interseccao pode ser usado,
sem alteracoes, para mostrar que dado um ponto x pertencente a um aberto A
da topologia 7 dada pela métrica de X, existe uma bola B, = B(z,r,) C A.
Por conseguinte, todo aberto A de 7 se escreve como

A :=UgeaB,;, onde B, = B(x,r,) C A.

Exemplo 1.4.6. (Subconjunto de espago métrico é espago métrico). Seja
(X,d) um espago métrico e Y C X um subconjunto nao vazio. Entao, a
restricao da métrica d|yxy : Y x Y — [0, +00) é uma métrica em Y.

Exemplo 1.4.7. (A Reta). Seja R o conjunto dos nimeros reais. Definimos
a distancia em R como a aplicagdo d : R x R — [0, 4+00) dada por

d(z,y) = |z —yl.

Deixamos ao leitor a verificacao das propriedades de métrica da aplicacao
acima.

Os préximos exemplos dao conta em quao exéticos (e sem estrutura
algébrica) podem ser os espa¢os métricos.

Exemplo 1.4.8. (Distancia zero-um). Seja X # () um conjunto qualquer.
Definimos a métrica zero-um em X como a aplica¢ao d : X x X — [0, +00)

dada por:
_J0, se x =y;
d(z,y) = {1, se x # .

E f4cil ver que d possui as propriedades que tornam X um espaco métrico.
Note que qualquer ponto de X é aberto e fechado com a topologia dada pela
métrica, o que torna X um espaco topoldgico totalmente desconexo. Observe
que a topologia associada a essa métrica é 7 = P(X). (todo subconjunto de
X é aberto).
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Exemplo 1.4.9. Seja X := { Gracie , Mimi , Fusquinha } o conjunto das
trés gatinhas da esposa do autor. Definimos a distancia (emocional) d :
X x X — [0,400) por:

d( Gracie, Fusquinha) = d( Fusquinha, Gracie) = 1;
d( Gracie, Mimi) = d( Mimi, Gracie) = 1/3;
d( Mimi, Fusquinha) = d( Fusquinha, Mimi) = 2/3,

e, é claro, a distancia de qualquer gata a ela mesma ¢é definida como zero.
Este exemplo é muito similar ao anterior, porém enfatiza ainda mais que
um espaco métrico nao necessita sequer ser um subconjunto de um espago
vetorial.

Mesmo com todo o exotismo dos ultimos exemplos, a topologia oriunda
de uma métrica possui boas propriedades, afirmacao cujo sentido deixamos
mais preciso na proxima observacao.

Observacao 1.4.10. Todo espago métrico X é um espago topolégico Hausdorft:
dados dois pontos distintos z,y € X, as bolas abertas B(xz,d(z,y)/2) e
B(y,d(x,y)/2) sao disjuntas e contém x e y respectivamente. Ademais, todo
espago métrico possui base de vizinhancas enumeravel, dada em cada ponto

x € X pelas bolas B(z,1/n),n € N. Entretanto, espagos métricos podem
nao ter base de abertos enumeravel.

Definigao 1.4.11. (Conjunto denso). Seja (X,7) um espago topoldgico.
Um conjunto D C X é dito denso em X se dado qualquer aberto nao vazio
A € T, existe algum ponto a € DN A. Se Y C X, um conjunto D C Y é
denso em Y se é denso no espaco topologico Y dotado da topologia induzida
por X.

Definicao 1.4.12. (Espago separdvel). Seja (X,7) um espago topolégico.
X ¢ dito espaco separdvel se possuir um subconjunto D C X enumeravel e
denso.

Para espacos métricos, ser separavel é equivalente a possuir base enu-
meravel:

Teorema 1.4.13. Seja X um espago métrico. Entao as sequintes assertivas
sobre X sao equivalentes:

1. X possui base enumerdvel de abertos;
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2. X ¢ separdvel;

3. Toda cobertura por abertos de X admite uma subcobertura enumerdvel
(propriedade de Lindeldf).

Prova: (1. = 2.) Seja B := {A;,..., A,,...} uma base enumerével de
X. Para cada () # A; € B, tomemos z; € A; e definamos

D := {z;,x; escolhido em A; € B}.

Dai, dado qualquer aberto nao vazio A de X, este é uniao de elementos de
B, logo contém pelo menos um ponto z; € A; N D C A, logo D é denso em
X.

(2. = 1.) Seja D = {x1,...,2p,...} C X um subconjunto denso enu-
meravel de X. Seja B := {B(zj,q),z; € D,q € QF}. B ¢ claramente
enumeravel. Mostremos que B é base de X. Seja A C X um aberto, e seja
a € A. Como A é aberto, existe uma bola B(a,r,) C A. Como D é denso,
existe z € D tal que = € B(a,r,/4). Em particular, tomando ¢ € Q tal que
re/4 < q<r./2, temos que a € B(x,q) C B(a,r,) C A, o que significa que

UBaBchBj = A7

ou seja, B é base de X.

(1. = 3.) Seja C := {A\, A € A} uma cobertura qualquer de X por
abertos Ay. Se B ={B,...,B,,...} é uma base enumerével de abertos de
X, tomemos B C B a coleciao de todos os abertos de B contidos em algum
Ay € C. Para cada B € B, escolha A(B) € C tal que B C A(B). Entéo
a colecio C := {A(B),B € B} é enumerével, visto que B — A(B) é uma
aplicacio sobrejetiva de B em C. Afirmamos que C C C é uma subcobertura
enumeravel de X. De fato, seja x € X. Entao 9\ € A tal que z € A, € C.
Como B ¢é base, tal Ay é uniao de abertos de B, logo existe algum B € B
tal que 2 € B C Ay. Por definicio, esse B € B. Dai, x € B € A(B) € C.
Como z € X é arbitrario, concluimos que C é subcobertura (enumerével) de
X. (3. = 1.) Dado n € N, seja C,, := {B(z,1/n),x € X}. Entao com C,
é uma cobertura de X, por hipétese admite uma subcobertura enumeravel
B, C C,. Definamos B := U,enB,. Entao B é enumeravel e afirmamos é
base de abertos de X. Realmente, seja A C X um aberto qualquer. Dado
a € A, existe alguma bola B, = B(a,2/ng)) C A, onde ny € N. Ademais,
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a pertence a alguma bola de raio B = B(z,1/ny) pertencente a B, C B.
Dado qualquer ponto y € B, temos

d(a,y) < d(a,z)+d(x,y) < 1/ng+ 1/ng =2/ng =y € B(a,2/ny),

ou seja B C B,, donde concluimos que A se escreve como uniao das bolas de
B contidas em A.
m

Para espagos métricos quaisquer, valem os seguintes resultados:

Proposicao 1.4.14. Seja (X,d) um espago métrico e F C X. Entao F ¢
fechado se e so se F' é sequencialmente fechado.

Prova: Pela proposicao 1.1.19, ja sabemos que todo subconjunto fechado
de um espaco topoldgico é sequencialmente fechado. Assim, sé nos resta
provar a reciproca. Assim, procedamos por contradi¢ao, supondo que F' nao
seja fechado. Dai F'° nao é aberto, o que implica pela observacao 1.4.5 que
existe z € F° tal que nenhuma bola com centro em x esta contida em F°. Em
particular, para toda bola B(z,1/k),k € N, existe z; € F'. Dado um aberto
A qualquer contendo x, este contém alguma bola B(z,r,), a qual conterd
B(z,1/k), para todo k suficientemente grande, digamos, maior ou igual a
um certo kg. Como zy € B(z,1/ky) C A, Vk > ko, temos que xj converge a
x ¢ F, o que implica que F' nado é sequencialmente fechado.

m

Lema 1.4.15. Seja K um espag¢o métrico sequencialmente compacto. Entao
K possui base enumerdvel de abertos.

Prova: Sejan € N. Comecemos por mostrar que podemos cobrir K com
um nimero finito de bolas de raio 1/n. De fato, seja z1 € K, e defina By ,, :=
B(z1,1/n). Se K C By, nada mais temos a mostrar. Caso contrario, existe
algum zo € K\ By,. Tome entao a bola By, := B(x3,1/n). Agora suponha
que construimos bolas B ,, ..., By, tais que quaisquer dois de seus centros
distam de pelo menos 1/n. Se a unido de tais bolas cobrir K, provei o
que queria. Caso contrario, prossigo na construc¢ao: considero K 3 x,.1 ¢

"L Bjn e acrescento a minha colegao de bolas By, i1, = B(Zmy1,1/n).
Afirmamos que nossa construcao necessariamente findard em um nidmero
finito p(n) de passos. Realmente, se esse nao fosse o caso, obteriamos uma

sequéncia (z;) de valores x; ndo apenas distintos, mas tais que d(x;, zy) >
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1/n, Vg, k tais que j # k. Claramente tal sequéncia ndo possui subsequéncia
convergente, o que contradiz o fato de que K é sequencialmente compacto.
Afirmamos que

B:={Bjn,,neN,1>j>pn)}

constitui uma base (obviamente enumeravel) de abertos de K. Para vermos
isso, seja A C K um aberto qualquer. Entao, dado x € A, existe r, > 0 tal
que B(x,r,) C A. Por outro lado, seja n, € N tal que r, > 2/n,. Como
a uniao das bolas By, ..., Byn,)n, cobre K, uma de tais bolas, digamos
Bj,, = B(%,1/n,) 2 . Mas dado z € Bj,,, temos:

d(z,z) < d(z,z) +d(x,T) <2/n, <71y,
ou seja z € B(x,r,) C A. Em outras palavras,
A - UBJ‘JLCAB]',TH

o que significa que B é base, como queriamos mostrar.
[

Corolario 1.4.16. Seja K um espaco métrico compacto. Entao K possui
base enumerdvel de abertos.

Prova: Vimos na proposicao 1.1.2 da pagina 14 que todo compacto em
um espago topologico com base de vizinhancas enumeravel é sequencialmente
compacto. Pelo iltimo lema, temos que todo espago métrico sequencialmente
compacto possui base enumeravel.

]

Observacao 1.4.17. E claro que o coroldrio acima sai também diretamente
da definicao de compacto e do teorema 1.4.13 da pagina 26.

Para o préximo corolario, é pertinente fazermos antes uma definicao:

Definicao 1.4.18. (Diametro de um conjunto). Seja X um espago métrico,
e seja S C X um subconjunto nao vazio. O diametro de S é definido como:

diam(S) := sup{d(z,y);z,y € S}.

Caso diam(S) < 400, S é chamado de conjunto limitado.



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 29

Observacao 1.4.19. Um argumento padrao mostra facilmente que para

todo conjunto S # () contido em um espago métrico X, diam(S) = diam(.S).

Corolario 1.4.20. Seja K um subconjunto sequencialmente compacto de um
espaco métrico X. Entao K ¢ limitado.

Prova: De fato, todo conjunto sequencialmente compacto K pode ser
coberto como uniao finita U?ZIBJ- de bolas de mesmo raio r, por exemplo,
r=1. Se B; = B(zj,1),z; € K, temos que

diam(K) < 2 +max{d(z;,z;),1 <i < j <q}.
[

Proposicao 1.4.21. Sejam (X,d) um espago métrico e K C X. Entdao K
¢ compacto < K € sequencialmente compacto.

Prova: A ida ja foi provada na proposicao 1.1.2, na pagina 14. Para a
volta, suponha por absurdo que exista uma cobertura UyA, D K que nao
admita subcobertura finita. Em particular, a cobertura de abertos em K
dada por { A, N K} nao admitiria subcobertura finita. Entretanto, como K é
sequencialmente compacto, pelo tltimo lema este possui base enumeravel, o
que ¢é equivalente ao teorema de Lindel6f (vide teorema 1.4.13, pag. 26). Ou
seja, {Ax N K} admite uma subcobertura enumerdvel {Ay, N K,...} de K.
Note que segundo nossa suposicao por absurdo, tal subcobertura também
nao admite subcobertura finita. Agora, seja z;, € K\ (Uf_ A,,). Como K
¢ sequencialmente compacto, x, admite uma subsequéncia xy, convergente a
z € K. Como U2, Ay, D K, temos que para algum jo, © € Ay, . Contudo,
da construgao de zy, temos que xy ¢ Ay, » Yk > jo. Em particular, nenhuma

subsequéncia de x; pode convergir a x € A,\jo, absurdo.
[

Definicao 1.4.22. (Ndmero de Lebesgue). Seja X um espago métrico. Diz-
se que uma cobertura de S C X por abertos admite um nimero de Lebesgue

d > 0 se todo subconjunto nao vazio S C S com diam(S) < 0 estd inteira-
mente contido em algum aberto da cobertura.

Exemplo 1.4.23. O seguinte exemplo mostra que nem toda cobertura de
um certo conjunto S admite um ntmero de Lebesgue. Tome S como um
subconjunto S de R? constituido pela unido de duas bolas abertas cujas
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Tomando S como o conjunto formado por duas bolas abertas cujas fronteiras se tangenciam em um ponto, temos que
acobertura de S dada pelas bolas que o compoem nad admite numero de L ebesgue: podemos tomar pontos arbitrariamente
prdxi mos, mas em bolas diferentes.

fronteiras se tangenciam em um unico ponto. Tomando como cobertura de
S a colecao das bolas que constituem S, é facil tomar-se pontos em bolas
distintas mas arbitrariamente préximos. Logo, tal cobertura nao admite
numero de Lebesgue.

Definigao 1.4.24. (Numero de Lebesgue no sentido forte.) Diremos que
uma cobertura por abertos UA; de um conjunto S C X possui § > 0 como
um numero de Lebesgue no sentido forte se S5 C X é tal que diam(Ss) < 0
e Ss NS # (), entdo existe algum aberto da cobertura que contém Sj.

E claro que um ni mero de Lebesgue no sentido forte para uma cobertura
¢ um numero de Lebesgue para a mesma cobertura.

Teorema 1.4.25. (Numero de Lebesgue para coberturas de compactos). Seja
X um espago métrico e seja K C X um compacto. Qualquer cobertura Uy A,
de K por abertos admite um nimero de Lebesque (no sentido forte) o > 0.

Prova: Demonstraremos que dada um cobertura do compacto K, existe
d > 0 tal que se um conjunto S; C X é tal que S; N K # ) e diam(S;) < §
entao S estd inteiramente contido em algum aberto da cobertura. Sem perda
de generalidade, como K ¢é compacto podemos supor que a cobertura de K
dada é finita. Assim seja {A;,..., A} uma colecdo finita de abertos tal que
Ug-:lAj D K. Suponha por absurdo que para todo § > 0 exista Ss C X com
Ss N K # () e diam(Ss) < 6 e tal que VA; € {Ay,..., A,}, temos S5 & A;.
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Para cada § = 1/n,n € N, tome entao z, € Sy, N K. Como K é com-
pacto, e portanto sequencialmente compacto, podemos admitir existir sub-
sequéencia convergente x,, — x € K. Tal ponto x € K estd em algum aberto
da cobertura, chamemo-lo de A;. Dal, existe B(z,r) C A;. A convergéncia
da sequéncia z,, implica que existe iy tal que Vi > iy, x,, € B(x,r/2). Por
outro lado, existe i1 > io tal que Vi > 4y, diam(Sy/»,) < 1/n; < r/2. Seja
z € Sl/ml- Entao

d(z,x) < d(z, x5, ) + d(z;, ,x) < diam(Syn, ) +71/2 <71,

ou seja, Si/m,;, C B(z,r) C Aj, contradizendo a suposicao de que S1/n;, NAO
estaria contido em nenhum aberto da cobertura.
O]

Proposicao 1.4.26. Sejam (X, d), (X ) espacos métricos, v € X e f :
X — X wma aplicacio. Entdo f € co ntmua emx € X < dado € > 0 existe

0 >0 tal que f(B(x,0)) C B(f(x),€).

Prova:

(=) Como f é continua em z, dado um aberto B = B(f(z),€), existe
um aberto z 3 A C X tal que f(A) C B. Como existe 2 € A e A é aberto,
existe 0 > 0 tal que B(wx,0) C A, concluindo a prova da ida.

(<) Seja A ¢ X um aberto contendo f(x). Ento existe ¢ > 0 tal que
B(f(x),€) C A. Por hipétese, existe § > 0 tal que

f(B(z,0)) C B(f(x),€) C 4,

o que implica a continuidade de f em z € X, jd que A> f (x) é arbitrério.
[

Proposicao 1.4.27. Sejam (X, d),(X,d) espagos métricos, © € X e f :
X — X uma aplicacdo. Entao f € continua em x se e so se f € sequencial-
mente continua em x.

Prova: A ida ja foi provada na proposicao 1.2.10 da péagina 18. Para
a volta, suponha que f nao seja continua em x € X. Entao existem e¢q
e B = B(f(z),6) C X tal que ¥§ > 0, temos f(B(z,6)) ¢ B, o que
implica que para cada ¢ existe #5 € f(B(z,6)) \ B. Em particular, existe
x5 € B(x,0) tal que f(xs) ¢ B. Tomando y;, = T1/k, temos que Yy, — T, mas
f(yr) & B > f(z),Yk € N o que implica que f(y) /4 f(z), ou seja f nao é

sequencialmente continua.

]
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Definigao 1.4.28. (Aplicagao uniformemente continua). Sejam (X, d), (X, d)
espacgos métricos. Uma aplicacao f : X — X é dita uniformemente continua
se dado € > 0, existe 0 > 0 tal que para quaisquer z,y € X temos

d(a,y) < 6= d(f(2), f(y)) <.

A uniformidade se refere ao fato de que 6 > 0 é o mesmo para qualquer
x € X, ao contrario do conceito mais fraco de continuidade.

Proposicao 1.4.29. Seja (K,d) um espago métrico compacto e ()N(,a?) um
espaco métrico qualquer. Toda aplicacdo continua f : K — X € uniforme-
mente continua.

Prova: Seja € > 0 dado. Como f é continua, para cada r € K, existe
0, > 0 tal que

d(x,y) <6, = d(f(2), f(y)) < /2.

Escrevendo B, = B(x,0,/3), temos que { B,, z € K} constitui uma cobertura

de K por bolas abertas; como K é compacto, podemos extrair uma subcober-
tura finita {B,,,..., By}, Uj_Bs; O K. Tome 6 = min{d,,,...,d,,}/3.
Dados y, z tais que d(y, z) < 0, supondo y € B,, temos:

d(z,7;) < d(y,z;) +d(y,z) < 6z, /3408 < sy,

o que significa que tanto y como z pertencem a B(z;, d,,), dai

d(f(y), f(2)) < d(f(y), f(x;)) +d(f(z;), f(2)) < €/2+€/2 =,
]

Definicao 1.4.30. (Aplicacdo Lipschitz-continua). Sejam (X, d), (X,d)
espacos métricos. Uma aplicacao f : X — X é dita Lipschitz-continua
ou simplesmente Lipschitz se existe ¢ > 0 tal que

d(f(z), f(y)) < c-d(z,y), Yo,y € X.

A constante ¢ > 0 da equagao acima é dita uma constante de Lipschitz de
f. O infimo das constantes de Lipschitz de f também é claramente uma
constante de Lipschitz, e é denotado por Lip(f).



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 33

Observacao 1.4.31. Note que em vista da proposi¢ao 1.4.26, uma aplicacao
Lipschitz é sempre (uniformemente) continua: dado € > 0, tomando 6 = €/c,

temos que
f(B(z,8)) C B(f(z),€),Vz € X.

Exemplo 1.4.32. Seja X = R?, dotado da métrica
ax (2, y), (W, 2)) = max{|z — w|, |y — 2|}, V(z,v), (w, 2) € R2.

Entao qualquer aplicacao linear f : R? — R?, dada por um produto de uma
matriz 2 x 2 pelos vetores de R?:

o= 2)-)

é Lipschitz-continua. De fato:
dmax(f<x,y), f(wa 2)) = dmaX((a'I+b'yvc'$+d'y)7 (aw+bz,cw+dz)) =

max{la-x+b-y—(a-w+b-2)|,|c-xe+d-y—(c-w+d-z)|} =
max{|a - (z —w)+b-(y—2),[c- (z —w)+d-(y—2)[} <
max{|a||z — w[ + |bl|y — 2], |c[|z —w| + |dly — 2[} <
(la| + [0 + lc] + |d[) - max{|z — w], |y — 2]} =
(lal + 16 + [ef + |d]) - dmax((2, y), (w, 2)).

Observamos que esse exemplo se generaliza para transformagoes lineares
definidas em espacos vetoriais de dimensao finita qualquer.

Proposicao 1.4.33. Sejam (X, d),()z',ci) e (X,a?) espagos métricos, f :
X —- X eg: X — X aplicagoes Lipschitz. Entao a composta go f : X — X
¢ Lipschitz, com Lip(g o f) < Lip(g) - Lip(f).

Prova: Sejam c,¢ constantes de Lipschitz respectivamente de f e g.
Dados z,y € X, temos entao:

d(go f(x).g0 f(y)) < &d(f(x), f(y) <& c-d(z,y).

Portanto, ¢ uma constante de Lipschitz para g o f. Em particular,

Lip(g o f) < Lip(g) - Lip(f).
0
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Definicao 1.4.34. (Métricas equivalentes). Seja X um conjunto munido
de duas métricas, d e d. Dizemos que d e d sao métricas equivalentes se a
identidade f : X — X, dada por f(z) = z,Vz € X é uma aplica¢ao continua
de (X,d) em (X,d), o mesmo valendo para a sua inversa.

Definicao 1.4.35. (Métricas uniformemente equivalentes). Seja X um con-
junto munido de duas métricas, d e d. Dizemos que d e d sao métricas
uniformemente equivalentes se a identidade f : X — X, dada por f(z) =

x,Vx € X é uma aplicagao uniformemente continua de (X,d) em (X,d), o
mesmo valendo para a sua inversa.

Defini¢ao 1.4.36. (Métricas Iiipschitz—equivalenteg). Seja X um conjunto
munido de duas métricas, d e d. Dizemos que d e d sao métricas Lipschitz-
equivalentes se a identidade f : X — X, dada por f(z) =z,Vz € X é uma

aplicagao Lipschitz-continua de (X,d) em (X, d), o mesmo valendo para a
sua inversa.

Devido a observagao 1.4.31, métricas Lipschitz-equivalentes sao necessari-
amente (uniformemente) equivalentes. A reciproca, em geral, nao é valida.
Entretanto, métricas uniformemente equivalentes (das quais as Lipschitz
equivalentes constituem um importante caso particular) preservam as pro-
priedades de completude de espacos que definiremos logo a seguir:

Definicao 1.4.37. (Sequéncia de Cauchy). Seja (X, d) um espa¢o métrico.
Dizemos que (x,) : N — X é uma sequéncia de Cauchy se dado € > 0 existe
no € N tal que

d(xpm, x,) < €,Yn,m > ng.

Proposicao 1.4.38. Seja (X,d) um espago métrico. Toda sequéncia con-
vergente em X ¢ de Cauchy.

Prova: De fato, sejam (x,) uma sequéncia convergente para = € X e
e > 0 dado. Entao existe ng tal que d(z,, ) < €/2,¥n > ny. Dai, para todo
m > ng, temos:
AT, xn) < d(Tm, x) + d(x,2,) <€,

isto é, (z,,) é de Cauchy.
[

Proposicao 1.4.39. Seja (X,d) um espago métrico. Toda sequéncia de
Cauchy em X € de limitada.
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Prova:
Tome € =1 e ng € N correspondente tal que

d(xp, xm) < 1,¥Ym,n > ny.

Tomando 7 := max{1, d(z1, Ty, ), d(T2, Tny), - - ., d(XTpy—1, Tny) } + 1, temos que
Tn € B(zp,, 1), ¥n € N, e logo (z,,) ¢é limitada.
[

Proposicao 1.4.40. Seja (X,d) um espago métrico. Se uma sequéncia de
Cauchy (x,) em X possui uma subsequéncia convergente a algum ponto x €
X, entao (x,) € convergente a x.

Prova:

Suponha que z,, — x quando j — +oo. Dado € > 0, existe portanto
Jo € N tal que Vj > jo, d(zn;, v) < €/2.

Como (z,) é Cauchy, existe ng tal que Ym,n > ngy vale

A(xpm, xn) < €/2.
Tomando j; > jo tal que nj, > ng, obtemos:
d(zn, v) < d(Tp, Ty ) + d(Tn, ) < €,Yn 2> ny,

ou seja, lim, o z, = T.

]

Observacao 1.4.41. Note que mostrar que uma sequéncia ¢ de Cauchy em
um espaco métrico X é algo mais facil do que mostrar que ela é convergente
a algum ponto x € X. Isso porque, para mostrarmos que uma sequeéncia
possui limite, ao menos em tese, devemos saber quem é esse limite, o qual,
em geral, nao nos é conhecido a priori. Ja mostrar que uma sequéncia é de
Cauchy diz respeito somente a comparar termos distintos da mesma, a qual
é dada. As proposicoes acima nos dizem em particular que provar que uma
sequéncia é de Cauchy pode ser um passo mais facil para mostrar que uma
determinada sequéncia converge.

Definigao 1.4.42. (Espago métrico completo). Seja (X, d) um espago métrico.
Dizemos que X é espaco métrico completo se toda sequéncia de Cauchy com
valores em X é convergente para algum ponto de X.
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-Tt/2 /2

f(x)=tan(x) leva homeomorficamente um intervalo aberto limitado naretainteira.

Grosso modo, a defini¢cao acima transfere para o espago X a responsabil-
idade (ou culpa) de uma sequéncia de Cauchy nao ser convergente. Pois, se
o espaco for completo, o trabalho de mostrar que uma sequéncia converge a
um ponto do mesmo fica reduzido a mostrar que a sequéncia é de Cauchy.
Como vimos na ultima observacao, esta é uma tarefa mais facil de realizar,
pois nao precisamos conhecer o limite da sequéncia. O préximo exemplo e as
proposicoes seguintes, contudo, mostram que os conceitos de completude e de
sequéncia de Cauchy sao métricos, mas nao topoldgicos. Isto quer dizer que
homeomorfismos podem nao preservar sequéncias de Cauchy e a completude
de espacos.

Exemplo 1.4.43. (Um homeomorfismo que nao preserva a completude.)
Considere f : (—m/2,47/2) — R dada por f(x) := tan(z). Sabemos
que a funcao tangente é uma funcao continua e estritamente crescente em
(—m/2,7/2), levando este intervalo na reta inteira. Em particular, se tomar-
mos w, := 7m/2 — 1/n, temos que (w,) é uma sequéncia de Cauchy em
(—7/2,47/2) (de fato, ela converge a w/2). Todavia, f(w,) — +00, quando
n — +oo. Note que f~! é continua: dado y, — y € R = f((—7/2,7/2)),
escrevendo z, = f~Y(y,), * = f'(y), como x, € [—7/2,7/2], temos dois
casos a analisar:

1. Existe uma subsequéncia x,,; convergindo a um dos extremos de [—7/2, 7/2].



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 37

Digamos, sem perda, que x,, — /2 quando j — +o00. Nesse caso,
teriamos y,;, = f(zn;) — +o0; absurdo.

2. Qualquer subsequéncia convergente de (z,) tem como limite algum
ponto em (—n/2,7/2). Assim, tomando (z,,;) convergente, digamos, a
um certo & € (—my,m), da continuidade de f concluimos que y,, =
f(zn,) — f(2) =y. Como f ¢ injetiva, segue-se que Z = = = f~'(y).
Como qualquer subsequéncia de (z,,) = f~(y,) converge a z = f~1(y),
isso implica que f~! é continua.

Para o proximo exemplo, lembramos ao leitor o axioma do supremo da
reta: todo subconjunto nao vazio da reta, limitado superiormente possui
a menor das cotas superiores, ou supremo. Segue-se daitambém que todo
subconjunto nao vazio da reta, limitado inferiormente possui a maior de suas
cotas inferiores, ou infimo.

Exemplo 1.4.44. (Um espago métrico completo: areta.) Usando do axioma
do supremo, é facil provar que a reta é um espago métrico completo. De fato,
seja (z,) : N — R uma sequéncia de Cauchy de niimeros reais. Mostremos
que (z,,) possui uma subsequéncia convergente, definindo indutivamente tal
subsequéncia. Como (x,) é de Cauchy, em particular, é limitada. Seja por-
tanto um intervalo limitado Iy := [a,b],a < b contendo {z,,n € N}. Con-
sidere entao Iy, := [a, (a+b)/2] e Lo := [(a+b)/2,b]. Como Iy = 1 U Iy2,
ao menos um destes intervalos contidos em [ contém imagens x, para in-
finitos indices n € N. Seja I} := [aj, b] tal intervalo. Ou seja, I; C Iy é
um intervalo com a metade do diametro de I, e tal que z,, € I, Vn € Ny,
com N; C N infinito. Tomamos entao z,, € I;. Suponha agora que para
1 < 5 < m tenhamos construido:

e Uma cadeia finita de intervalos Iy D Iy D -+ D I,,, com I; = [aj, bj],
(bj — a;) = diam([;) = (b —a)/27, e tal que I, contém termos
correspondentes a infinitos indices n € N.

o 1, €l;Vje{l,...,m}, comn; > j.

Dividindo I,, = [am, by] em dois intervalos com metade do didmetro como
fizemos com I, obtemos I,,,1 C I,, com metade do diametro deste tltimo
e contendo termos z,, correspondentes a infinitos indices n € N. Tomamos
entdo N1 > Ny, tal que z,, ., € I,411. Deste modo, definimos induti-
vamente uma subsequéncia (z,;) de (x,). Mostremos que tal subsequéncia
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converge. Primeiramente, note que a sequéncia (a;) dos extremos inferiores
dos intervalos I; converge. De fato, ela ¢ limitada e mondtona, logo converge
para sup;cy{a;} := a. Raciocinio andlogo aplicado a sequéncia (b;) dos ex-
tremos superiores dos intervalos I; nos permite concluir que lim;_, . b; =

inf;en{b;} := 3. Como
aj < n; < by < a4 (b— a)/2’,

concluimos que lim;_.,  z,, = a = 3. Como (x,) é de Cauchy, a proposicao
1.4.40 nos da que lim,,_. . x, = A, e portanto, a reta ¢ um espago métrico
completo.

Proposicao 1.4.45. Seja X wm espago métrico, e sejam d e d duas métricas
uniformemente equivalentes em X. Entdo se uma sequéncia (z,) : N — X

¢ de Cauchy para (X,d), ela também o ¢ para (X,d) (e vice-versa). Em
particular, (X, d) é completo se e sé se (X,d) é completo.

Prova: Seja (z,,) : N — X de Cauchy para (X,d). Como d é uniforme-
mente equivalente a J, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ci(:c,y) < € sempre
que d(z,y) < . Como (z,) é de Cauchy para (X,d), dado € > 0, tomando
0 > 0 correspondente, temos que existe ng tal que

(T, xn) < 0,Ym,n > ng = cZ(:vm,xn) < e,Ym,n > nyg,

ou seja, a sequéncia (r,) é de Cauchy para (X,d). Trocando os papéis de d
e d , obtemos que uma sequéncia é de Cauchy para (X, d) se e s6 se o é para

(X, d).

Agora, suponha em acréscimo que (X, d) seja espago métrico completo.
Como d e d sdao uniformemente equivalentes, (X,d) e (X, J) possuem as
mesmas sequéncias de Cauchy. Como (X, d) é completo, dada uma sequéncia
(x,) de Cauchy, esta é convergente, digamos, a um ponto x € X. Dai, como
d e d sao equivalentes. d(z,,x) — 0 & cZ(a:n,a:) — 0, o que significa que
(X,d) também é completo.

[

Temos ainda a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4.46. (Eztensdao de aplicagoes uniformemente continuas).
Seja S C X e g: S — Y uniformemente continua, onde X e Y sao espagos
meétricos, sendo Y completo. Entao g possui uma unica extensao continua

g:S—Y.



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 39

Prova:

Para simplificar a notacao, denotaremos por d tanto a métrica de X com
a de Y. De fato, seja 5 € S. Tome s; € 5. Como g é uniformemente
continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que Vz,w € S com d(z,w) < ¢ entao
d(g(z),g(w)) < e. Portanto, tomando j, k suficientemente grandes, temos
lg(s;) —g(sk)| < €, o que implica que g(s;) é de Cauchy. Como Y é completo,
pomos entdo g(35) = lim;_. 1~ g(s;). O fato de que a s; tomada ser arbitraria,
implica que esse limite é o mesmo para qualquer tal sequéncia de Cauchy
(caso fosse diferente para duas quaisquer dessas sequéncias, poderiamos com-
binar as duas em uma terceira, que seria também de Cauchy- logo todas tém
o mesmo limite). Para vermos que g é continua, s6 resta tomar 5; € S, com
5; — 5. Dai, dado € > 0, basta tomar uma sequéncia auxiliar z; € S, com
d(5;,2;) < 1/j e d(g(5;),9(z;)) < €/2, temos que z; — 5 e portanto que
existe jo € N tal que d(g(z;),3(3)) < €/2, Vj > jo. Portanto,

d(g(5;), 9(5)) < d(g(5;), 9(25)) + d(9(2;),9(5)) < €/2+€/2 < €,Yj = jo.

m
Uma importantissima propriedade dos espacos métricos completos é dada
pelo teorema de Baire:

Teorema 1.4.47. (Baire). Seja (X,d) um espago métrico completo. Dada
qualquer familia enumerdvel F = {Fy,..., F,,...} de subconjuntos fechados
de X com interior vazio sua unido S := U2, F, possui interior vazio.

Prova: Suponha por absurdo que S nao possua interior vazio. Entao, ex-
iste uma bola aberta (nao vazia) B(z,r) = B C S. Nao ha perda (trocando-
se B por B(z,7/2), se necessério) em supor que o fecho B C S e assim o
fazemos. Construiremos entao uma sequéncia de Cauchy de B cujo limite néo
poderé estar em nenhum dos fechados de F. De fato, como F; tem interior
nao vazio, existe algum ponto B > z; ¢ F;. Como F; é fechado, seu com-
plementar é aberto e portanto, existe uma bola By C BN FY. Sem perda,
podemos supor que a bola B; tem raio menor que r e que B, C BN FY.
Agora, suponha que ja temos construido bolas B; D --- D B, de centros
T1,..., T, tal que B, NF; =0,¥1 < j < neosraio de B, menor que
r/n. Construamos B,;; C B, tal que BN F; =0,V1 <j<n+1,
com raio de B, .1 menor que r/(n + 1). De fato, como F,; é fechado de
interior vazio, existe uma bola B, C B, N F; ;. Sem perda, tomamos tal
bola com raio menor que r/(n + 1) e com fecho B, 11 C B, N F¢ ;. Como
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por hipdtese de indugao cada B;,1 < j < n nao intersecta [}, segue-se que
B,11NF;, V1 < j<n+ 1. Mostremos que a sequéncia (z,) dos centros das
bolas B, construidas é de Cauchy. De fato, dado € > 0, tomando ng tal que

2r/ng < €, temos que
Ty € By, Vn > ng = d(x,, ty) < €,Ym,n > ny.

Como o espago é completo, existe ro = lim z,,. Ademais, como fixado 7 € N,
T, € Bj,Vn > j, temos que

z9 € Bj,Vj e N= ¢ F;,Vj e N= 1y §=UZ B;,

o que ¢ absurdo, pois S D B D B;.
O
Uma subclasse relevante de aplicacoes Lipschitz é constituida pelas con-
tracoes:

Definigao 1.4.48. (Contragao). Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicacao
F . X — X é dita ser uma contracao se existe 0 < XA < 1 tal que

d(F(z), F(y)) < A-d(z,y),Vr,y € X.

O préximo resultado corresponde a principal ferramenta para construir
objetos em dimensao infinita, onde, ao contrario do que ocorre no R", argu-
mentos de compacidade sao quase sempre inviaveis.

Teorema 1.4.49. (Ponto fixo para contragoes). Sejam (X,d) um espago
métrico completo e F' : X — X wuma contracao. Entao existe um unico
ponto fizo p por F, ou seja, existe um tnico ponto p € X tal que F(p) = p.
Ademais, tal ponto fixo p € um atrator de F, isto €, fixado qualquer x € X,
F™(x) — p quando n — +oo. (F™(x) € definido indutivamente por F™(x) :=

F(F™()).)

Prova:
Sejam =z € X e z,, = F"(z),n € N. Provaremos que x,, ¢ uma sequéncia
de Cauchy. Para tal, primeiro mostremos por inducao que existe 0 < A\ < 1
tal que
d(pi1, ) < A" - d(x1,20),Yn € N.
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De fato, como F' é contracao, temos que existe A < 1 tal que:
d(xn+17 mn) = d(F<xn)7 F(xnfl)) <A d(ajxnv :Enfl)?

o que ja implica a férmula de indugao para n = 1 (o caso n = 0 é trivial.
Supondo a férmula valida para um certo n € N, para n + 1, da ultima
desigualdade, temos:

d(@nso, Tni1) S A d(@par, ) < N Nd(x1,20) = AT - d(2, 20),
hip. inducdo

o que prova a inducao desejada.
Dados m > n, temos portanto:

A?"L
(T, ) < (N A™)-d(21, 20) Z Aj)-d(z1, o) =71= /\d(F(IO), o),

0 que prova que x, € uma sequéncia de Cauchy, e como X é completo, tal
sequéncia converge, digamos, para p € X. Afirmamos que p é ponto fixo de
F'. Realmente,
F(p)=F( lim z,)= lim F(z,) = lim z,. =p.
n—-+0o00 n—-—+00 n—-—+00

Notamos que a segunda igualdade acima se da porque toda contracao é
continua, e a ultima desigualdade se da porque em uma sequéncia conver-
gente toda subsequéncia converge para o mesmo limite.

E facil ver que p é o unico ponto fixo de F. De fato, se p,qg € X sao
pontos fixos de F', temos:

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < X-d(p,q) =
(1—=X)-d(p,q) <0=d(p,q) =0 p=gq,

findando a prova do teorema.
m
O préximo exemplo nos mostra que muitas vezes uma aplicagao nao é
uma contragao, mas algum iterado seu o é.

Exemplo 1.4.50. Considere o plano R? dotado com a distancia duyax (7, v), (w, 2)) =
max{ |z — w|, |y — 2|} introduzida no exemplo 1.4.32. Seja f : R* — R? dada

por flony) = (1(/)4 110/040) _ (z:)
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Como f é uma aplicagao linear, f(0,0) = (0,0). Temos que
dmax(f(0,1), £(0,0)) = max{[1000], [1/4]} = 1000 > dinax((0, 1), (0,0)) = 1;

portanto, f nao é contragao. Contudo, é facil provar por indugao que dado
n € N o iterado f™ é dado pela féormula:

n (1/4)" n-(1/4)"L. 1000) (:c)
T,y) = " . .
f ( y) ( 0 (1/4> y
Claramente, todas as entradas da matriz na formula de f™ vao a zero. Pelas

estimativas para a constante de Lipschitz feitas no préprio exemplo 1.4.32,
obtemos que f" é uma contracao, se n for suficientemente grande.

As proximas observacoes implicam que a tese do teorema do ponto fixo
continua valendo sem modificacoes se um iterado de f, e nao necessariamente
f, for uma contragao.

Observacao 1.4.51. Assinalamos que se p é o tinico ponto fixo de um iterado
F™ m > 1 de uma aplicacao F': X — X qualquer, entao p é o tinico ponto
fixo de F'. De fato:

F™(p)=p= F"(F(p)) = F(F"(p)) = F(p),

ou seja, se p e F(p) sao pontos fixos de F™(p), logo F(p) = p. Isso é muito
util, pois nem sempre F' é uma contragao, mas muitas vezes um seu iterado é.
Assim, a existéncia e unicidade preconizadas no teorema do ponto fixo para
contragoes continuam validas para F' mesmo que apenas um iterado positivo
de F' seja contragao.

Observacao 1.4.52. No caso em que F' : X — X nao é contragao, mas
existe s € N tal que o iterado F* é A—contragao, ainda é verdade que o
ponto fixo p de F' pode ser obtido como p = lim,, o, F"(x), onde xy é um
ponto qualquer de X. De fato, aplicando a prova do teorema do Ponto Fixo
a F®, temos que para naturais m > k e x € X vale

A(FH ), (P (@) < (o, P (),
Fazendo m — oo, obtemos que
A(F ), p) < —d(z, F*(2)
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Dado n € N, aplicando o algoritmo de Euclides, temos que podemos escrevée-
locomon=s-k+r, com0<r <s. Desse modo,

d(F" (o), p) = d(F*™" (x0),p) = d((F*)" (F"(20)), p) <
/\k
1—A

Ak J S i
T jmax {d(F(wo), F*(F7(20)))} <

Am J s/ 1)
T jtmax {d(F (o), *(F (o))}

que claramente vai a zero quando n — +0o0.

d(F"(z0), F*(F"(20))) <

No proximo exemplo, vemos que uma aplicagao pode mesmo nao ser
continua e um iterado seu ser uma contracao. Nesse caso, continua ainda
valendo a tese do teorema do Ponto Fixo para Contracoes.

Exemplo 1.4.53. Seja f : R — R dada por:

Fa) = {1/2, sex e R\Q

- 0,caso x € Q.
Esta claro que f é descontinua em todos os pontos, mas fo f = 0, que é

obviamente uma contragao.

1.4.1 Espacos métricos produtos

Sejam (X, dy), (Y,dy) espagos métricos. Em Z := X x Y podemos definir
as seguintes métricas

L. dimaz((z1,01), (T2, y2)) = max{dx (x1, 22),dy (y1,%2)) },Vr1,22 € X e Vy1,92 €
Y.

2. dsoma((xlayl)a (332,y2)> = dX($1,iU2)+dY(y17y2))>vc’1317332 € XeVy,y €
Y.

3. deuctia((1,91), (2, 92)) := \/dﬁ%(zl,mz) +d2y(?/1,y2)),vxl,$2 € XeVy,y €

Y.
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Y|
S A,
- (b,b)
b =,
Al 1@a .
Al | cx
C I I
a b C X

Esquemaem R2 do produto cartesiano de dois conexos (dareta, nafigura).
N,
Em destaque, negritados, C,C ,eS U S,

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar as propriedades de métrica das
aplicagoes acima e também o fato de que as trés sao Lipschitz-equivalentes.

Definigao 1.4.54. (Espago métrico produto). Sejam (X, dx) e (Y, dy ) espagos
métricos. Denominamos o espaco métrico produto entre X e Y ao espago
métrico (Z,d), onde Z = X xY e d é qualquer uma das métricas d,az, dsoma
oU deyctiqg definidas mais acima.

Proposicao 1.4.55. Sejam C' C X e C C Y subconjuntos conexos dos
espagos métricos (X,dx) e (Y,dy). Entao C' x C € conexo no espago produto
Z=XXxY.

Prova: Sejam a = (a,a) € C' x Ce = (bb)eC xC. Criaremos um
conexo contido em C' x C' e contendo « e (3. Ele sera uniao de:

Se:=Cx{a}eSs:=bxC.

Notamos que S, é homeomorfo a C, pois a aplicacao h, : C' — S, dada por
x — (z,a) de fato é uma isometria sobrejetiva (em particular, é Lipschitz
com inversa Lipschitz). Por razoes inteiramente andlogas, Sg é homeomorfo

a C. Em particular, S, e Sp sao conexas. Ademais, S, e S possuem um
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ponto em comum: (b,a) € S, N Sz. Logo, S, U Sz é conexo contendo «
e . Em particular, por definicao de componente conexa, a € S, U Sy C
(C'x (), onde (C x C) é a componente conexa de C' x C' contendo «.. Mas
BeS,USsC (CxC)s, o0 queimplica que (C' x ()y = (C x C)g, pois duas
componentes conexas ou sao disjuntas ou sdo a mesma.

[

Proposicao 1.4.56. Sejam K C X, Kcy subconjuntos dos espacos
métricos X e Y. Entao K x K ¢é compacto no espago produto X XY se
e so se K e K sao compactos.

Prova: (=) Se K x K é compacto observamos que as projegoes naturais

7 KxK— K, #: K xK — K dadas respectivamente por m(x,y) =z e
7(x,y) = y s@o continuas (de fato sdo Lipschitz) e portanto suas correspon-
dentes imagens, K e K, sdo compactas.

(<) Seja (z;) : N = K x K uma sequéncia qualquer. Mostraremos que
(z,) admite alguma subsequéncia convergente em K X K, o que implicara
que K x K é espaco métrico sequencialmente compacto, e por conseguinte,
compacto.

Como K é métrico compacto, é sequencialmente compacto. Em par-
ticular, escrevendo z; = (z;,y;), temos que (x;) admite uma subsequéncia
convergente (x;,), jr € Ny C N, com z;, — = € K. Pelas mesmas razoes K¢
sequencialmente compacto e (J) := (y;,.), jr € N, admite uma subsequéncia
convergente g, — y € K. Afirmamos que a subsequéncia (z,) de (2;) dada
por zy, = (xjkl , yjkl) converge para (x,y). Para ver isso, tomemos sem perda
a métrica da soma no espaco produto X x Y . Dado € > 0 existe [y tal que
dx (zj,,,v) < € e dy(y;,,y) < €/2, VI > lp. Portanto

d(<xjkl7yjkl)? (:v,y)) = dX(xjkl’x) + dY(yjkl’y) <6Vl > lp.

1.5 Exercicios

1. Seja Z um espago métrico. Se Z é enumeravel e possui mais de um
elemento, entao Z nao é conexo.

2. Seja X um espago topoldgico conexo e ¥ um espago métrico. Se uma
aplicacao continua f : X — Y possui imagem enumeravel entao f é
constante.
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3. Seja X um espago métrico. Mostre que C' C X é desconexo se e s6 se
existem abertos A, B C X tais que AUB D C, AN B = () e tanto
ANC como BN C sao diferentes de vazio. Ou seja, mostre que em
espacos métricos, se temos uma cisao de C' por abertos de C' disjuntos

podemos sempre obter uma cisao de C' por abertos de X disjuntos em
X.

4. Seja X um espago métrico. Mostre diretamente (sem usar o teorema
1.4.13 da pagina 26, ou as implicagoes nele provadas, mesmo que usando
das idéias nele presentes) que X possui a propriedade de Lindelof se, e
so se, X é separavel.

5. Seja X = N o conjunto dos naturais dotado da métrica usual, definida
por d(z,y) = |x — y|. Mostre que toda cobertura de X por abertos
admite um ntmero de Lebesgue, mas que X nao é compacto. Tal fato
demonstra que, em geral, a reciproca do teorema 1.4.25 da pagina 30
nao é valida.

6. Seja X um espaco métrico. X é dito totalmente limitado se dado € > 0,
existe uma cobertura finita de X por bolas de raio €. Mostre que X é
compacto se e s6 se X é completo e totalmente limitado.

7. Mostre que um espago métrico é compacto se e so se para toda funcao
f:X — (0,400), tem-se inf{f(z),z € X} > 0.

8. Seja K um espaco métrico compacto e sejam X e Y espacos métricos,
e seja ¢ € Y. Suponha que f : X x K — Y é uma funcao continua,
e que para cada x € X, exista um tnico w = w(z) € K tal que
f(x,w(x)) = c. Mostre que w é continua.

1.6 Espacos vetoriais normados

Definigao 1.6.1. (Norma). Seja E um espago vetorial. Uma norma em FE
¢ uma funcdo || - || : £ — [0,400) tal que:

1) [Jv]} = 0 & v = 0;

2) [[Av|l = [A[ - [lv]l; VA € R, Vv € E.

3) |lv+w| < ||v|| + [Jwl|; Vv, w € E (desigualdade triangular).

O par (E, | -||) é dito espago normado.
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A uma norma || - || em um espago vetorial E sempre estd associada uma
métrica d : E X E — [0, +00) dada por

d(v,w) = ||[v —w||,Yv,w € E.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar as propriedades de métrica da aplicagao
acima.

Definigao 1.6.2. (Espaco de Banach). Um espaco vetorial normado cuja
métrica associada é completa é chamado de Espaco normado completo , ou
Espaco de Banach.

Observamos ainda que dotando F da métrica acima, a prépria norma e as
operagoes de produto por escalar (definido do espago métrico produto R x E
para E) e de soma de vetores (definida do espago métrico produto E x F para
FE) sao automaticamente continuas. Este é o teor da préxima proposicao:

Proposicao 1.6.3. Seja E um espaco vetorial normado. A aplica¢do norma
| -]l : E — [0,400) € lipschitziana ( e portanto continua). Também sdo
continuas as aplicagoes p: Rx E — F es: E X E — E dadas por

p(c,v) :==c-v,Ye € R,Yv € E (produto por escalar)

s(v,w) =v+w,Yv,w € E (soma vetorial).
Prova: Temos que
[0l = [lv = w+w|| < [lo = w|| + [Jw]| = [[o]| = Jw] < flv—w]|.
Trocando os papéis de v e w, concluimos que
vl = llwll] < llv = wll,

ou seja, a norma ¢ lipschitziana com constante de Lipschitz igual a 1.
Agora, dados (c,v), (¢,0) € R x E, temos:

ple.v) = p(&,0)| < fle-v— -0l < fle-v—é-of +]|é-v—é- 8] =

e = ¢fl[oll + [éfllo — 2|,
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Dado ¢ > 0, se (¢,v) = (0,0), a expressao acima é menor que epsilon.
Supondo que (¢,v) # (0,0), tomando
€

_AA f— _A _/\ <—
I(e:v) = (@0l = max{le =& o~ 2ll} < e

tal implica que
1p(c,0) — p(é, )] < max{[o]], ]} - max{le — &, o — 8]} < e.
Finalmente, dados (v, w), (0,w) € E X E, temos
(o, w) — 55, 8)]| = [[o +w — (5 + @) | < llo — o + [ — ]

< 2-max{|lv — o, [lw — @[]} =2 [[(v,w) = (3, )],

ou seja, a soma vetorial é lipschitziana e logo continua.

]

Exemplo 1.6.4. (A reta R.) Considere a reta R. A prépria fungdo médulo
| -] : R — [0,400), dada por |z| := V22 é claramente uma norma em
R. Ademais, é fato bem conhecido que, devido ao teorema de Bolzano-
Weierstrass, a reta é completa. Para provar isso, basta seguir o seguinte
esquema:

1. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia limitada de reais
possui uma subsequéncia convergente a um numero real.

2. E fato geral (de qualquer espago métrico) que toda sequéncia de Cauchy
¢é limitada.

3. Também é fato geral que se uma sequéncia de Cauchy possui uma
subsequéncia convergente, entao a prépria sequéncia converge.

4. Dada uma sequéncia de Cauchy (x,) de reais arbitréria, os itens 1 e 2
acima garantem que ela admite subsequéncia convergente a um certo
elemento y € R, e consequentemente, o item 3 nos da que z, — .

Exemplo 1.6.5. Seja J, := {1,2,...,n} C N e considere o espago vetorial
de fungoes E := {v;v : J, — R}, dotado da aplica¢do | - ||max : £ — R dada
por

10llmax == max{v(1), ..., v(n)} = max{jv;]},
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onde v; := v(j),j = {1,...,n}. E bem facil ver que || - ||max ¢ uma norma em
E. Note que E é (isomorfo a) o famoso espago R" = R x --- x R, dotado da
—_——

n vezes

norma do maximo.

Exemplo 1.6.6. Considere agora o espaco vetorial de fungoes
[ :={v;v: N — R, v é limitada.},
dotado da aplicagao || - [|sup : £ — R dada por

[V]lsup == SUP{|Uj|};
JEN

onde v; = v(j),j € N. Mais adiante veremos que || - ||max ¢ uma norma
em F.[*° é o espago das sequéncias limitadas, e a norma em questao é
conhecida como a norma do sup. Note que o subespago das sequéncias
{(v1,...,0,,0,...)} C [ é isomorfo ao espaco R™ dotado da norma do
maximo, introduzido no exemplo anterior.

Os ultimos exemplos encontram a seguinte generalizacao:

Exemplo 1.6.7. Seja X um conjunto qualquer, e £ um espago de Banach,
dotado com a uma dada norma || - || (Como sabemos, a reta R é um exemplo
muito particular de espa¢ade Banach). Considere agora o espago vetorial de
aplicagoes

F*(X;E) :={v;v: X — E,v é limitada.}.

Dai, a aplicacao || - || : £<(X) — R dada por
[0]oc := sup{{lv ()|}
zeX

é uma norma. Tal fato serd mostrado na préxima proposicao.

Proposicao 1.6.8. Seja X um conjunto qualquer, e E um espaco de Banach.
Entao o espago F*(X;E) = {v;v: X — E,v € limitada.}, dotado com a
norma || - || definida no ltimo exemplo é, ele mesmo, um espago vetorial
normado completo, ouespaco de Banach.

Prova:

E claro que a aplicacdo f = 0 é limitada e logo pertence a F>*(X;E) e
que combinacoes lineares arbitrarias de aplicacoes limitadas sao aplicacoes
limitadas. Portanto, F*°(X; E) é um espago vetorial.
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| - [Joc € norma:
i) E imediato que || f||« =0« f =0.
ii) Dado um escalar A | temos que ||A- f|l = sup{||\- f(z)|,z € X} =

Al - sup{[f ()], x € X} = Al - || flloo-
iii) Note que para x € X, vale que

1F (@) + g(@)l| < 1 @)+ llg@)| < | Fllee + llgllc =
sup{|f(z) + g(z),x € X} = [f + gllo < [flloc + llgloc-

Verifiquemos agora que || - ||~ ¢ completa:

Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em F*(X; FE). Dado € > 0, Ing € N
tal que || fn — finllo < €Vn,m > ng . Dali, pra todos m,n > ng temos que
para cada x € X vale ||fo(z) — fi(2)]] < ||fin — fulle < €. Usando que o
espago FE é completo, o acima nos diz que (f,(z)) é de Cauchy e portanto
converge para um vetor f(z) € E. Concluimos que f,, converge pontualmente
(em cada ponto x € X) para uma aplicacao f : X\X' — FE, a qual é limitada.
De fato, se M > 0 é tal que || f,,(2)| < M,Vx € X, temos que para cada
r € X vale:

1 (2) = Fro ()| < € = [l @) < o @[+ 11 () = g ()| < M +€,V2 € X,

ou seja, M + e é uma cota para || f(z)||, e entao f pertence a F'*(X; E). S6
resta ver que f, converge a f na norma || - ||». De fato, dado € > 0, vimos
que existe ng tal que Vn,m > ng, Vo € X vale

[fn(@) = fn(2)]| < e S [1F(2) = fm(@)]] <€,
o que implica que ||f — fillo < €,YVm > ng e por conseguinte, que f,, — f
na norma || - ||eo-
[
Quando X é um espago topolégico, o espago F'(X, E) admite um impor-
tante subespaco de Banach, o espago

CUX;E):={f:X — E, f é continua e limitada.}.
Este é o teor da préxima proposicao.

Proposicao 1.6.9. Seja X um espaco topoldgico e E um espaco de Banach.
Entdo o conjunto das aplicagoes continuas e limitadas CP(X; E), dotado com
a norma || + ||, € um subespago fechado de F(X;E). Como F(X;E) € um
espaco de Banach, em particular CY(X; E) também o é.
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Prova:
O
Interessante notar que as outras normas do R™ nos inspiram a definir
outros espacos de dimensao infinita que as generalizam:

Exemplo 1.6.10. Seja J,, :={1,2,...,n} C N e considere o espago vetorial
de fungoes E := {v;v : J, — R}, dotado da aplicagao || - ||soma : £ — R dada
por

[0][soma := [v(1)] + -+ v(n)| = Z |vsl,

J€EJIn

onde v; := v(j),7 = {1,...,n}. E bem facil ver que || - ||some ¢ uma norma
em F. Note que £ (1somorf0 a) o famoso espago R" = R x --- x R, dotado
—_———

n vezes

da norma da soma.

Exemplo 1.6.11. Considere agora o espago vetorial de sequéncias (fungoes
de N em R) dado por

L= {U;UZN—>R,Z|U]" < o0},

J=1

dotado da aplicagao || - [|; : E — R dada por

loll = fuyl,

JEN

onde v; = v(j),j € N. Mais adiante veremos que || - [|max ¢ uma norma
em F.[*° é o espaco das sequéncias limitadas, e a norma em questao é
conhecida como a norma do sup. Note que o subespaco das sequéncias
{(v1,...,0,,0,...)} C [ é isomorfo ao espaco R™ dotado da norma da
soma, introduzido no exemplo anterior.

Definigao 1.6.12. (Aplicacdo linear limitada). Sejam E, E espacos vetoriais
normados e seja L : E — E uma aplicacdo linear. L é limitada se I¢ > 0
tal que ||L(x)|| < ¢ ||z|,Yx € E. Em outras palavras, uma aplicagdo linear
limitada é uma aplicagao linear que é Lipschitz.

Proposicao 1.6.13. Sejam E, E espagos vetoriais normados. As sequintes
assertivas sao equivalentes no que tange uma aplicacdao linear L : E — E:
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1. L € continua;
2. L € continua em algum ponto xy € E;
3. L é continua em 0 € E;

4. Eziste um nidmero real ¢ > 0 tal que ||L(z)|| < ¢,V € E com ||z| = 1.

5. L € aplicagao Lipschitz, ou seja, existe um numero real ¢ > 0 tal que
[L(z) = L)l < ¢ lz —yll, Vo, y € E.

Prova:

As implicagoes 5 = 1 = 2 sao claras. Resta-nos mostrar portanto 2 = 3
=4 = 5.

(2 = 3) Seja € > 0 dado. Como L é continua em zy, existe § > 0 tal que

|z — zo|| < 0 = ||L(z) — L(xo)|| < e.
Dado qualquer y € E tal que |ly — 0[] = [[y|| < 4, podemos escrever:
lyll <6 < [[(y + 20) — xol| <0 = [|L(y + x0) — L(wo)[| <€

I1L(y) = L(zo = wo)|| = [[L(y) = L(O)]] <,

ou seja, L é continua em 0 € F.
(3 = 4) Provemos essa sentenga por absurdo. Suponha que para cada
Jj €N, exista x; € E com ||z;]| =1 tal que

[ L(z;)]l = j,Vj € N.

Considere a sequéncia y; = (1/7) - ;. Como

1 1 .
I3l = 5 - llsll = = = 0, quando j =0,

da continuidade de L em 0 € E temos que L(y;) — L(0) = 0 € E. Contudo,
da linearidade de L e das propriedades de norma segue-se

1 :
LGl = 5 - 1Bl 2 5 -5 =1,

o que implica que L(y;) /4 0, absurdo.
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(4 = 5) Sejam z,y € E. Se x =y, L(z) — L(y) = 0 e a desigualdade é
6bvia, para qualquer ¢ > 0. Assim, vamos supor x # y. Dai,

oL@ -l @)
I20) — 2l = Ly — o 2B
Come @y, le—yl
r—yl
o=l = o=yl =&

a assertiva 4 implica que

(z —y)

|1 L(z) = L(y)l| = IIL(WII lz =yl <c-llz =yl
ou seja, L é Lipschitz.
O

Proposicao 1.6.14. (Espaco L(E, E)/Norma do operador). Sejam E e E
dois espacgos vetoriais normados. Entao

L(E,E):={T:E — E;T ¢ operador linear limitado }

¢ um espaco vetorial. Ademais a aplicacio || - || - L(E, E) — [0,400) dada
por
1T} = sup{|IT- ]|z - & € E, ||z]le = 1}

define uma norma (chamada de norma do operador) em L(E, E).

Prova: Sejab e Rumescalare T, : E — E, Ty : E — E dois operadores
lineares. Entdo claramente T := T} 4+ b - Ty é um operador linear de E em E.
Além disso T é limitado, pois se ¢; e cp s@o as constantes de Lipschitz (vide
proposigao 1.6.13 acima) respectivamente de 77 e Ty, temos

IT(x) = Tl < IT1(x) = Ty(y)ll g + (bl T2(x) = Ta(y)l 5 <
allz —ylle + [blellz — ylle, Yo,y € E,
o que implica que T é Lipschitz com constante ¢ := ¢; + [b|ep, e portanto
limitado. Tal implica que L(FE, F) é um espago vetorial.
S6 resta vermos que a aplicacdo ||-|| do enunciado é mesmo uma norma em
L(E, E). A proposigao 1.6.13 nos garante que tal aplicagao esta bem definida
em L(E,), com imagem em [0,4+00). Se T" = 0, claramente ||T'|| = 0. Por
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outro lado, ||T’|| = 0 implica que T'-x = 0,Vz € E com ||z||g = 1. Sev € E,

entao
)

o]l

donde concluimos que T' = 0.
Dado um escalar b € R, temos que

1T ollz =T Iz - lolle < 170 - llolle =0,

16T|| = sup{[[bT"- =]z : © € B, [lzllp = 1} =
sup{[b|||T"- x|z : « € E, [|z||p = 1} = [b][|T]].
Finalmente, dados T, T, € L(E, E), a desigualdade triangular vem de
[Ty + ol = sup{ (11 + T2) - z[|g : w € B, [|z]|lp = 1} <
(pela desigualdade triangular em E)
sup{[[Ty - zl|g + [[T2 - z]| : v € B, [Jzflp = 1} <

sup{[|Th-2) g - v € B, [zl = 1 +sup{|[To-yllz - y € E, [lylle = 1} = [T+ T2]].
[l

Proposicao 1.6.15. Sejam E ¢ E dois espagos vetoriais normados, sendo E
de Banach. Entao o espago vetorial L(E, E), dotado da norma do operador,
¢ um espaco de Banach.

Prova: Seja T, € E(E,E) uma sequencia de Cauchy. Em particular,
como [[(T,, — Tp)(v)||g < T — Tl ||v]| £, concluimos que para cada v € E,
(T(v)) é uma sequéncia de Cauchy em E.

Portanto, definamos T : E — E por

T(v)= lim T,(v),Yv € E.

n—-—+o0o

Claramente 1T é linear:

Twv+w)= lim T,(c-v+w)= lim c-T,(v)+T"(w) =

n—-4oo n—-4oo

c- lim T,(v)+ lim T,(w)=c-T(v)+T(w),Vce R, Vv,w € E.

n—-+4oo n—-+4oo

Dai, é facil ver que T € L(F, E) De fato, seja € > 0, e tome ng € N tal que
T, — Tl <€, Vn,m > ng. Dai, dado v € E com ||v|| = 1, temos:

1Tl g < ITall < NTooll + T = Too Il < ([Tl + €, Y12 = mo.
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A continuidade da norma e a desigualdade acima implicam que || T'(v)||z; <
| To || + €, Vv € E, ||v||g = 1, donde

sup {[|T ()|l 5} < | T, || + € = T é limitado.
vl =1

S6 falta vermos que 7,, — T na norma do operador. Dado v € E tal que
|lv]] = 1, vimos acima que Vn,m > nyg, vale:

[T0(v) = Tn(v)ll g < T = Tl <€

Novamente, fazendo m — +o0, fixando n > ng, a continuidade da norma e
a tdltima inequagao implicam que Yv € E, com |[v||g = 1 vale que ||T,,(v) —
()| <.

Donde concluimos que Vn > ny,

sup{|[To(v) = T(W)llz} = ITn =T < e

lolle
[l

Definigao 1.6.16. (Normas equivalentes). Seja £ um espago vetorial e || -
Il1, ]]-|]2 duas normas definidas em E. Dizemos que ||-||; e ||||2 sdo equivalentes
se existem constantes ¢; > 0 e co > 0 tais que

1
P o]l < lvfli < eof|vll2, Vo € E.
1

Observagao 1.6.17. Duas normas || - ||; e || - |2 sdo normas equivalentes
em um espaco vetorial E se e s6 se suas respectivas métricas d; e dy sao
Lipschitz-equivalentes. De fato, sejam ¢; > 0, co > 0. Dali,

vl < cflv]le & di(v,0) < cada(v,0), Vv € £ =

dl(‘r - y70) S C2d2<m - yao)vvxhy € E g dl(‘ray> S C2d2(x7y)7vx7y € E.

a outra desigualdade, com ¢, provando-se com a mesma facilidade.

Corolario 1.6.18. Sejam (E, || - |1, (E,|| - |l2) espagos vetoriais normados.
Entao as respectivas métricas de E dadas por

di(z,y) = ||z —ylli; dao(z,y) = ||z = yl]2,Vz,y € £
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sao equivalentes se, e so se sao Lipschitz-equivalentes. Em particular, tal
ocorre se e so se existem constantes c; > 0 e co > 0 tais que

1
—lvllz = ol < exflvlls, Vo € E,
1

ou seja, se e s se as normas || - |1 e | - ||2 sdo equivalentes.

Prova: A reciproca é 6bvia, assim provemos que se as métricas acima
sao equivalentes, entao sao Lipschitz equivalentes.

Se as métricas d; e dy sdo equivalentes, entao a identidade I : (E,d;) —
(E,dy) é um homeomorfismo. Pela tltima proposigao, segue-se que tanto
I como 7' : (E,dy) — (E,d;) sdo lipschitzianas, logo existem constantes
c1 >0 e cy > 0 tais que

da(z,y) = do(I(), I(y)) < crdi(,y) e

di(z,y) = di(I7(2), I (y)) < cada(w,y), Y2,y € E;

o que significa que d; e dy sao Lipschitz-equivalentes. Pela observacao 1.6.17,
tal é equivalente as normas || - ||; e || - ||2 serem equivalentes.

]

Exemplo 1.6.19. Seja

?:={(r,) : N— R;Z |z, |* < o0}

n=0

[? possui uma norma natural || - || dada por

IGzn)ll2 =

E possivel provar que (12, || - ||2) ¢ um espaco de Banach.

Uma outra norma com a qual podemos dotar [> é a nossa conhecida
norma || - ||sup, dada por ||(z,)||sup = Suppen{lznl}. Claramente ||(z,)|lsup <
)llas ¥(zn) € 2

Para simplificarmos a notacao e evitarmos ambiguidades, dado um ele-
mento (z,) de [%, nés o denotaremos por x, e o escreveremos como uma lista
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enumeravel de reais como x = (x1,Zs,...). Definindo entdo a sequéncia de
elementos v, € [* dada por
vp = (1/k,...,1/k,0,0,...)
———

k entradas

¢ tal que ||v||sup — 0, mas ||vgll2 = @/2521 1/k?* — 400, quando k — +o0.
Isso mostra que as duas normas nao sao equivalentes. Podemos ainda mostrar
facilmente que ({2, || - ||sup) n@0 é completo. Para tanto, basta tomarmos a
sequéncia de Cauchy em [? dada por

w; = (},1/\/5,...,1/\/3,0,0,...).

j primeiras posigoes

Vé-se que w; converge uniformemente para w = (1, 1/V2,...,1/\/n,...), e
como Y 2 1/n = +00 segue-se que w ¢ [*.

Exemplo 1.6.20. Todas as normas de R sdo equivalentes. De fato, sao
multiplas positivas da fungao valor absoluto. Para ver isso, seja || - || uma
norma qualquer. Entao, dado = € R,

]l = fa] - 1],
0 que prova nossa afirmacao.
Teorema 1.6.21. Todas as normas de R¥ sdo equivalentes.

Prova: Mostraremos que todas as normas de R* sdo equivalentes a norma
da soma. Seja {ey,...,ex} a base canonica de R¥, seja || - ||s a norma da soma
e seja || - || uma norma qualquer. Dado v € R, podemos escrever de modo
nico v = > ., v; - e, com v; € R,Vj = 1... k. Aplicando a desigualdade
triangular, obtemos:

k k k
loll <> llog - esll =Y ol llesl < 3 fosl - maxleal], . llexll}.
j=1 j=1 j=1

Fazendo ¢, := max{||e1]|,- .-, |lex]|}, concluimos que

k

loll < e > losl = e - [lolls,

=1
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que é uma das desigualdades que queriamos provar. Note que essa desigual-
dade implica que || - || : R* — [0,+00) é uma aplicacao continua (de fato,
Lipschitz) do espaco vetorial normado (R, || - ||s) na reta. Ainda mais, a
esfera unitaria na norma da soma

Sf_l ={x € Rk |lz||s = 1}

é compacta na métrica produto de R¥ (e portanto, na norma da soma).
Isto é porque S¥71¢ um conjunto fechado (na métrica oriunda da norma da
soma) contido em um retangulo fechado e limitado de R*. Como vimos,
tais retangulos sao compactos, pois sao produtos cartesianos de intervalos
compactos da reta.

Assim sendo, como || - || é continua e S¥~! é compacta, existe y € S¥1
tal que ||y|| = ¢ =inf] - [|(S*¥7'). Temos que

ye S = ylls=1=y#0,

donde deduzimos que ¢ = |ly|| > 0, pois || - || é norma, s6 se anulando em
0 € R*.
Finalmente, dado 0 # v € R*, temos
v v
V|| = - lv = vlls = ¢ ||lv
[oll = 1] ol [ollsll = 1] ol - Nvlls = e flo]ls,
skt

provando a desigualdade restante.
O

Corolario 1.6.22. Seja E um espaco vetorial normado real de dimensao
finita k e seja E um espagco de Banach qualquer. Entao, toda aplicacao
linear A: E — E € continua.

Prova:

Seja || - ||z a norma de E. Tome (wy,ws,...wy) uma base de E e L :
R* — E o tnico isomorfismo linear tal que L(e;) = wj, Vj € {1,...,k} onde
(é1,...,ex) constitui a base canonica de R™. Entao podemos definir a norma
|- : R¥ — [0, +00) por:

[ollre = [[L(0)] 2,
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o que implica, de imediato, que L é uma isometria entre os espacos R* e F.
Em particular, L : R* — E e sua inversa L™! : £ — R* sao ambas continuas:

sup  {[|L(v)][g} =1

veR™, [Juf|gr =1

e
sup { L (w)llry }=1.
weE |w|g=1  S—m—~—
=[|LoL= Y (w)|| p=llw|le
Definindo T': R" — E por T := Ao L, temos:
1)l = 1T Z%ea Iz < Z [ [[[T(e5)ll 5 <
somax {17 (e;) 5} - Z gl = _amax {IIT(e;)la} - llvlls <
(pelo teorema || - ||s e || - [|[re s@o0 equivalentes, em particular existe ¢ > 0 tal
que [ - [ls < el - [lre)
. T
e+ s {IT(6) g} ol
ou seja, T é continua em R* dotada da norma || - ||[gx. Como A =T o L7}

tal implica que

sup  {[[Aw)llg} < I sup  {IZ7(w)lz} =171,

weE,|w|[p=1 weE, |w|p=1

implicando a continuidade de A.

1.7 Exercicios
1. Sejam X um espago métrico, a € X, E espaco de Banach e seja
Lip*(X) :={f : X — E; f é Lipschitz e f(a) = 0}.

Defina || f|| := Lip(f),Vf € Lip®(X). Verifique se || - | ¢ uma norma e
se (Lip®(X), || - ||) é de Banach.
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2. Seja L : R¥ — R™ uma aplicacao linear. Mostre que L é continua.

3. Seja E um espaco vetorial normado completo, ou espago de Banach.
Vimos que qualquer aplicacao linear L : R¥ — E ¢é continua. H4
necessidade de F ser completo? E se tivéssemos a aplicacao linear
L : E — R™, L seria automaticamente continua? Prove ou exiba
algum contra-exemplo.

4. Seja L : R¥ — R™ uma aplicacao injetiva. Mostre que existe ¢ > 0 tal
que | L(v)]] > ¢ ||v]], Vv € RE.

5. Sejam F, E espacos vetoriais normados, com L : E — E um isomor-
fismo linear (ou seja, uma aplicacao linear bijetiva), e suponha que L™!
seja continua (a continuidade de uma aplicagao linear nao é imediata
quando os espagos tém dimensao infinita). Mostre que existe ¢ > 0 tal
que [L(v)] = c-[Joll, %o € E.

6. Seja
E :={p:[a,b] — R, p é polinémio.}

Mostre que F, munido com [|p[| := sup;e(, 4 {1p(t)|} € um espago vetorial
normado (nao completo). Dado p € E de grau n, digamos p(t) =
ap + ait + - - -+ a,t”, com ag,...,a, € R, sua derivada é definida como
o polinémio de grau n — 1 dado por p/(t) = a; + 2ast + - - - + na,t" '
Mostre que a aplicagao derivada D : E — E dada por (D(p)) :=p’ é
linear e nao é continua.

7. No exercicio anterior, considere o subespaco
E, :={p:|a,b] — R,p é polindmio de grau < n}.

Mostre que E,, é um subespago de E de dimensao n+1, e que D(E,,) C
E,,. Conclua, usando o exercicio 2 que a restricao da derivada a FE,, é
continua. Calcule a matriz de D|g, .

8. Sejam FEi, Fy, E3 espagos vetoriais normados, com normas respectiva-

mente || - |1, || - ||2; || - ||3- Uma aplicagao ¢q : Ey x Ey — Ej3 é chamada
de bilinear (ou produto) se fixados quaisquer v; € Ej, vy € Ey as
aplicagoes:

Qo @ By — B3,y (w2) = q(v1,w2),Yws € Ey
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vt Bl = By g, (w1) = q(wi, v2), Yy € By
sao lineares. Mostre que as seguintes assertivas sao equivalentes para
uma aplicagao bilinear g : £ X Ey — FEj:
a) ¢ é continua;
b) g é continua em algum ponto (vy,vy) € Ey X Ey;
c) q é continua em (0,0) € Ey x Ey;

d) Existe um ntimero real ¢ > 0 tal que [|q(w1,ws)||s < ¢, V(wy,ws) €
Ey x Ey com |[(wy,ws)|| = 1.

(e) Existe um ntmero real ¢ > 0 tal que ||g(wy,ws)|]3 < ¢ [Jwi|; -
||w2||27v(w17w2) S El X EQ.

9. (Espagos de Fréchet). Seja E um espago vetorial. seminorma em E é
uma fungao || - || : E — [0, 400) tal que:

i[Av][ =[]l [[v]l; VA € R, Vv € E.
i v+ w| < ||v|| + [|w||; Vv, w € E (desigualdade triangular).

Note que se || - || ¢ uma seminorma, [|0|| = 0, mas podemos ter ||v|| =0
sem que v seja o vetor nulo.

Suponha que para um espaco vetorial E exista uma familia enumeravel
de seminormas {|| - [ : £ — [0,+00),k € N} tal que ||v||y = 0,Vk =
0 < v = 0. Tome (o) uma sequéncia de nimeros positivos tais que
Y ope i < +o00. Mostre que a aplicacao d : E x E — [0,+00) dada
por

v —wl[x
= ap————— Yo, w € K
Z L+ flv—wll’

é uma métrica em E e que dada uma sequéncia v, € E e um vetor
w € F, temos

d(vp, w) — 0 < ||v, — w|x — 0, para cada k € N.

Observagao 1.7.1. Se o espago vetorial F/, dotado da métrica acima,
for completo (como espago métrico), entao dizemos que E é um espago
de Fréchet. Note que um espaco de Banach é um caso particular de
espaco de Fréchet.
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10. Mostre que se E é um espago vetorial normado, com norma || - || e
colocamos || - || = || - |[x, Yk € Ned: E x E — [0,400) a métrica do
exercicio anterior, entao a métrica dada pela norma e a métrica d sao
equivalentes, mas nao Lipschitz-equivalentes.



Capitulo 2
Aplicacoes derivaveis

Neste capitulo, apresentamos o conceito de aplicagao derivavel, ou seja,
aplicagao localmente (em uma vizinhanga de cada ponto de seu dominio)
bem aproximada por uma aplicagao afim. Demonstramos resultados funda-
mentais em torno deste conceito, como a regra da Cadeia (acerca da com-
posta de aplicagoes derivdveis). Contudo, o nicleo central deste capitulo é
ocupado pela Desigualdade do Valor Médio. Dentre os intimeros resultados
consequentes daquela Desigualdade, estao o estabelecimento de condicoes
suficientes para a convergéncia uniforme de uma sequéncia de aplicacoes de-
rivaveis e mesmo um critério para a diferenciabilidade de aplicacoes tendo
como dominio um aberto de um espagco vetorial produto (como veremos na
secao intitulada “Derivadas Parciais”).

Definigao 2.0.2. (Aplicagao derivavel em xy/ Derivada em z(.) Sejam E e
E espacos vetoriais normados e seja U C E um aberto, com zy € U. Dizemos
que uma aplicacio f : U — E é derivdvel em xy se existe uma aplicacao linear
T e L(F; E) tal que para todo z = x¢ + h € U, podemos escrever

flzo +h) = flao) + T h+p(h) - |[2]| g, com lim p(h) = 0.

Nesse caso, T' é chamada de derivada de f em =z, também denotada por

f'(xo).

A derivada de uma aplicacao linear, se existir, é unica. De fato, se T} e
T, forem derivadas de f em zy, dado h € E, h # 0, temos:

Ty -h—=T3-h|z < ||f(xo+h)— f(xo) =T1-h| + | f(vo+h)— f(20) = T2-h| =

63
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lp1(h) + p2 (M)l & - [,

onde p1(h) — 0 e pa(h) — 0 quando ||h|| — 0. Trocando h por t-h,t > 0 na
expressao acima, obtemos:

1Ty - th =Ty - thl g < llpr(th) + p2(th)l| 5 - thl[ e <

[Ty - h =Ty - bl g < [lp2(th) + p2(th)]| - [|P]| 2

Fazendo t — 0, temos que ||th||r — 0, logo
0<|Ty-h =T hllg < llpr(th) + pa(th) ||z - 1Az = 0= T -h =Ty - h;
como h # 0 é arbitrario, segue-se que T} = Ts.

Proposigao 2.0.3. Sejam E,E espacos vetoriais normados e U C E um
aberto. Se f : U — E € uma aplicagao derivdvel em xq € U, entao f é
continua em U.

Prova: Seja T := f'(xy). Dado € > 0, seja § > 0 tal que
[T hllg =T -h—=T-0[z <e/2,Vh € E,||h]lp <6

e tal que
lo(h) - IRl < €/2,¥h € E, ||h||p <.

Por conseguinte, || f(zo+h)—f(z0)|| 5 < €, para todo h € E tal que ||h||z < 6,
implicando a continuidade de f em .

]

Definicdo 2.0.4. (Derivada de f). Se uma aplicacio f : U C E — E for
derivavel em todos os pontos de U, definimos a derivada f': U — L(E, E)
de f dada por z — f’(z), onde f'(x) é a derivada de f em x € U.

Observagao 2.0.5. (Derivadas de ordem superior). Na proposicao 1.6.13
da péagina 51, provamos que L(E, E) é um espaco vetorial normado, dotado
da norma do operador. Assim, caso a derivada [’ : U — E(E, E) de f esteja
definida, podemos perguntar sobre a derivada de f’, obtendo (ou nao) (f'),
chamada simplesmente de f”, ou derivada segunda de f. A mesma pergunta
feita para f’ podera ser feita para a derivada segunda, obtendo-se (ou nao)

a derivada terceira de f e assim sucessivamente.



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 65

Teorema 2.0.6. (Regra da Cadeia). Sejam f : U — V eg:V — E
aplicacoes definidas, respectivamente, nos abertos U C E eV C E, onde
E.E e E sdo espacos vetoriais normados. Se f € deriwvdvel emu € U e g €
derivdvel em v = f(u) € V', entao h = go f € derivivel em u € U, e sua
derivada neste ponto é:

h(u) = (go f)(u) =g (f(u)o f(u) =g'(f(w) f(u)
Prova: Escrevamos

Futh) = F(w)+ f'(u) -+ () B, com Tim p(k) = 0;

g(f(w) + k) = g(f(w)) + ¢'(f(w)) - k + o(K)[[k[], com limo(k) = 0.
Temos entao:
(go f)u+h)=g(fluth))=g(f(u)+ f(uw) h+ph)|h]) = g(f(u))+
g'(f(w) - (f'(w) - b+ p(R)|RI]) + o(f'(w) - b+ p(R) AL (w) - B+ p(R)| AN ]| =
gUWM+dUﬂm-f()h+g((D p(h) Al +

(
ﬂf@%h+pWNMMU%)|MH+MMHWWH

Portanto, para mostrarmos que g o f é diferenciavel em u, com (go f)'(u) =
g (f(u)) - f'(u), basta vermos que

h
[[All

quando h — 0. Mostremos que cada parcela acima tende a zero quando
h — 0:

g (f(w) - p(h) +o(f'(u) - h+ p(h) - [Rl]) - [ (u) - ==+ p(R)]| = O,

e Para a primeira parcela, temos que

1g'(f(w) - p(WI < [lg'(f )]l - lp(R)|| — 0, quando h — 0,
pois f é derivavel em u e logo p(h) — 0.

e Como p(h) — 0, quando h — 0, temos em particular que fixado €y > 0
existe 6 > 0 tal que ||p(h)|| < € para todo h com ||h|| < §. Dai,

de@%h+pM%HW%Wﬂw~ﬁﬁ+pMWHS
lo(f*(w) - b+ p(h) - [[BIDI - (1F" ()] + €o)-
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Ou seja, s6 nos resta provar que
o(f'(u) - h+ p(h)-||h]]) — 0 quando h — 0.
Chamando H = f'(u) - h 4+ p(h) - ||h||, temos que
1" (w) = ot p(h) = RIIE< 1L Il - AL+ (R ([2]F— 0,

quando h — 0, isto é, H — 0 quando h — 0. Como ¢ é derivavel em
f(u), tal implica que o(H) — 0, como queriamos mostrar.

]

2.1 Desigualdade do Valor Médio

Nesta subsecao enunciaremos e demonstraremos a desigualdade do valor
médio, e seus inumeros corolarios. Tal desigualdade vale mesmo em di-
mensao infinita conforme veremos mais adiante. No momento, para nos
familiarizarmos com o resultado, vejamos suas versoes eventualmente mais
fortes que vigem em dimensao finita:

Caso 1: f :[a,b] C R — R diferenciavel em (a,b) e continua em [a, b], com
a < b. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fa) = f'(c) - (b—a).
Prova: Defina a funcao auxiliar g : [a,b] — R dada por

g(x) = f(x) — W (x—a)— f(a).

Mostremos que a desigualdade vale para g no lugar de f. Claramente
g(a) = g(b) = 0, g ¢é diferencidvel em (a,b) e é continua em [a,b],
jad que f o é. Da continuidade de g no compacto [a,b] temos que g
atinge um maximo o = ¢g(x,) e um minimo w = ¢g(x,) em pontos
Ta, T, € [a,b]. Se tanto o maximo como o minimo forem iguais a zero,
entao g = 0 e logo ¢'(c) = 0, Vc € (a,b), a desigualdade estaria provada.
Assim, vamos supor que ou 0 maximo ou o minimo de g seja diferente
de zero. Sem perda, suponha que seja 0 maximo. Nesse caso, como
g(xo) # 0 = g(a) = g(b), temos que x, € (a,b). Afirmamos que no
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ponto de maximo (assim como no de minimo) a derivada se anula. Tal
fato vale mesmo para fungoes diferenciaveis com dominio em abertos
de R". Realmente:

oot h) —ge) _ b ()
AR

tomando h =t - ¢'(z,), com t > 0 e fazendo t suficientemente pequeno

r(h
para que | ”(h”)” < |l¢'(z4)]|/2, temos:

9(xa +h) — g(x)
il

— /(o) + T > 1 o,

donde concluimos que g(z, + h) > g(z), absurdo. Por conseguinte,
pondo ¢ = x,, a igualdade do Valor Médio vale para g. Mas entao vale

para f:
0=g(0) = /() - =2 & () (b= a) = ) — f(a),

]

Caso 2: f:U C R" — R, continua no segmento de reta compacto [a,b] C U
que une os pontos a e b, e diferencidvel no segmento (a,b) := {a +t -
(b—a);t € (0,1) C R} C R, com a # b. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(c) - (b—a)

Prova: Defina a fungao auxiliar ¢ : [0,1] — R por

p(t) = flat+t-(b—a)).

Pelo caso 1, existe tg € (0,1) tal que

¢'(to) = p(1)=p(0) = ¢'(to) & f(b)—f(a) = df(a+ - (b—a))-(b—a) =
f(b) = fla) = df(c) - (b—a)
[l

Note que a prova desse caso 2 vale sem modificagoes essenciais, para
f com dominio contido em um espacgo vetorial normado real qualquer
(possivelmente de dimensao infinita), no lugar de R”™.
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Caso 3: f : [a,b] C R — R™, continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b).
Nesse caso, nao vale a igualdade, mas a desigualdade:

1 (0) = fa)|| < sup{[lf'(c)l];c € (a;b)} - [b—al,

onde a norma tomada é, por exemplo, a norma do maximo, que coincide
com a norma do operador tomando a norma do maximo em R™.

Prova: Seja f :[a,b] C R — R™ dada por
f(@t):=(fi(t),..., fm(t)), onde f; : [a,b] = R,j=1...,m.
Entao, pelo caso 1, existem ¢y, ..., ¢, € (a,b) tais que
fi(b) = fi(a) = f]’-(cj) b—a)j=1,....,m=

115(0) = fi(a)l = 1fj(cy) - [b—al < [1f' ()]l - [b—al <
max {[|/"(cp)[} - [b—al,Vj € {l,....,m} =

1<k<m
1F ()= F(a)ll < max {||f'(cx)ll}-[b—al <sup{[f'(c)l;c € (a,0)}-]b~al.
0

Caso 4: f : U Cc R* — R™, continua no segmento de reta compacto
[a,b] C U que une os pontos a e b, e diferencidvel no segmento (a,b) :=
{a+t-(b—a);t€(0,1) C R} C R™, com a # b. Entao existe ¢ € (a, b)
tal que

1 (6) = fla)l| < sup{|lf'(c)l; c € (a,b)} - [[b—all

Prova: A exemplo do caso 2, defina a fungao auxiliar ¢ : [0,1] — R™
por

p(t) = fla+t-(b—a)).

Pelo caso 3, temos que

le(1) =) < sup {[|¢" (@)} = sup{[|f"(a+t:(b—a))-(b—a)[|,t € (0,1)} <

te(0,1)

(Usando propriedade da norma do operador)
sup{|| f'(a+t-(b—a))|[(b—a)||, £ € (0,1)} = sup{||f'(c), c € (a,0)}-[|(b—a)]l.

]
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O seguinte exemplo mostra que a igualdade do Valor Médio nao vale em
geral para aplicagoes com imagem em R™.

Exemplo 2.1.1. Seja f : [0,27] — R? dada por f(t) := (cos(t),sin(t)).
Temos que

f(2m) = f(0) = (1,0) = (1,0) = (0,0);

por outro lado,
F'(8) = (= sin(t), cos(t)) # (0,0), ¥ € [0, 2n],

o que implica que nao existe ¢ € [0, 27| tal que 0 = f(27) — f(0) seja igual a

f'(e) - (2m = 0).

Enunciaremos e provemos no contexto de espacos vetoriais normados reais
quaisquer o

Teorema 2.1.2. (Desigualdade do Valor Médio). Sejam A, E espagos ve-
toriais (sobre R ou C) normados, U C A um aberto e a,b € U tais que o
segmento que os une [a,b] == {a+1t-(b—a),t € [0,1] C R} estd contido
em U. Seja f: U — E uma aplicagao continua em [a,b] e diferencidvel em
(a,b) :={a+t-(b—a),t € (0,1) CR}. Entdo vale a desigualdade do valor
médio:

1£0) = F@)ll < sup [F(@)] - b —all

x€(a,b)

onde a norma da derivada em x € a do operador.

Prova: Sem perda, suponha que f’ seja limitada em (a, b), caso contrario
nada temos a provar. Seja ¢ : [0, 1] — E a aplicagdo dada por

p(t) = fla+t-(b—a));

se mostrarmos que |[p(1) —(0)[| < sup,eo1){ll¢' ()]}, o resultado se seguira.
De fato, nesse caso teriamos:

1F(0) = f(@)ll = lle(1) = (0)]| < sup {[l" (DI} =

te(0,1)
sup {|[f'(a+t-(b—a)) - (b—a)ll} < sup {||f ()] [Ib—al}
te(0,1) xz€(a,b)

Demonstremos portanto a desigualdade do Valor Médio para uma aplicagao
¢ :[0,1] — E, continua em [0, 1] e derivavel (e com derivada limitada) em



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 70

(0,1). Nossa estratégia serd a seguinte: tomaremos ¢ € (0, 1) e mostraremos
que
le(1) — (o)) < sup {[l&' )]} - (1 - c);

t€lc,1)

le(e) = @Ol < sup {{l&" (D]} - (¢ = 0).

te(0,c]

Das inequacgoes acima, obtemos:
lo(1) = L(O)]l < lle(1) = @)l + [lele) = @(0)]| <

sup {[|¢"(@)[} - (1 — ) + sup {[l¢" (DI} - (¢ —0) <

t€lc,1) te(0,c]
sup {[|¢" (O} - (1 +c—c—0)= sup {|l¢'(D)[}-
te(0,1) te(0,1)

Tomemos por conseguinte ¢ € (0,1) e fixemos M > sup,¢ o {¢'(r)}. Dado
t > 0, escrevamos

plc+1t) —p(c) = ¢'(c) -t +p(t) - [t].

Tomando § > 0 tal que [|p(t)|| < (M — supygo1){¢'(s)}) segue-se:

le(e+1) =)l < ' ()l - [t + Np@ - [t = (1" (O + lpl]) -t < M - ¢.
Vamos definir o seguinte conjunto:
S:={te0,1—cl;|lplc+s)—¢c)]] < M-s,Vs €0t}

Claramente S # 0, pois [0,0) C S. Além disso, set € S, entdo todo 0 <t <t
também pertence a S. Seja £ := sup S. Mostremos que t € S. De fato, seja
S 3 t; — t. Da contnuidade de ¢ em [0, 1] temos que

lo(e+tn) — @)l < M-ty ¥n €N = fp(c+1) — p(c)| < M - 1.

Ademais, se 0 < s < £, existe ng € N tal que S > tn, > s, 0 que implica
que ||o(c +s) — ¢(c)|| < M - s, donde se conclui que £ € S. Suponha por
absurdo que ¢ < 1 — ¢. Entéo, como ¢ é derivével em ¢+ ¢ =: ¢, concluimos,
a exemplo do que fizemos para uma vizinhanca de ¢ mais acima, que existe
5 >0 tal que )

lp(é+h) —@(E)]| < M -h, V0O < h <.
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Mas dai, dado s € [f, + 8) terfamos:

le(e +5) = @Ol < llple+5) = ple+ Dl + llplc+1) — @)l <

M-(s—t+t—c)=M-(s—c).

Como para s € [0,] a desigualdade acima é imediata, segue-se que [0, 40) C
S, o que é absurdo, j& que t = sup S.
Logo sup S = 1 — ¢, donde concluimos que

le(1) =@l < M- (1 = c).

Como a desigualdade acima vale para qualquer M > sup,.c1){'(7)}, segue-
se que também vale para sup,¢1){#'(r)}. A desigualdade em (0, ] ¢ igual-
mente facil de provar.

O

Corolario 2.1.3. Sejam A, E espagos vetoriais (sobre R ou C) normados e
U C A um aberto conexo. Seja f : U — E uma aplicacao diferencidvel tal
que f'(x) = 0,Vx € U. Entdao f € constante em U.

Prova: Seja xy € U. Mostremos que C' := {z € U; f(z) = f(x0)} 2 w0
¢ aberto e fechado em U. De fato, C' é fechado porque C' = f~'{f(z0)}, e
obviamente {f(z¢)} é fechado em E, como qualquer conjunto compacto em
um espaco Hausdorff. f sendo diferencidavel é continua, logo pré-magem por
f de qualquer fechado de E é fechada em U. Falta apenas mostrar que C' é
aberto. Seja u € C. Como U ¢ aberto, 3r, > 0 tal que B(u,r,) C U. Visto
que o espago A é vetorial normado (sobre R ou C), dados y, z € B(u,r,), 0
segmento [y, z] C B(u,r,). De fato, dado t € [0, 1]:

[t-y+(A=t)-z—ul <tlly—ull+ A=)z —ul| <t-ru+ 1 —1) 1y =7y
Logo, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, temos:

1 () = I < sup {I[f (@)1} - Mly = 2l = 0= f(y) = f(2).

z€[y,2]

Fazendo z = u, temos que f(y) = f(u) = f(x0),Yy € B(u,r,). Portanto
B(u,r,) C C. Como u € C é arbitrario, concluimos que C' é aberto. Como
C' também é fechado em U e C' # (), da conexidade de U segue-se que C' = U,
ou seja, f(z) é constante igual a f(z() em U.

]
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Corolario 2.1.4. Sejam A, E espacos vetoriais normados sobre R ou C.
Seja f : U — E uma aplicacdo no aberto U C A. Se o segmento de reta
fechado [u, u+ h] estd contido em U e se f € diferencidvel em todos os pontos
de (u,u+ h) e continua em [u,u + h], entdo para toda T € L(A, E) vale

If(wth) = fu) =T-hl| < Sup){llf’(u +th) =T} - Al

(0,1
Prova: Considere g := f —T. Entao
[f(u+h) = flu) =T-h|| = llglu+h) —glu)]| <
sup {|[g"(u + th)[[} - Al = sup {||f'(u+th) =T} - [|A].
te(0,1) t€(0,1)

]

Definigao 2.1.5. (Diferenciabilidade uniforme). Uma aplicagao diferenciavel
f:U C A — FE diz-se uniformemente diferencidvelem X C U se, dado e > 0
existe d > 0 tal que Vo € X, h com ||| <d e x+ h € U, temos

lrae ()l = 1f (z + h) = f(z) = f'(x) - kIl < € [|A]].

Corolério 2.1.6. Seja f : U C A — E de classe C' no aberto U de um
espago vetorial (real ou complexo) normado A. Entao dado um compacto
K C U, f é uniformemente diferencidvel em K.

Prova: Seja € > 0. Para cada y € K, tome uma bola B, = B(y,6,) C U

tal que
€ By = |If'(y) — f'(2)] <e/2.

Tal bola existe pela continuidade da f' , j4 que f € C'. Seja § > 0 o nimero
de Lebesgue no sentido forte (vide a definigdo antes do teorema 1.4.25, e
o préprio teorema) da cobertura Uyex B,. Isso significa que dado qualquer
ponto x € K, existe uma bola B, D B(z,0), y € K. Dado h € A tal que
|h]| <0 ex e K, com B(x,0) C By, temos entao:

1f (z+h)=f (@)= f()-hll < [If (z+h)=f (@)= (y)-hll+[(f (2)=F ()] <

(aplicando o corolério 2.1)

sup){llf’(x +th) = f'I} - 1R+ 11 @) = f@) - 2l < e [l =

te(0,1

1f(z+h) — f(z) — f/(z)- k|| < e- B, Yo € K, Yh € B(0,8) C A.
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Observagao 2.1.7. Suponha que f seja diferenciavel em U mas que f’ seja
continua (apenas) no ponto xy € U. Entao existe uma bola B(zg, 39) tal que
Va € B(xo,3d) temos

1" (z) = f(zo)l| < €/2.
Dai, do mesmo modo que na prova do tltimo corolario, para z € B(xo,0),
h € B(0,24), temos

1 (z4h)=f(2)=f'(2)-hll < 1f (z+h)=f(2)=f (2o)-hl+ [ (f'(2) = f'(z0))-hl| <
sup {[|f"(z +th) — f'(xo) I} - [IAll + 1f(2) = f'(zo) | - [Pl <€ |[R]

te(0,1)

Isso significa que se f’ é continua em xy, entdao dado € > 0 existe uma
vizinhanga B, := B(xo, ) tal que o resto r, : B(0,20) — E dado por

ro(h) = f(z+h) = f(z) = f'(z) -
¢ e—Lipschitz, para todo z € B,,.

O proximo corolario nos dda uma maneira de calcular a derivada em um
ponto g € U usando apenas de valores de f em pontos préximos de xg,
quando f’ é continua em x.

Corolario 2.1.8. Sejam A, E espagos vetoriais normados, U C A um aberto
e suponha f : U — E diferencidvel com derivada continua em xq € U. Sejam
Ty Yn € U tais que x, — xo € Yp — o € (T — Yn)/||Tn — ynl| — v quando
n — 4o00. Entao

f@n) = fyn)

ntoo |2 — gl

= (o) - v[| =0
Prova: Pelo corolario 2.1, temos:

1/ (2n) = fyn) = F'(@o) (@ —yn)l < sup {I1F'(2) = f'(zo) I} - 10 — wmll.

xe(xnzyn)

Da continuidade de f’ em x(, dado € > 0, existe § > 0 tal que

[z = zoll <6 = [[f'(z) = f'(wo)l| <€/3= x,y € Blxo,0) =

1 () = W < 11 (=) = f o)l + 1f (xo) = f' (W)l < ge
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Tomando ng tal que z,,y, € B(xg,d),Vn > ng, da convexidade das bolas em
espaco normado temos

1f (@)= f (yn) = f (o) (@ —ym) | < sup {|[f"(2)=f (o)1} n—ynll < §6||xn—yn||-

€(Tn,Yn)

Finalmente, tomando ny suficientemente grande de modo a que || f'(zo) -
({n=m) )| < €/3,Vn > ng obtemos que

[z —ynll

| f(@n) = fyn) Flao) ol < | f(@n) = fyn) = f'(20) - (20 — yn)

|+

(Tn — Yn)

s — f(x0) -] < e
“mn - ynH

1/ (o) -
0

Corolario 2.1.9. Seja zg € U C A e suponha f : U — E continua em U e
diferencidvel em U \ {xo}. Se existe o limite

lim f'(z) =T € L(A, E),

T—x0
entao f € diferencidvel em xzg e f'(xg) =T.
Prova: Pelo corolario 2.1 temos que

h) — —T-h
If (o + h) = £(0) I < sup 110+ th) — 7.
Tl (0.

Ora, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|h]| <& = ||f (zo+th) —T| <e Vt € (0,1),
pois existe lim, ., f'(x) = T. Assim,
|hl| <0 = sup ||f'(zo+th) —T| <e=
te(0,1)

1/ (zo + h) — f(xo) =T - Al
il

<e= fl(z) =T.
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Observagao 2.1.10. Sejam A, E espagos vetoriais normados (sobre R ou C)
e seja U C A um aberto. Dada uma aplicacao f : U — F, a desigualdade do
valor médio nos garante que se f é diferenciavel em U com derivada limitada,
entao f é localmente Lipschitz em U. Contudo nesse caso mesmo quando U é
limitado e A = R"”, f nao é, em geral, globalmente Lipschitz. Por outro lado,
se f for diferenciavel apenas em um compacto K C U, a desigualdade do
Valor Médio nao nos garante que f é localmente Lipschitz em K, a menos
que K seja convexo ou algo assim (por exemplo, se K possuir um ponto que
se liga por segmentos de reta contidos em K ao seus demais pontos. Nesse
caso diz-se que K ¢ estrelado).

A desigualdade do Valor Médio nos permitiu encontrar cotas para a cons-
tante de Lipschitz de uma aplicagao derivavel. Vamos agora procurar resul-
tados com a desigualdade com sentido oposto. Tais resultados serao partic-
ularmente teis para as demonstracoes do préximo capitulo.

Proposicao 2.1.11. Sejam A, E espagos vetoriais normados (sobre R ou
C), eU C A um aberto. Seja f : U — E é diferencidvel em x¢ € U. Suponha
que f'(xg) € L(A, E) € injetiva, com inversa d esquerda Mg : E— A também
sendo uma aplicagdo linear continua. Entao 30 > 0 tal que f(x) # f(zo),
Vo € B(xo,9).

Prova: Sejaxz € U, e h =x — xy. Entao:

£ ot 1)~ F@l _ o o) )
Tl = 17/ i+ a2 W o) gl = I

Afirmamos que existe ¢ > 0 tal que
1/ (o) - vl| = ¢+ o], Yo € A
De fato, pondo ¢! = || Mg| > 0, temos
[oll = | Mg - f'(x0) - vll < <™ - [ f (o) - v, Vo € A,

o que demonstra nossa afirmacao.
Tome entao § > 0 tal que

bl <8 = 1| < /2



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 76

Concluimos que

1/ (zo + h) — f(zo)|
il

Logo f(x) = f(zo+ h) # f(x0), Vh tal que ||h] < 0.

|h] <0 = >c—c/2>0.

]

Observacao 2.1.12. Em dimensao finita, a hipdtese de que a inversa a
esquerda de f’(x) seja continua é desnecesséria, ja que toda aplicagao linear
com dominio de dimensao finita é automaticamente continua.

Note que na tltima proposicao nao estamos dizendo que f|p(z,,5) ¢ in-
jetiva. Podem existir z1,z9 € B(x,0) tais que f(z1) = f(x2). Mesmo que
3f'(x) injetiva, YV € U, tal ndo garante a injetividade, nem mesmo local,
de f. Para garantir a injetividade local, em geral é necessario termos f de
classe C. Tal é consequéncia da prova da ultima proposicao e da observacao
2.1.7 e a estabelecemos como nosso préximo resultado:

Corolério 2.1.13. Sejam A, E espagos vetoriais normados (sobre R ou C),
e U C A um aberto. Seja f: U — E diferencidvel (em U) com f' continua
em xo € U. Suponha que f'(zq) € L(A, E) € injetiva, com inversa a esquerda
Mg : E — A também sendo uma aplicacdo linear continua. Entdao 30 > 0
tal que f|B,s) € injetiva.
Prova: Da prova da proposicao 2.1.11 temos que existe ¢ > 0 tal que
1/ (o) - vl = ¢+ |lv]l, Yo € A.

Da observagao 2.1.7, temos que para € = ¢/4 existe uma vizinhanca B, :=
B(zy,9) tal que ||f'(x) — f'(x0)]| < €,Vx € By, e o resto 1, : B(0,20) — E
dado por

ro(h) = fz+h) = f(z) = f'(z) - h

é e—Lipschitz, para todo z € B,,. Logo, dados z e w = z+h € B(x,d), vale

£@) ~ FO sy b (B)
LA RS
b ()

c—=If'(xo) = f'() —c/4 = ¢/2>0

donde concluimos que f(w) # f(z) e portanto f|p(,.s) ¢ injetiva.
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Y

2.2 Derivadas Parciais

Seja E = X @Y um espaco vetorial normado real que possa ser escrito
como soma direta de dois outros, X e Y. Com isso queremos dizer que E é
isomorfo (como espago vetorial normado real) ao espago produto X xY. Cada
elemento v € F é escrito de maneira tnica como v = (z,y),x € X,y € Y.
Também ao longo dessa secao U C FE designara um aberto e Z um outro
espago vetorial normado.

Definigao 2.2.1. (Derivadas parciais). Dada uma aplicagao (ndo necessari-
amente continua) f: U C (X ®Y) — Z, as derivadas parciais (se existirem)
de f em (a,b) € U fixado sao aplicagoes lineares tais que:

o fla,b): X — Z
Oof(a,0):Y = Z e

flat hb) = f(a,b) + 0, f(a.b) - bt ri(h), com limysy o B2 = 0;
f(a7 b+ k;) = f(a,7 b) + 82f(a, b) -k + T2(/€), com limysg 0 Tﬁ}i’ﬁ) =0.
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Observacao 2.2.2. Uma derivada parcial pode ser vista como uma familia
de derivadas totais. Por exemplo, fixado b € Y tal que exista (a,b) € U,
considere V;, := {z € X, (x,b) € U}. Entao para todo xz € V,, 0 f(z,b) =
gy(z), onde g, : V, C X — Z é dada por

go(x) == [f(2,b).

Isso é importante, pois significa que todos os teoremas de derivada total
(como a regra da cadeia, a desigualdade do valor médio e mesmo os que
demonstraremos nos préximos capitulos podem ser aplicados as derivadas
parciais de f via gp. Isso também implica a unicidade de 0, f(a, b).

Observagao 2.2.3. Suponha que f : U — Z seja diferenciavel. Entao

f(x,y) - (h k) =01 f(x,y) - h+ Oof (z,y) - k.

De fato,
fla+hy) = f(x) + f(z) - (h,0) +7(h,0);

pondo r1(h) = r(h,0), vemos que

f/(l.ay) ’ (h7 0) = 81f(x,y) : h;

similarmente vemos que

f(x,y) - (0,k) = 0o f(x,y) - k.

Teorema 2.2.4. Seja f : U C X &Y — Z uma aplicagao entre espagos
vetoriais normados reais (ou complexos). Entdo

feCt & existem e sdo continuas as aplicagcoes

Of:U—L(X,Z) 0af :U— LY. Z)
(a’ b) = alf(av b) (CL, b) = 82f(aa b) ‘

Prova: Suponha que 0;f e 05 f existem e sao continuas. Mostremos que
f é derivavel. Pela observacao 2.2.3 acima, queremos mostrar entao que

f(x,y) - (hk) =01 f(x,y) - h+ Oof (z,y) - k.
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Mas
|f(x+hy+k)— f(z,y) —Oif(x,y)-h—Oaf(x,y) k| =

1f (@+h, y+k) = f (2, y+k)+ f (@, y+k) = f(x,y) =01 f (2, y)-h—=02 f (x,y)-k|| <
Hf(:c—l—h,y+k)—f(a:,y+k)—81f(a:, y)hH—l-Hf(:E, y—i—k’)—f(:c,y)—@f(a:, y)kH <

(por corolario da desigualdade do Valor médio)

sup [|01f (x + th,y + k) — Ouf(z, )|l - [Al] + [lr2(R)]l;

0<t<1

onde

’r2<k) = f(xvy + k) - f(x,y) - a2f(xay)

¢é tal que limg_q % = 0, pela definicao da derivada parcial 0, f(z,y). Por
conseguinte, obtemos

If (e +hy+k) = flz.y) = nf(x,y)-h—=0af(x,y) kIl _

1(h, k)
1Al (R
th k) — . <
2 N oy 8) = SO o T+ ew ol =
(tomando sem perda de generalidade ||(h, k)| = max{||h||, ||k]})
Ira(i)

sup |01 f(z +th,y+ k) — 01 f(z,y)| +
0<t<1 %]

Quando (h, k) — 0, temos que tanto h — 0 quanto k — 0 e portanto

e O, f(x+th,y+k) — 0, f(x,y), pela continuidade de 0 f;

— 0, pela existéncia da derivada parcial 05 f.

Donde concluimos que f é diferencidvel em (x,y). Sejam m : X &Y — X
em: X @Y — Y as projegoes canonicas. Como f'(z,y) = O f(z,y) om +
Oa2f (x,y) o my, obtemos que f’ é continua se 01 f e dof o sdo.

Quanto ao sentido (=), claramente se supomos que f é de classe C*,
entao existem e sao continuas Oy f = f'om Oof = f' o 7.

]
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2.3 Sequéncias e séries de aplicacoes derivaveis

Teorema 2.3.1. Sejam F, E espacos de Banach, U C E um aberto e seja C
um conjunto aberto convexo limitado tal que C C U. Suponha que fi:U— E
¢ uma sequeéncia de aplicacoes continuas em U e derivaveis em C'. Se para um
certo a € C, 3lim;_. o, f;(a) =: f(a) e temos que Df;(z) —, L(x), Vx € C,
entdo 3f : C — E, continua em C e derivdvel em C' tal que file =u f e

Df(z) = L(z),Vz € C.

Prova: Para vermos que existe tal f : C' — E (pelo menos continua)
basta, em primeiro lugar, vermos que (f;) é de Cauchy, ou seja, Ve > 0, 3y, tal
que sup, |l fm(x) — fi(2)||} <€,YVm,j > jo. Sejam m,j € N, inicialmente,
quaisquer, e tome ¢ > 0 dado. Aplicando a desigualdade do Valor Médio a
fm — [, obtemos para x € C:

[(fon = J3)(@) = (fn = [ (@) < 2&11){H(Dfm = D)WY -l = all =
[ () = fi(@) | < N[(fn = ) (@) = (fon = ) (@) + [[fm(a) = Fi(a)]| <
sup {[(Dfm — D)W} - 2 = all + [ fm(a) = fi(a)]].

ye(a,x)
Como o segmento (a,z) € C e Df; —, L, e diam(C) = diam(C) < +o0,
temos que existe 7, € tal que VYm, j > j;, implica
sup {|[(Dfm=Df;)@)|}-[lx—all < sup{[[(Dfm—Df;)(y)|}-diam(C) < €/2.
y€E(a,z) yeC
Como, por hipétese, f;(a) — f(a), existe jo > j1 tal que || fm(a) — fi(a)]| <
€/2,¥m,j > jo, donde concluimos que

| () = fi(2)|| < €,¥m,j > jo, Yz € C.

Definimos entao f : C — E como o limite uniforme de file-
Mostremos que f é derivavel em C, com f'(x) = L(x). Seja portanto
xo € C fixado. Dal,

1/ (zo + h) — f(0) — L(o) - b
I17] -

[f(xo +h) = fi(xo + h) — f(20) + fj(20)]l n | fj(zo + h) — fi(zo) — L(x0o) - |
|7l |7l '
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Pelas mesmas contas que fizemos na primeira parte da prova, trocando a por
Tg, acerca da primeira parcela acima, obtemos:

|f(xo + h) = fi(xo + h) — f(wo) + fi(zo)|

1A
lim | frn(z0 +h) — fi(z0 + h) — frm(20) + fi(0)]| <
m—-+00 [[A]]
. SUPy e (ag0+h) U (D — D)W} - lIRI
1m —
m—+00 7]

lim sup  {|[(Dfm — Df;) ()]}

m—+00 yE(zo,l‘U +h)

Como Df; —, L em C, dado € > 0, existe j; tal que Vj > j;, vale

sup  {[[(Dfm — Df) (W)} <e€/3.

y€(zo,z0+h)
Quanto a segunda parcela da equacao 2.1, temos que

1o +h) — Fieo) — L(wo) bl _
2] -

I.fj(zo + h) — fi(wo) — D fi(xo) - Al
1Al

Fixando um j > j; acima, como tal f; ¢ derivavel, existe 6 > 0, tal que
|h]] < 0, vale

+ 1D (o) = Liwo)|l-

1fj(zo + h) — fi(zo) — D fi(x0) - h| < /3
|7l '

Juntando tudo, concluimos que

1/ (w0 + ) = f(wo) = L(wo) - h

I
< €,Yh € B(0,9),
172

ou seja f é derivavel em zg € C, com D f(x¢) = L(x).
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2.4 Derivadas de Ordem Superior

Sejam F, E espagos vetoriais normados, U C F um aberto, f: U — E uma
aplicacao derivavel. Entao ' : U — ﬁ(E) ¢ mais uma vez uma aplicagao
com mesmo dominio que f e contradominio um espago vetorial normado (o
qual, por sinal, serd completo se E o for).

Desse modo, podemos perguntar se f’ é uma aplicagao derivavel; se ela
for, sua derivada sera uma aplicacao

" U — L(E; L(E,E)),

chamada de derivada segunda de f. Novamente, podemos perguntar se f” é
ou nao derivavel. Se o for, obteremos a derivada terceira

fO = (") U — L(E; L(E; L(E; E)))
Temos entao:

Defini¢do 2.4.1. (Derivadas de ordem superior.) Seja f : U — FE uma
aplicacao derivavel. Dizemos que f é k wvezes diferencidvel se f' for k — 1
vezes diferencidvel. Analogamente, f é dita C° se for continua, e é dita C¥,

k > 1 se for diferenciavel e f': U — L(E; E) for C*1.

Note que se os espacos F, E tém dimensio finita, o contradominio da
k—ésima derivada possui dimensdo dim(E)* - dim(E).

Nosso primeiro teorema acerca de derivadas de ordem superior nos diz
que a derivada segunda avaliada em qualquer ponto xy € U é auto-adjunta.

Teorema 2.4.2. (Schwartz.) Sejam E,E espacos vetoriais normados, U C
E um aberto duas vezes diferencidvel.

Prova:
]

Lema 2.4.3. Sejam F, E espacgos vetoriais normados e 0 € U C E um
aberto. Suponha que r : U — E uma aplicagao n vezes derivdvel em 0.
Entao

r(0)=7'(0)=---= T(")(O) & illirr(l)r(h)/HhH” =0.
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Prova: (=) Procedamos uma indugao sobre n. Paran = 1, aida do lema
é vélida: se r(0) = r'(0) = 0, pela defini¢do da derivada aplicada a r em 0,
temos que 7 é igual ao préprio resto da definigao, logo limy,_o7(h)/||h|| = 0.

Vamos supor agora que temos provado a ida do lema para um certo
natural n > 1. Mostremos que se r é n + 1 vezes diferenciavel em 0 e
r(0) = --- = r®*(0) = 0, entdo lim,_o7(h)/||h||"** = 0. Note que a
hipétese de inducao é vélida para r’. Aplicando a desigualdade do Valor
Médio, temos:

r(h r(h) —r(0 r'(t-h)| - ||h r'(t-h
| (n)ﬂ _ Ir(h) n+1( il < sup [r'( lHHH I sup [[r( n)H'
|7l Al e Al e,y 2

Aplicando a hipétese de inducao a r’, temos que dado € > 0, existe § > 0
tal que [|hl} < & = [[F"(A)[|/l[A]" < €/2. Como t- |[h|| = [t - h|| < [|n]| para
t € (0,1), concluimos que

IOl
< sup ———— <¢€/2<e¢
[R][" ™ ey [[RI"
ou seja, limy o7 (h)/||h]|" = 0, o que conclui a indugao.

(<) Vejamos agora a reciproca.

Teorema 2.4.4. (Polinémio de Taylor.)

Prova: OJ

2.5 Exercicios

1. Seja f : (a,b) — R derivavel em um ponto ¢ € (a,b). Suponha que
f'(c) > 0. Mostre que existe um intervalo I, = (¢ — J,c + 9), tal que
se v € (¢,c+ 0) entdo f(x) > f(c) e analogamente, f(Z) < f(c) se
¢ € (¢ —6,c). Note que isso nao quer dizer que f seja crescente em
(c—d,c+9).

2. Seja f : (a,b) — R derivdvel. Suponha que f'(x) > 0, Vz € (a,b).
Mostre que f é estritamente crescente. Compare com o exercicio ante-
rior.
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3. Seja f:U — E uma aplicagao definida em uma aberto U de um espaco
vetorial normado E e com contradominio em um outro espago vetorial
normado E. Suponha que exista ¢ € U tal que f seja derivavel em ¢
e f'(¢) : E — E seja um isomorfismo linear. Mostre que existe uma
vizinhanga V. 3 ¢ tal que f(x) # f(c), Vo € V.. Se f for derivavel em
U, com f’(x) sendo isomorfismo para todo x € U, entao f é injetiva?
Compare com os exercicios anteriores.

4. Sejam F, E espacos vetoriais normados e U C E um aberto, C C
U um conjunto convexo. Suponha que f : U — FE seja derivavel,
com derivada limitada em C. Mostre que podemos ter Lip(f|c) <

supec | Df ()]}

5. Sejam F, E espacos vetoriais normados e C' C E um aberto convexo.
Suponha que f : C' — E seja derivavel, com derivada limitada. Mostre

que Lip(f) = sup,ec{[|[Df(2)]}-

6. Seja f,, : U — R™ uma sequeéncia de aplicacoes duas vezes diferenciaveis
no aberto U C R", convergindo pontualmente a uma aplicagao f : U —
R™. Suponha que existam zq € U e C' > 0 tais que ||f/(z)| < C,
Ve € U,Vn € Ne || fl(xg)] < C, ¥n € N. Mostre que f € CL.



Capitulo 3

Funcoes Inversas e Implicitas

Teorema 3.0.1. (Perturba¢do da Identidade). Sejam E um espago vetorial
normado completo (espago de Banach), I : E — E a identidade em E e seja
® . EF — FE uma contracao em E. Entao I + ® ¢ um homeomorfismo sobre
E.

Prova: Sejam x, y € Eeh =1+ ®. Seja 0 < A < 1 a constante de
Lipschitz de ®. Entao

[1H(2)+®(2) = 1(y) = 2W)l| = [le—yll+[|®(z) = W) = [z =yl =A-llz—yll =

1= llz =yl = [1hz) =hWI = A =A) - lz —yll # 0 se x # y;
donde obtemos a injetividade de h, e também a continuidade de h~!. Mostremos
agora a sobrejetividade de h. Seja z € E. Queremos ver que existe p € E tal
que h(p) =z < p+ ®(p) = 2z < p =z — D(p). Por conseguinte definamos
f.+ E — E por f,(r) = z— ®(x). Basta entdo acharmos um ponto fixo p
para f., que teremos h(p) = z. De fato, f, : E — E é contragao:

1f2(2) = W)l = |z = ®(x) = 2+ 2()]| = |2(y) — (@)[| < A [lz =y

Como F é espaco normado completo, segue-se do teorema do ponto fixo para
contragoes (teorema 1.4) que existe um unico p € E tal que h(p) = z, como
queriamos. Isso nos dd ao mesmo tempo a sobrejetividade e uma nova prova
da injetividade.

m

Observacao 3.0.2. E possivel melhorar ainda mais a iltima demonstragao:
se a € E e b= h(a), mostremos que dado > 0, entao h(B(a,d)) D B(b, (1—

85
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. 3 3 2 -
Os graficosdey=x e de y=x & x nos mostram que somando—-se uma contragao a
homeomorfismo com inversa nao lipschitziana, o resultado pode nao ser um homeomorfis
Mostra ademais que a soma de homeomorfismos pode nao ser um homeomorfismo.

A) - 9). De fato, vimos que dado z € B(b, (1 — \) - §), existe um tnico p € F
tal que h(p) = z. Dali,

Ip = all = 1£.p) = all = [l — @(p) — all = ||z — @(p) —a — P(a) +®(a)]| <
Iz = bl + |0(a) — S(@)]| < [l bll + A - lp — al| =
(=N p—al <[z= bl <1 =2)-6=|lp—af <5

Isso prova novamente a continuidade de h~!. Além do mais, nos dd um
controle sobre o comportamento local de h.

Coroléario 3.0.3. (Perturba¢do de uma aplicagao bilipschitz). Sejam E.E
espacos de Banach e U : E — E uma aplicacdo bilipschitz (sobrejetiva), isto
¢, [ € invertivel e lipschitziana com inversa também lipschitziana. Seja P :
E — E Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(®) < Lip(U~1)~1.
Entio U+ ® : E — E ¢é um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Considere h: E — E dado por
hi=(U+®)U 't =T+doV !
Dados 7,9 € E,

|2~ (7)) — (¥~ (9))[| < Lip(®) - |¥(z) - ¥} (g)|| <
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Lip(®) - Lip(¥~ )|z — g = @0 ¥™H(2) — @0 T~ (§)]| < Allz — ],

ou seja, ® o U~ 6 uma A—contracao. Logo, pelo teorema da perturbaciao da
identidade, h = (¥ 4+ ®) o W' = I + ®¥~" é um homeomorfismo (injetivo e
sobre E). Portanto a composi¢ao

T+ oV =0+

é um homeomorfismo, como queriamos mostrar.

]

Corolario 3.0.4. (Perturba¢ao do Isomorfismo).  Sejam E,E espacos de
Banach e T : E — E wm isomorfismo linear (sobrejetivo). Seja ® : E —
E Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(®) < ||[TY|~". Entdo
T+®:E— E ¢é um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: O corolario segue imediatamente do corolario anterior. Podemos
ainda dar-lhe outra prova a partir do teorema da perturbacao da identidade,
adaptando a prova do Corolario anterior, conforme fazemos abaixo. A lin-
earidade de T" torna a adaptacao mais simples:

Considere h : E — E dado por

hi=T ' (T+®) =1+T'd.
Dados =,y € F,
[T o@(z) =T o @(y)|| = [T~ (2(z) = (W) < IT71] - |2(2) — 2(y)|| <

177 - Lip(®) - [lv — yll = |77 @(x) = T ' 2(y)[| < Allz =y,

ou seja, T~! o ® é uma A\—contracao. Logo, pelo teorema da perturbacao da
identidade, h = T-Y(T + ®) = I + T~'® é um homeomorfismo (injetivo e
sobre). Portanto a composicao

To(T(T+®)=T+®

é um homeomorfismo, como queriamos mostrar.
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3.1 O teorema da Funcao Inversa

3.1.1 Funcgoes C'*° nao analiticas

Lema 3.1.1. Sejam E, E espacos de Banach, f : N ¢ E — E wma
aplicagdo C*, k > 1 de um aberto N C E contendo 0, com f(0) = 0 e
seja A = Dfy. Denotemos por C{(E, E) o espac¢o das aplicagoes continuas e
limitadas de E em E. Dado € > 0, existe uma vizinhanca U = U(0) e existe
uma extensio de f|y da forma (A + @), onde ¢ € CY(F, E) ¢ lipschitziana
com constante de Lipschitz limitada por €.

Prova: Seja f : R — [0,1] uma fungdo C*° com as seguintes pro-
priedades:
B(t) = se t>1
B(t) = se t<1/2
]ﬁ’(t)|<K Vte R, K >2.

Seja f = A+ ¢, com ¢(0) =0 e Dpg = 0. Considere B, uma bola de centro
na origem e raio r > 0 tal que ||[Dy,| < €¢/2K, Vx € B,. (Para a existéncia
de tal bola, usamos apenas a continuidade de D¢, decorrente do fato de f
ser C'1).

Tomemos .

x
o) = B(2) - ().

Dai, ¢(x) = 0 se |z| > r, o que implica que ¢ é limitada em E, visto que
6| < |p|, e devido a desigualdade do valor médio, a constante de Lipschitz
de ¢|p, é menor que €/(2K). Em resumo:

|0(2)] < [o(@)] = lp(x) —0)] < 5= - |z = 0] < _K r,V € B,.

- 2K
Temos ainda que ¢(z) = ¢(z) se |z| < /2, donde concluimos que A + ¢ é
extensao de f|p, ,.

Mostremos que ¢ € lipschitziana e sua constante de Lipschitz pode ser
tomada como menor ou igual a €.

Realmente, se z; e x9 pertencem a B,, temos:

)| = (D) o - (12 - )

r

(52 —5('1—2')) o) = B2 - (ptan) — ol <

r T

‘@f)(ﬂil)
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() -o((2) e

1] — |22
r 2K el + 55 2K
[z e
T 2
Se x1 € B, e x93 ¢ B,, obtemos, a partir das mesmas contas:

=2 te) - 3(22) ot

[(s(2h) —ﬁ(@)) |+ () o) - o) <
A

)|+ |8(22) (otaa) — otan)| <

0<B(-)<1

Sry — x| <

K-‘

€
r+§-|x1—x2|:e-|$1—:v2|.

<

‘¢($1)

r r r
=0, pois |z2|/r>1
Jra =l e < Bzl e
2K r 2
Finalmente, se x; ¢ B, e x5 ¢ B,, temos que

cr < e-|ry — 3.
r

|p(x1) — Pp(2)| =0 < € |z — 4.
O

Definigao 3.1.2. (Difeomorfismo). Sejam F, E espacos vetoriais e sejam
U C E, U C E conjuntos abertos. Uma aplicacdo diferencidvel f: U — U é
dita ser um difeomorfismo se é invertivel e sua inversa f~': U — U também
¢ diferenciavel.

Teorema 3.1.3. (Fungao inversa). Sejam E, E espacos de Banach, U C E
um aberto e f : U — E uma aplicagio de classe C* (k > 1), tal que em
zo € U, f'(xy) € L(E,E) é um isomorfismo (sobrejetivo). Entdo existem
vizinhangas £ D'V 3 xg e E DV 3 f(xo) tais que f|y é um difeomorfismo
sobre V, com inversa também de classe C*.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor zp = 0 e f (0) =
0. Pelo dltimo lema, existe f e 3V C U, V aberto, tais que fly = fe

f=A+¢, onde A = f'(0) e ¢ é uma aplicagao limitada de £ em E com
constante de Lipschitz ey < ||A7!||~!. Portanto, pelo teorema da perturbagio
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(gréfico de uma funcao f de classe C"k).

% v

O teorema da funcao inversa na reta. A derivada@m X ser isomorfismo, neste con’
eo mesmo quenao se anular. Note que existe um aberto V em torno de x tal que
invertivel, mas que outras partes do dominio de f podem ser levadas em f(V)= W ou
subconjuntos de W.

do isomorfismo (corolario 3.0.4), f = A+ ¢ é homeomorfismo sobrejetivo,
levando conjunto aberto de E em conjunto aberto de E. Em particular,
flv = flv : V. — f(V) = W nos dé as vizinhancas do enunciado. e nos diz
que f|y é um homeomorfismo sobre o aberto W C E.

Seja g = (flv)™' : W — V. Mostremos que g ¢é diferencidvel. Nesse
caso, pela regra da cadeia o tnico candidato possivel para a derivada de ¢
em y € W ¢ obtido por:

(fog) () =y = f'(9w)-g'(y) = Idw = ¢'(y) = (' (g(y))) ", se g é derivével.

Considere g(y + k) = g(y) + (f'(9(y))) " - k + 14(k), com y,y + k € W.
Sex €V, h € E sao tais que y = f(z) ey + k = f(z + h), teremos

gy +k)—g() =g9(f(x+h) —g(f(@) =h=h=(f(gW) " k+ryk).

Como f é homeomorfismo, k — 0 < h — 0. Devemos mostrar que

li re(k) 0.

=0 Rl
Como k = f(x+ h) — f(z) = f'(x) - h+ r(h), temos

ry(k) h -1 f'(@) - h+rp(h)

b= (o)™ -k rg(h) = T = = (7)) i
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) el
AT

Como (f'(x))~! é aplicagao linear continua, temos que

rE) )
S R MR

ou seja, basta mostrarmos que Tﬁ—,i‘}‘l) — 0 quando £ — 0. Temos

ri(h) _ r(h) IRl
[ 11 1

Tﬁ,(lﬁ) — 0 quando k — 0 (< h — 0). Para que % tenda a zero quando
k — 0, é suficiente que H seja limitada. De fato, da prova da proposicao

2.1.11, vimos a existéncia de ¢ > 0 tal que

co1m

)

[al] _ 1
1Bl = 11f(z+h) = f(2)] = c- [|h]] = S e
e a diferenciabilidade de g se segue.

A prova de que g ¢ de classe C* se d4 usando-se inducao e os seguintes

fatos:
L g'(y) = (f'(g(y) "
2. g € (Y ja que f é um homeomorfismo.
3. A inversao de isomorfismos lineares é de classe C'™°.

Realmente, o acima ja implica que ¢¢ € CY e portanto que g € C'.
Supondo por inducao que g € €V, com j < k obtemos entdao ¢’ € CV e logo
g € C'T1 como querfamos mostrar.

O

3.2 O teorema da Funcao Implicita

Definigao 3.2.1. (Submersao). Sejam FE, Z, espagos vetoriais normados
completos (espagos de Banach) e f : U C E — Z uma aplicagao de classe
Ck, k> 1. f é dita uma submersdo se existe uma decomposicio E = X @Y
em subespagos fechados X e Y e u € U tal que D f|y(u) é um isomorfismo
sobre Z.
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Teorema 3.2.2. (Fungdo implicita). Sejam X @Y, Z espagos de Banach e
seja f:UCX®Y — Z, com f € CF k>1 tal que Dof(zo,0) : Y — Z
seja um isomorfismo linear continuo (sobrejetivo). Entao existem abertos
VX WCcCY tasquexy eV C X,y €W CVY e uma unica fungao
£:V — W de classe C* tal que

f(x,&(x)) = 20 = f(z0,%0),Vr € V.

Ademais

¢'(z) = —[02f (2,€(2))] " 0 Oi(2,£(2)).

Prova: Definah: U C X @Y — X x Z por h(z,y) = (z, f(z,y)). Dai,

h/<£L',y) = (71'1,61][.(33,3/) om + 82f(:c,y) © 7T2)7

ou seja,
h,(l’,y) ’ (v,w) - (Uvalf(x7y) U+ aZf(:L‘7y) ) w)
Ainversa ®: X x Z — X @Y de h/(xg,yo) é portanto

D(p,q) = (p, [02f (x0,50)] " - (¢ — O1.f (0, %0) - ).

Portanto, pelo teorema da fungao inversa, h é um difeomorfismo local de
classe Ck Restrinjamos h a uma vizinhanca NN tal que h(N) seja da forma
V x V, com V Cc X eV C Z. Chamemos ainda de h a essa restricao, e de
h=!':V xV — N sua inversa. Como h preserva a coordenada em X, para
cada x € V, z €V, temos

h(z,2) = (z,hy ' (z, 2)).

Definamos &(z) := hy ' (w, 29). Claramente ¢ é de classe C* pois é composta
de funcdes de classe C*. Da definicao de ¢ também se segue:

f($,§($)) = T2 0 h(l’,g(l’)) = T2 0 ho h_l(m7 ZO) = 20-
Além disso, se f(z,y) = 2z, entao
(z,y) = h™ o (z, f(z,y)) = h™ (2, 20) = (,h3 ' (2, 20)) = (z,&(2)),

o que implica que y = £(z) e portanto (z) ¢é tnico. Tal mostra ainda que
€ é a tnica fungdo com grafico contido em N tal que f(z,£(z)) = 2. Em
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particular, qualquer aplicacao continua ¢ definida em uma vizinhanca de x,

tal que ¢(xg) = yo e f(x,s(x)) = 2o coincide (localmente, em vizinhanca de z

onde ambas estiverem definidas) com . Tomando W C Y tal que (xg, W) :=

{(z0,y) € N} da continuidade de ¢ restringindo V a uma vizinhanca V 3

se necessario de modo a que (V') C W, obtemos as vizinhangas do enunciado.
Como ¢ é de classe C* aplicando a regra da cadeia obtemos

f,&(x)) = 20 = 01 f(,&(x)) + 0o f (z,£(x)) - £'(2) = 0 =
¢'(x) = —[0af (2,8(x))] " 0 01 f(2,&(2))-
[l

Corolario 3.2.3. (Forma local das Submersoes). Sejam X,Y,Z espacos de
Banach, U C X @Y um aberto, f : U — Z de classe C*, k > 1. Suponha
que I(wo,y0) € X Y tal que Oaf(v0,99) 1 Y — Z seja um isomorfismo (so-
brejetivo ) Entao existem vizinhangas VcXeVCZeun difeomorfismo
H:VxV—=X®Y tal que zo €V, f(zo,y0) €V e

foH(z,2)=2V(x,z2) eV xV.

Prova: Tome V V como no teorema da funcdo implicita, H = h~!
definida em V x V € X x Z. Dali,

(z,2) =ho H(z,2) = h(x,hy (2, 2)) = (z, f(x,hy (2, 2)) =
(x, f(H(z,2))) = 2= foH(x,z).
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Definicao 3.2.4. (Imersao). Sejam X, Y, Z, espacos de Banach e f : U C
X — Y @ Z uma aplicacao de classe C*, k > 1. f é dita uma imersdo em
xg € U se Df(xy) é um isomorfismo sobre Y.

Teorema 3.2.5. (Forma local das Imersoes). Sejam X, Y, Z, espacos de
Banach e f : U C X — Y ® Z wma imersio de classe C*, k > 1, em
xo € U. Entao existem vizinhancas W C Y@ Z eV C X e um difeomorfismo
h:WCY®Z—V xZ de classe C* tais que (f(x0),0) € W e

(ho f)(x) = (2,0), Vze V.

Prova: Considere H : U x Z — Y & Z definido por
H(z,z) = f(z) + 2.
Logo, para (z,z) € U X Z:
{alH(x,z) =df(z,y): X =Y a®Z

OH(z,2) =1, {0y x Z — 2 <~
61H,82H€CO

DH:df+7Tz,

onde 7z é a projegao canonica sobre Z (dada por X x Z 5 (z,2) — z). Por
conseguinte,

DH(x0,0)- = (df (0,0), 1),

a qual é um isomorfismo entre X x Z e Y x Z. Como DH ¢ invertivel em
(79,0) e é de classe C*, k > 1, pelo teorema da funcdo inversa, H é um
difeomorfismo local de um aberto V x V sobre um aberto W C Y & Z.
Tomando h = H~!, temos

(ho f)(x) = h(f(x)) = h(f(x) +0) = h(H(z,0)) = (x,0).
O

Definicao 3.2.6. (Mergulho). Se f ¢ uma imersdo e um homeomorfismo
sobre sua imagem, dizemos que f é um mergulho.

Note que o teorema da forma local das imersoes nos diz que toda imersao
f é localmente um mergulho. Para isso, basta ver que (h o f)(z), sendo
localmente igual a (z,0), é (localmente) um homeomorfismo. Como f é
(localmente) igual a Ho(ho f), temos que f é localmente um homeomorfismo,
como composta de homeomorfismos.
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Definigao 3.2.7. (Posto de uma aplicagao linear). O posto de uma aplicacao
linear T : R™ — R™ é a dimensao do espaco T - R™ C R", isto é, o nimero
maximo de vetores linearmente independentes dentre 1"-vy,...,7T - v,,, onde
{v1,..., 0y} é uma base de R™.

Teorema 3.2.8. (do posto) Sejam U C R™"™ um aberto e f : U — R™P
uma aplicacdo de classe C*, k > 1. Suponha que D f(u) possua posto m em
cada ponto uw € U. Entao, para cada ponto u € U, existem difeomorfismos
de classe C* o : V. x W CR™™ — U e B: Vi) — V x W C R™P, onde
Viw) € uma vizinhanca de f(u), tais que

ﬁOfOOz(i,y) = (33,0)

Prova: Sejaug € U fixado. Seja E = df (ug)-R™™™ C R™P Sem perda de
generalidade, identifique £ com R™, fixando no contradominio, por exemplo,
a decomposicao R™? = E @ E+. Seja m : R™? — F a projecao canonica,
obviamente sobrejetiva, e considere a aplicacao wo f : U C R™™" — EF = R™.
Dai, pela regra da cadeia, temos:

D(mo f)(u) =n-df(u) = D(wo f)(up) -R™"" =7 F = E

ou seja, 7 - df (ug) é sobrejetiva e logo 7 o f é submersao. Logo, pela Forma
local da Submersoes, existe um difeomorfismo « de classe C*, k > 1 de um
aberto V' x W C R™*" sobre uma vizinhanca de de f(ug) tal que

(mof)oalz,y) == foalr,y) = (z,\(z,y)),

com A € C*. Afirmamos que 9\ = 0. Realmente, as derivadas parciais de
foamnosdao em (z,y) € V x W:

(foa) - (hk)=h+oAz,y) h+\a,y) - kY(h k) e R

Seja By, = (foa)(z,y) - R™™™. Como 7o f é submersao, temos m(E,, =
E = R™. Se em algum ponto (z,y) temos hA(x,y) # 0, existe k € R”
tal que 0o A(z,y) - k # 0, logo terfamos (f o a)' - (0,k) = (0,0:\(z,y) - k) €
E,,. Como m : E,, — Fé isomorfismo, temos nesse caso que existiria
0 # v = (0,0:\(z,y) - k) € E,, tal que m(v) = 0 € E, absurdo. Por
conseguinte, dXq(z,y) = 0,VY(z,y) € V x W. Reduzindo-se vizinhangas
se necessario, podemos supor que W é convexo, o que pela desigualdade do

Valor Médio implica que A nao depende de y (exergicio). Logo, (foa)(x,y) =
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(x, \M(z,y(x))). Dado yo € W, tomando iy : V — V x W a inclusao que leva
V em (V,yo), obtemos que foaoiy:V — R™7P dada por

foaoig(z) = (x, Nz, y0))

¢ uma imersao (a primeira coordenada ja nos dé a injetividade da derivada).
Logo, existe um difeomorfismo 3 de classe C* de uma vizinhanca de f(u) em
uma vizinhanca de R™*? tal que

Bofoaoi(r)=(x,0)= o foalzr,y) = (z,0) = fo fa(z,y) = (x,0).
—_———

3.3 Exercicios

1. Seja p um polinomio de grau menor ou igual a n € N, com n raizes
distintas (r1(p),...,7,(p)). Usando do isomorfismo existente entre o
espago vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a n, e o espaco
R™*! mostre que existe uma vizinhanca V C R""! do vetor de coefi-
cientes (ao(p),...,an(p)) de p tal que a,(p) # 0, Vp € V e a aplicagao
r:V — R" que associa (coeficientes de) polinémios a raizes

A

r(ao(p); - - - an(p)) = (r1(p) - -, ma(p))
¢é de classe C'*°.

2. Seja E um espaco de Fréchet (veja a definicao no exercicio 9 da pagina
61) e seja  : F — E uma contragdo. Mostre que h := I + &, onde [ é
a identidade, é um homeomorfismo de E sobre E.



Capitulo 4

A Integral de Riemann em
Espacos de Banach

Definigao 4.0.1. (Particao de um intervalo). Uma particio P de um in-
tervalo [a,b] C R é uma colegao finita P = {Iy,...,1;} de intervalos dois a
dois disjuntos tais que I} = [xo,x1),..., -1 = [Tj_9,7;-1),1; = [rj_1, 7],
com 9 = a,r; = bexg < --- < x;. Note que uma particao P de
um intervalo [a,b] fica inteiramente determinada pelo conjunto dos pontos
Ap = {a = xg,...,x; = b}, o qual designaremos por conjunto dos pontos
associados a P.

Definigao 4.0.2. (Particdo de um retangulo). Seja K C R™ um retangulo
compacto K = [ay,b1] X -+ X [a,,b,]. Uma particio C de K é qualquer
colecao do tipo:

C:: {[kl X...XIk‘n;Ik‘l elpl,...’[knepn}g

onde P, é uma partigao de [a,, by,], Vm =1,... n.
As partigoes Py, ..., P, sao ditas associadas a C. Note que #C = #P; -
e HP,

Definigao 4.0.3. (Diametro de uma partigao). O diagmetro de uma partigdo
C de um retangulo K é o maximo dos diametros dos elementos de C.

Definigao 4.0.4. (Volume de um retangulo). Seja K := {K € R", K é retangulo.}.
Definimos fungao volume vol,, : £ — [0, +00) pela férmula

n

vol,(K) := H(bj — aj),

i=1

97
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onde K = [ay,b1] X -+ X [ap,b,]. Caso K seja um retangulo (limitado)
nao compacto (ou seja, um produto cartesiano de n intervalos da reta, nao
necessariamente fechados) definimos o volume de K pela mesma férmula
acima. Ou seja, o volume de um retangulo nao compacto é definido como o
volume de seu fecho.

Observacao 4.0.5. Note que o volume do retangulo n—dimensional K =
lay, by] X+ -+ X[ay, b,] se escreve (indutivamente) como um produto de volumes
de retagulos em espacos de dimensao menor:

vol,(K) = vol,_1([a1, b1] X ... [an_1,b,_1]) - voli([ay, b,]).

Nao havendo ambiguidade, escreveremos em geral vol no lugar de vol,
para designar a funcao que atribui a cada retangulo de R™ o seu volume.

Definigao 4.0.6. (Integral de Riemann). Seja f : K — E uma aplicagao
limitada tomando valores em um espago de Banach E. A integral de Riemann
fK x)dx € E| se existir, é o limite

/Kf(m)dx:: hm Zf (x;) - vol(C}),

diam(C

onde z; € C; e C={C;,j =1,...,#C}. Mais precisamente, dizer que existe
o limite “limgjam(c)—o”, quer dizer que, dado € > 0, 36 > 0 tal que, para toda
particdo de K com diam(C) < ¢, e para todo conjunto finito {z1,...,zxc},
com z; € Cj, temos

HZfa:J vol(C /f V| < e.

Se existir a integral de Riemann de uma aplicacao f, entao dizemos que
f € integrdavel a Riemann, ou simplesmente, integrdvel. Uma soma do tipo
fol f(x;) - vol(C;), com z; € Cj e C = {C4,...,Cyuc} é chamada de soma
de Riemann de f em relagdo a C, e denotada por s(f,C), ou apenas, por s(C)
nos contextos em que f puder ser subentendida sem ambiguidades.

Definigao 4.0.7. (Refinamento de uma parti¢ao). Seja C uma partigao de
um retangulo K C R™. Uma particao C de K ¢ dita ser um refinamento de
C se todo elemento de C estiver contido em algum elemento de C. Também
escrevemos que ¢ refina C significando o mesmo que Cé refinamento de C.
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Observagao 4.0.8. Dizer que C é refinamento de C é o mesmo que dizer que
todo elemento de C se escreve como uniao (disjunta) de elementos de C. De
fato, dado C; € C, temos:

K =UgeeCr 2 C5 = Ugee eyne,20C1 2 Cie

Mas como C refina C, temos em particular que fixado C; € C tal que C; NC; #
0, existe i € N tal que C; C C; € C, implicando que C; N C; # 0 e portanto
que C; = C; D (. Por conseguinte,

UC’[EC’,C’[HC]‘#@CZ - C]’
concluindo a prova da observacao.

Observacao 4.0.9. Dadas duas particoes C e C de um retangulo K =
[a1,b1] X -+ X [an, by, existe uma particio C que refina ambas C e C. De
fato, sejam Py, ..., P, partigoes respectivamente de [a1,b1], ..., [an, b,] asso-
ciadas a C. Analogamente, denotemos por 751, . ,75n as particoes associadas

aC (vide a defini¢do de partigdo de um retangulo, mais acima). Ponha

Ay = (Ap, U Ap )y A = (Ap, U Ap ). Dai, para cada j = 1,...,n
defina a particao 75j de [a], ;], cujo conjunto de pontos associados é flj.
Finalmente, definimos

CNZ: {jkl X o+ X ]Nkn;jkl Eﬁl,...,fkn 675”}.
E facil ver que C refina C e C.

Lema 4.0.10. Seja C uma particao de um retangulo K. FEntdo vol(K) =
chec vol(C}).

Prova: Usemos da observacao 4.0.5 para proceder uma indugao sobre
n, onde n é a dimensao do retangulo K. Para n = 1, temos K = [ay,b;] e
C:=P =1l = [xo,21),..., I}, = [Tp_1, Tk], com zo = ay;x) = by }. Dal,

—Tj_1) Z vol(I

Agora, vamos supor por indugao que tenhamos provado para um certo n €
N que para toda particao C de um retangulo K C R™, temos vol, (K ) =

VOI([CLI, bl]) = b1 —a; =

o,
Il
=
o
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Zéj cc VOl(éj). Mostremos que isso implica que dado um retangulo K C
R™"! em uma sua parti¢ao C, temos vol, 1 (K) = chec vol(C}). Seja C :=
{[k‘l X oo X ]kn X [kn+17]k1 e Py,... I S Pn+1}, onde K = [CL1,b1] X

n+1

- X [@pt1,bn41] € Pj,j = 1,...,n + 1 s@o as partigdes respectivamente de
laj,b;],j =1,...,n+ 1 associadas a C. Temos entao que
#P1 #Pn #Pnt1
ZV01n+1 Z Z Z VOanrl Ik1 <o X [kn X [kn+1) =
ki1=1 kn=1 kp41=1

(pela observacao 4.0.5)

#P1 #Pn #Pni1

Z Z Z VOl ]kl . XIkn)'V011(Ikn+1):
ki=1  kn=1 kpi1=1

#P1 #Pn #Pn+1

Z Z vol, (I, x -+ x I) Z voly (Iy,,,) =
k1=1 kn=1 kny1=1

(pelo caso n = 1)

#Pl #Pn

( S S vola(Ty x - x Ikn)> -voly([ans1, brsa]) =
ki=1 kn=1
(pela hipétese de indugao, aplicada ao retangulo [aq, by -+ X ... [ay, b,] e sua
parti¢ao associada a Py, ..., P, )
VOln([al, bl] cee XLl [an, bn]) . Voll([an+1, bn+1]) = VOI(K)

]

Proposicao 4.0.11. Sejam K um retangulo compacto, E um espaco de Ba-
nach e f : K — E wma aplicagao continua. Entao 3 [, f(x)dx € E.

Prova: Como f é continua em K compacto, é uniformemente continua.
Seja € > 0 e tome ¢ > 0 tal que

1f(z) = f()ll <e€/(2vol(K)),Va,y € K,d(x,y) <.
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Sejam C e C particoes quaisquer, com diam(C) < d e diam(C) < 6. Seja C
uma partigdo que refina tanto C como C (tal partigao existe, pela observagao
4.0.9). Dai, comparando somas de Riemann em C e C, obtemos:

Is(C) |—||Zf% -vol(C' Zf% -vol(Cy)].

Para cada C; € C, tomemos Cj,...,Cj,;) € C tais que C; = U;Sfcj,i. Por
conseguinte, reenumerando a soma de Riemann em C, chegamos a

3 #C #C r(j)
(€)= s@)ll = 1132 fay) - vol(Cy) = 323 F (@) - vol(Cy))| <

#C r(j)
ZHf(ij)'Vol(Cj)—Zf(fj,z) vol(C))I| =

#C ()
D13 (o) = £330 vl G <

#C r(j)

ZZ 1f () = f(E0)]] - vol(Cy,) <

#C r(j)

2V01 ZZVOI Gi) = €/2.
Trocando C por C nas contas acima, temos que ||s(C) — s(C)|| < €/2, logo

I1s(€) = ()l < [Is(C) = s(C)I| + IIs(€) = s(C)I| < e,

implicando que f é integravel.
O

Proposicao 4.0.12. (Linearidade da Integral). Sejam K C R™ um retangulo
compacto, E um espaco de Banach, c € R e f,g : K — E duas aplicacoes
integrdveis. Entdao, a aplicagao h := f + cqg € integravel e vale

/K(f+cg)(:v)d:v:/Kf(a:)d:v%—c-/Kg(a:)d:r



Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 102

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Como f e g sao integraveis, tome o > 0 de
modo que, para qualquer partigdo C de K, com diam(C) < 4, valham as
desigualdades:

H/f d:c—st|<e/2H/ )z — 5(9.0)]| < ¢/2]cl

onde s(f,C) e s(g,C) sao somas de Riemann quaisquer em relagao a partigao
C, respectivamente, de f e g. Considere agora uma soma de Riemann qual-
quer de h em relagao a C, digamos,

#C

s(h,C) = s(f +¢g,C) =Y (f +cg)(a;) - vol(Cy),

Jj=1

comz; €CjeC={C;,j=1,...,#C}.
Portanto,

#C #C

s(h,C) =) (f +eg)(x;) -vol(Cy) = Y (f(a) + eglay)) - vol(Cy) =

J=1 Jj=1

#C #C
Z f(x;) - vol(Cy) + cZg(xj) -vol(C) = s(f,C) + ¢s(g,C),

ou seja, a soma de Riemann (arbitraria) de h com respeito a C se escrever
como combinagao linear de somas de Riemann (especificas) de f e g também
em relagao a C. Assim,

s(h,C)— /K f(2)da—c /K g(@)de] = |s(f, C)+c5(g,C)— /K f(@)dz—c /K g(x)dz <

s(f.C) - /K f(@)dz]| + [e]l|s(g,C) - /K g(x)de]| < e/2+ |cle/2le] = e,

o que implica que h = f 4 cg ¢é integravel e

#C
/Kh(x)dx:diarﬁigaoz:(f—i—cg)(x] ~vol(C /f dm—l—c/ g(x)dz.

J=1

]
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Lema 4.0.13. Sejam K,Ki,...K, C R" retangulos compactos tais que
1K, C K. Entao existe uma particao C de K tal que qualquer retangulo

K;,j=1,...,r se escreve como uniao de fecho de elementos de C.
Prova: Para cada j € {1,...,7}, escreva
K =:laj, bja] X - X [an; bjn]

e escreva ainda
K =: [ao,ljbo,l] X X [@o,mbo,n]-

Dado 1 < m < n, seja
Crm = A{ckm :0 <k <2(r+1),ckm = ajm ou bj,,, paraalgum 0 < j <r}.

Supomos, sem perda, que C,, estd ordenado de modo a que ¢, < Cht1m.
Definimos portanto

C = {[cky1s Chyr1.1) X+ X [Chpms Chpt1m), cOm 0 <k <2(r+1),0<I[<n}.

Para vermos que qualquer retangulo do enunciado pode ser expresso com a
uniao de retangulos de C, basta vermos que K C UgecC, e que dado um
elemento de C' € C, se ele intersecta o interior de algum retangulo K;,1 <
J < r, entao ele estd contido em Kj;. Que temos K C UcecC € 6bvio: se
x=(x1,...,2,) € K, entao

2(r+1)—1
z1 € [agy,boa] = Ujg(] : s ¢jy1,1] = Fky tal que x1 € [eg, 1, Cyv1,1],

2(r+1)—-1 _
Ty € [Clo,n, b07n] = Uj:O [Cj,m Cj+1,n] = dk, tal que z; € [Ckml, Ckn+1,1]7
ou seja, x € [ckl,b Ck1+1,1] X ... [Ckn,h Ckn—i-l,l] eC.
Por outro lado, se um elemento [cg, 1, Cky+1.1] X -+ X [Chy 1, Chpt11] € C

intersecta o interior de um dos retangulos do enunciado, digamos, K; =
[aj,bj1] X -+ X [@jn,b;,]. Isso quer dizer que existe

HAS [Ck1,1,0k1+1,1] X X [Ckn,lackn+l,1] N (Gj,l, bj,l) X X (aj,n:bj,n) =

([Ckl,la Ck1+1,1] N (aj,h bj,l)) X X ([Ckn,h Ckn+1,1] M (aj,m bj,n)>-
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Devido a ordenacao de C,,,1 < m < n, isto implica que

a1 < Chy s 11 < 01 S [Chy1y Cryv1a] C a1, bja]

Ajn < Chypons Chntin < 0jn & [Chpns Chntin] C (g, bjnl,

ou 8€ja, [Chy 15 Chy41,1) X« + X [Chp 1, Chint1,1) C K.
O

Proposicao 4.0.14. Sejam K, K, Ks, ... K, C R" retangulos tais que
U_, K, =K eint(K;)Nint(K;) =0, Vi, t € {1 ,7}. Se f: K — E éuma
aplicagao integrdvel, entao f|k, l=1,...,r, € mtegrcivel €

/f dl‘—z f|Kl

Prova: Seja e > 0, e > 0 tal que para qualquer particao C de K
com diam(C) < J, temos ||s( — Ji fl@)dz|| < e/(2vol(K)). Tomando
duas somas de Riemann s(f, C) ( f,C) distintas de uma mesma partigao C,
em que em apenas um certo retangulo C; € C fizemos escolhas diferentes
xj # &; € Cj, temos que

I1f (25) = F (@) [|-vol(C5) = [|(f (x;) = f(2;))-vol(C)l| = [Is(f,C)=58(F, C)I| < €/ vol(K

o que nos permite concluir que sup, ¢ {|f(x) — f(y)l[} < ¢/vol(Cy). De
fato, como C é arbitraria, variando ligeiramente os pontos extremos dos inter-
valos das particoes na reta associadas a C, € facil ver que sup, ,ce-{[|f(2) —

FWl} < €/ (vol(Cj) - vol(K)).

Seja [ € {1,;. .,r} fixado. Dadas partigoes Cj, ¢ do retangulo K; com
diam(C;) < 6 e C; refinando C;, temos:

#C; #C1
Is(f,C) = s(f,Coll = 1> fla)vol(Cy) =Y Y flajwvol(Crp)|l <
j=1 Jj=1 C; x€Cj
#C, #C;

> W)l voliCou) < 30 S e vl ) =

Jj=1 C; r€C;y Jj=1 C; €C;

),
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#C, #C

€ €
E —_— E vol(Cjx) = E -vol(C;
= vol(C) G, (Cin) = vol(C}) - vol(K) (C5)

]

Proposicao 4.0.15. Seja f : K — E integrdvel tal que a aplicagdo || f|| :
K — R também seja integravel. Entao

I [ sayiel < [ 5@

Prova: Seja € > 0 dado, e seja 0 > 0 tal que para qualquer particao C
com diam(C) < ¢ vale:

II/Kf(x)dw—S(f,C)ll <6/2,|/K||f(fv)||dl“—S(IIfII,C)I <e€/2.

Dai, para uma tal particao C fixada, temos:

#C #C
lsCf, Ol =1l Zf(ﬂ?j) -vol(Cy)[| < Z [1f ()l - vol(C) = s(IL 1], C)-

Por conseguinte,

l /K f(z)dz| < | /K F@)dz — s(£,O + 15,0l < s(IFILC) + e/2 =

| /K 1F(@)lde + s(I£].C) - /K 1F(@)llde] + ef2 <
| /K V£ (@)lldz] + s(IF11.C) — /K 1F(@)de] +e/2 + e/2 = /K 1@ +e.

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

I [ sayiel < [ 15@)as
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Teorema 4.0.16. Seja K um retangulo compacto, e E um espaco de Ba-
nach. Se f, : K — E ¢ uma sequéncia de aplicacoes continuas convergindo
uniformemente a f : K — E, entao

/ fulz)dx —>/ f(z)dx, quando n — +oo.
K K

De fato, vale algo mais forte:

/K | fu(z) — f(x)||dx — 0, quando n — +oc.

Prova: Como f,=f, temos que, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
I fn — fll < €/(2vol(K)),¥n > nyg. Tomando uma partigao C com diametro
suficientemente pequeno, temos

[ 1=l @)dz=s(lf=£1, O < /2= [ fa=Fldz < s(lfu=11,C) e/
K K
Ora,

T

10 = £1,0) = Do ) = fla)l|-vol(C) 3~ 3ootmmlCy)

n>ng J=

com C; € C. O que implica que s(||f, — f||,C) < € e portanto

/K I fo = fll(@)dx < s(||fu — fII,C) +€/2 < €,Yn > no.

Para vermos a primeira afirmacao, basta combinarmos o que acabamos de
provar com a linearidade da integral e a proposicao 4.0.15. De fato:

|| /K ful)do - /K f(@)del = | /K ful) — Fl@)de] <

/K | — fll(z)dz < €, ¥Yn > ny,

o que implica que

/ folz)dz —>/ f(z)dz, quando n — +oc.
K K
]

Observacao 4.0.17. Note que na prova do teorema acima, sé precisamos
da hipdtese de continuidade para garantir as integrabilidades de f,, f e
| fn— fl|- Se supusermos que tais aplicacoes sao integraveis a Riemann e que
fn converge uniformemente a f, entdo ainda vale que [, || fn — f[|(z)dz — 0.
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4.1 O Teorema Fundamental do Calculo

Proposigéo 4.1.1. Seja f : [a,b] — E, E um espago de Banach, f continua.
Se F(z) := [T f(t)dt, entao F'(z) = f(x), V& € [a, b).

Prova: Seja € > 0 dado e § > 0 (da continuidade de f) tal que
te(x—390,z+0)N[a b= ||f(t)— f(z)] <e.

Supondo sem perda h > 0 (as contas para h < 0 sdo analogas), temos:

S fyde — [T f(tdt A
[ - — f(@)] = | - | <

1 z+h 1 z+h e h
- e < g [ ew= =
' hl<s

Portanto, f(z) = F'(x).
[

Teorema 4.1.2. Seja F : [a,b] — E, E espa¢o de Banach, e seja f :
la,b] — E continua tal que F € continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), com

F'(t) = f(t), Vt € (a,b). Entao
+f " F(t)a

Prova: Seja € > 0 dado e ¢ tal que || fabf(t)dt —s(f,P)|l < €/2, para

toda particdo P com diam(P) < §, e qualquer soma de Riemann s(f,P) de
f em relagao a P. Escrevamos entdo P = {tg,...,t,.}, com a =ty < t; <
- < t, = b o conjunto dos extremos dos intervalos de uma tal particao P
de [a,b]. Como f é continua no compacto [a,b], é uniformemente continua,
logo existe § > 0 tal que
€

[z —y| <d=|[f(z) = [ <m'

Supomos sem perda que diam(7P) < 6. Note que F'(b)—F(a) = > '~ CE(tj)—
F(t;). Entao temos:

() Zf (=)l = |3 Flte)~Flt)=Y f(t)tyer — 1) <




Topologia Geral e Analise, Augusto Armando de Castro Jinior 108

(usando a desigualdade triangular)
r—1
D N (tjar) = F(t) = f(t)(t — )] <
=0

(da desigualdade do Valor Médio segue-se)

r—1

Y swp {1 = FE) I — 4] S ST Z [tj01 = 45l = €/2.

j—=o0 te(tjitj+1)

Finalmente, temos que:
b
I1F)-F@)~ [ Sl < |FO)-Fa)-s(7. P15l P)- / (bt < e

como € > 0 ¢ arbitrario, concluimos que F'(b) f f(t)
O

Quando E = R", o mesmo resultado vale sob hipdteses mais fracas:

Teorema 4.1.3. Seja F : [a,b] — R", e seja f : [a,b] — R" integravel tal
que F' € continua em [a,b] e derivavel em (a,b), com F'(t) = f(t), Vt € (a,b).

Entao )
n / F(t)dt

Prova A exemplo do teorema anterior, seja € > 0 dado e é tal que
||f f(t)dt — s(f,P)|| < €/2, para toda particio P com diam(P) < 0, e
qualquer soma de Riemann s(f,P) de f em relagdo a P. Escrevamos entao
P ={ty,...,t,}, coma =ty < t; < --+ <t =0b o conjunto dos extremos
dos intervalos de uma tal particao P de |[a, b].

Inicialmente, vamos supor F': [a,b] — R, f : [a,b] — R. Dai, a igualdade
do Valor Médio nos da:

PO~ Fla) = Y Fltye) = F(t) = Y £(5) - (101 — 1),

com t € (tj,t;+1). Como a soma do tdltimo membro acima é uma soma de
Riemann para a partcao P, segue-se que:

I /f ] < |F(b) — Fla) = S £(E) - (b1 — b))+
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I ) - (1 - /f (t)dt] <.
=0
e como anteriormente, vale F'(b) f f(t)
Se f:[a,b] = R, F: [a,b] — R” usando 0 caso acima provado, temos:
Fi(b) — F(a) [? fu(t)dt ,
F(b) — F(a) = E = : = [ f(t)dt.
Fy(b) = Fo(a) [P fat)dt ’

4.2 Formulas Classicas do Calculo

Teorema 4.2.1. (Mudanca de Varidveis). Sejam f : [a,b] — R continua e
g : ¢, d] — R derivdvel com ¢' derivdvel e integravel e g([c,d]) C [a,b]. Entao

g(d) d
dy = ) - ¢ (z)dx
/g@ F)dy / flg() - ¢'()

Prova: Pelo teorema Fundamental do Célculo, temos fgg((j) fly)dy =
F(g(d)) — F(g(c)), com F" = f. Por outro lado, a regra da cadeia nos da:

d d
fog(t)-g'(t) = (Fog)'(t) = / fog(t)-¢'(t)dt = / (Fog)'(t)dt = Fog(d)—Fog(c).
0

Teorema 4.2.2. (Integracao por partes).  Sejam f,g : [a,b] — R com
deriwadas integrdveis. Entao

b b
/ £(0) - Ot = (f - 9)(b) — (f - 9)(a) — / F(8) - g(t)dt

Prova: Pelo teorema Fundamental do Calculo, temos:

9O~ (9@ = [ (7-aV = [ £ -9+ 1) g (00t =

/ () - glt)dt + / £(8) - g/ (£)dt
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Teorema 4.2.3. (Valor Médio para Integrais da reta). Seja f : [a,b] — R
continua e seja p : [a,b] — R integrdvel a Riemann. Entdo valem:

(A) Eziste ¢ € (a,b) tal que

b
{/f@ﬁzf@-®—®

(B) Se p nao muda de sinal, entdo existe ¢ € (a,b) tal que

/f(t)-p(t)dtzf(c)~/ p(t)dt.

(C) Se p € positiva, nao crescente com derivada integrdvel, existe c € (a,b)

tal que ,
/ﬂwmwzmy/mw

(A) Escrevendo fab f(t)dt = F(b) — F(a), temos pelo teorema Fundamental

do Caélculo, que F' é derivavel em (a,b) com F’' = f. E claro que F é
continua em [a, bl:

Prova:

||/ ft)at]| < Sup{Hf( M3l = ll;

tEa

ou seja, F' é lipschitziana (lembramos que, por definigao, toda funcao
integravel a Riemann é limitada). Pela Igualdade do Valor Médio existe
€ (a,b) tal que F(b) — F(a) = F'(¢)- (b—a) = f(c) - (b—a).

(B) Sem perda, suponha que p(t) > 0, Vt € [a,b]. Como f é integravel, é
limitada, portanto

mf {f(O)} < f(z) < sup {f(t)} =

t€(a,b] tela,b]

teigfb]{f )} p@) < f(z) - p(z) < sup {f(1)} - p(2),

tela,b]
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logo

nt {£(0)} / r)dz = / nt {f(0)} - pla)ds < / f() - pla)dz <

/ o (1)} pla)de = sup {70} |

t€la,b] t€la,b]

Pelo teorema do Valor Intermediario para derivadas aplicado a f = F’,

temos que f([a,b]) > (inftem]{f( )} Supte[ab{f( )}). Existe entao
a < c<btal que f(c) fp dx—ff (z)dz.

(C) Lembrando que definindo F(z) := [ f(t)dt, temos F' = f e F(a) = 0.
Dai, usando Integracao por partes

b b
/f /F'() ()dt:F(b)-p(b)—F(a)-p(a)—/ F(t)p (t)dt.

Pelo item anterior, existe s € [a, b] tal que

/ f@)-p(t)dt = F(b)-p(b)—F(S)-/ p'(t)dt = F(b)-p(b)—F(s)-(p(b)—p(a)).

Note que

Veja que % + L ((b§ = 1, o que quer dizer que d ¢ combinagao
convexa de dois valores da fun(;ao continua F'. Logo, pelo teorema do

Valor Intermedidrio aplicado a F', temos:
F(s) <d < F(b) = dc tal que F(c) = d.

Por conseguinte,

/ F(t)pt)dt = F(B)-p(b)—F(s)-(p(b)—p(a)) = F(e)-pla) = / " f(H)dt-p(a).
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4.3 Caracterizacao das Aplicacoes Integraveis
a Riemann

Nesta secao, consideraremos K C R" um retangulo compacto, £ um espagco
de Banach, e f : K — E uma aplicacao limitada.

Definigao 4.3.1. (Oscilagao). Seja S C K um conjunto. A oscila¢ao de f
em S é definida como

wg = diam(f(5)) = sup {d(f(z), f(y))}-

z,yEeS

Note que se S c S, vale wg < wg. Desse modo, se v € K, definimos a
oscilagao de f em x como a fungao w : K — [0, +00) dada por:

w(z) = limwp, ) = gg WB(,5)-

Proposicao 4.3.2. Seja x € K. Entao

w(z) =0« f € continua em .

Prova:

(=) Seja e > 0. Como w(x) = 0, existe § > 0 tal que wps =
diam(f(B(z,0))) < €. Por conseguinte, Yy € B(z,0), vale d(f(z), f(y)) <,
o que significa que f é continua em x € K.

(<) Seja e > 0 dado. Como f é continua em x € K, existe g > 0 tal que
y € B(z,60) = d(f(x), f(y)) < €/3. Logo, Yy, z € B(x,d), temos

A (), =) < dUf ), F) + (@), F(2) < 5 =

DO

€

wB(e.s) = dlam(f(B(z,0))) < — <&

= |

visto que w(x) = infsoowp(as), concluimos que w(x) < e. Como € > 0 é
arbitrario e w(z) > 0, segue-se que w(z) = 0.

O
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Teorema 4.3.3. (Semicontinuidade de w). A funcio w : K — [0,4+00) é
semicontinua superior: fivado o € K, Ve > 0, existe 6 > 0 tal que

d(zg,y) <0 = w(y) < w(zg) + €.

Prova:

Seja € > 0 dado. Tome &y tal que w(zp) < diam(f(B(xo, o)) < w(xg) + €.
Tomando § = dy/2, devido a desigualdade triangular, temos que dado y €
B(x,0), vale a inclusao B(y,d) C B(xg,d). Em particular, isso implica que

f(B(y,0)) C f(B(zo,00)) = w(y) <w(B(y,0)) = diam(f(B(y,d))) <
diam(f(B(xg,00))) < w(xg) + ¢,

ou seja, w é semicontinua superior.

]

Corolario 4.3.4. Sejaa > 0, exy € K. Sew(xy) < a, entdo existe 6 > 0 tal
que w(z) < o,V € B(xg,0). Em particular, o conjunto {x € K;w(z) < a}
¢ aberto.

Prova: Imediata do teorema.
O]

Corolario 4.3.5. Seja v > 0. Entao conjunto {xr € K : w(x) > a} é
compacto.

Prova:
Pelo corolario anterior, {z € K;w(z) < a} ¢é aberto, logo

{reK :wk)>a}=K\{r e K;w) < a}

é subconjunto fechado em K, portanto compacto, ja que K é compacto.
[

Definigao 4.3.6. (Conjunto de contetido nulo, segundo Jordan). Seja S C
R™. S é dito um conjunto de conteiido nulo (ou que possui conteido nulo) se
dado € > 0, existir um colegao finita formada por bolas abertas By, ..., B,
tais que U_, B; D S e > 1 vol(B)) < e.

Definigao 4.3.7. (Conjunto de medida nula de Lebesgue). Seja S C R™. S
¢é dito um conjunto de medida nula de Lebesgue se dado € > 0, existir uma
colegao enumeravel formada por bolas abertas By, Ba, ... tais que U2, B; D

Se 2 vol(B)) < e
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Observacgao 4.3.8. Tanto faz usarmos bolas fechadas em ambas as defini¢oes
acima. Por exemplo, suponha que C' C R" seja um conjunto tal que dado
€ > 0, existe uma colecao {Bj} de bolas fechadas que cobre C' e com
D jeN vol(B;) < e. Entdo dado ¢ > 0, podemos tomar uma colegio de
bolas fechadas {B;} que cobre C' e tal que >, \vol(B;) < €/2". Seja
{Bj} a colegao das bolas abertas com os mesmos centros que das corresspon-
dentes bolas B; mas o dobro do raio. Daf, UjenB; D C e D jeN vol(B;) <
2" senVol(B;) < e. Conclufmos nesse caso que C' possui medida nula ( a
reciproca é imediata, se C' possui medida nula, dado ¢ > 0 C possui cober-
tura por bolas fechadas com soma de seus volumes menor que €). O caso de
contetido nulo é totalmnte analogo.

Observacao 4.3.9. Note que todo conjunto de conteido nulo, é de medida
nula de Lebesgue. Por outro lado se um conjunto compacto ¢ de medida nula
de Lebesgue, entao ele também ¢é de conteido nulo.

Lema 4.3.10. Sejam K C R™ um retingulo, B := B(xg,r) C K e C uma
parti¢ao de K com diam(C) < r. Entdo

Z vol(C;) < 2" -vol(B).

CjGC,CJ'ﬂB#@

Prova:
Seja B a bola fechada de mesmo centro que B e raio 2r. Dadoy € C; € C,
com z € C; N B # () temos

d(y7 1’0) S d(y7 Z) + d(Z,.IO) < 2r.

Portanto C; C B. Aplicando o lema 4.0.13 ao retangulo Bea colecao de
retangulos Cp = {C; € C,C; N B # ()}, temos que existe uma partigao C de
B tal que qualquer ?j, C; € Cp se escreve como uniao de fechos de elementos
de C. Dai,

2" vol(B) > vol(B Z vol(Cy) >
CZGC
Z Z vol(C)) = Z vol(Cj).
C;€C,CiNB#D ¢y C;€C,C;NB#AD

(Note que 2" - vol(B), nem sempre ¢ igual a vol(B), pois uma bola em K é
a intersecgao de uma bola de R™ com K.)

]
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Teorema 4.3.11. Seja K C R™ um retangulo e seja f : K — E uma
aplicagdo limitada tal que, dado 6 > 0, o conjunto Es = {z € K,w(x) > 0}
tem contetdo nulo. Entao, f € integrdvel a Riemann.

Prova: Dado ¢ > 0, tome § = ﬁ(K) Como FEj possui contetido
nulo, tome uma cobertura finita B de Es; por bolas (“quadradas”, com
arestas paralelas aos eixos cartesianos) By, ..., By, tais que 7, vol(B;) <

Como w(x) = lim, o wp(,), para cada x € K, 3B(x,r,) tal que

)
|WB @) —w(T)| < 7

Tomemos entao { B(z1,7y,), - . ., B(x4,7,,)} uma subcobertura finita da cober-
tura de K dada por Ugex B(z,7,) e seja 1 seu nimero de Lebesgue, o qual
supomos sem perda que seja também menor que o minimo dos diametros das
bolas By,..., By do primeiro paragrafo desta demonstracao.

Mostremos que dadas duas particoes C e C tais que diam(C) < 7, diam(C) <
71, entao quaisquer somas de Riemann

Is(€) = s(C)I| < e.

Supondo (sem perda) que C refina C, temos:

#C #C m(j)
Is(€) = sO)ll = | Z f (@) vol(C5) — Z > f(@)vol(Cra)ll,

onde U™, = C;. Temos entdo:

#C m
I(€) = SOl = 'Y (#) vol(€) = > F(@s0) vol(Cn)) | <

(empregando a desigualdade triangular)

3

k. m(j)
SO I ay) = f(@50) vol(C)| =

Jj=1 1=1
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m(j)
Yo DU y) = fla)lvol(Cr+

J;C5NUE_ Bi#D =1

> Z ICf F(@50))lIvol(Ciy) <

7;C5NUs_ Bi=0 1=1

m(J) m(j)
Z diam(f(K)) Z vol(Cjy) + Z Z 26 vol(C'
3;C5NUS_, Bi#0 =1 J;CNUs_; Bi=0 =1
€
. . € \ <
> diam(f(K))vol(Cy) + Y SOl () vol(C;) <

j;ijUleBHé@ j;CjﬂUleBi:@

s #C
diam(f(K)) - Z Z vol(C;) + 26 Z vol(C;)

i=1 j(C;NB)#0

diam( f Z 2" vol(B vol(K) <

T3 Vol(K)

€

diam(f(K)) - 2" o7 diam(f(K))

+2/3=¢e.

m
O proximo corolario é essencialmente uma formulagao mais fechada, uti-
lizavel do teorema anterior.

Corolario 4.3.12. Seja K C R", E espaco de Banach, e f : K — FE
limitada. Se o conjunto D C K dos pontos de descontinuidades de f tem
medida nula de Lebesque, entao f integrdavel a Riemann.

Prova: Seja 6 > 0 qualquer. Escrevendo Es := {x € K;w(z) > 0}, pela
proposigao 4.3.2, temos que D = Us~oFEs. Note que fixado § > 0, Es é de
contetido nulo. De fato, dado € > 0, como D é de medida nula de Lebesgue,
existe uma cobertura por bolas UX, B, > D D Ej, com Y. vol(B,) < e.
Como Ej é compacto, existe t € N, tal que >.'_, vol(B,) < e. Como € > 0 é
arbitrario, segue-se a firmacao de que Es é de contetido nulo.

Pelo teorema 4.3.11, f é integravel a Riemann.
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Lema 4.3.13. Seja K C R"™ wm retdngulo com volume positivo. Entao
eziste uma cole¢ao de bolas (“quadradas”) fechadas By U ---U Bs D K tais
que Y _5_, vol(B;) < 2vol(K).

Prova:

Nao hé perda em considerar K compacto e assim o faremos. Suponha que
K = [ay, 131] X o X [, Bn] Tome entdo p1/q1, - .., pn/qn € Q tais que p;/q; >
(bj —aj),Vje{l,....,n}e|p1/q1---- Pn/qn — vOl(K)| < vol(K). Definindo
o retangulo K = [ay, a1 + p1/q1] X -+ X [@n, Gn + Pn/qn], temos que K D K
e que vol(hatK) =py/qy -+ - - Pn/Gn < 2vol(K). Mostremos que K pode ser
coberto (e logo K também serd coberto) por uma cole¢ao de bolas fechadas
cuja soma dos volumes iguala VOI(R'). De fato, sejag=qy--- - mer=1/q.
Entao podemos subdividir cada aresta [y, a1 + p1/qi], -, [Gn, Gn + Pn/qn]
em intervalos fechados de igual comprimento 7 cujos interiores sao disjuntos.
Mais precisamente, denominemos por I y(;) := |a;+ (k(j) —1)-7,a; +k(j) 7],
onde j = 1,...,nek(j) = 1,...,(pj - 9)/¢q;- Dala colecao de bolas B :=
{hikay x - X Ly geny, com k(j) =1,...,(pj-q)/q;, para j =1,...,n} cobre
K e a soma de seus volumes é:

(p1-9)/ ¢ (Pn-q)/qn
Z vol(B) = Z Z vol,, (11k(1 X Do k() =
BeRB k(1)=1 k(n)=1
(r1-9)/ a1 (Pn—1-9)/qn-1 (Pn-q)/an
Z U Z VOln—l([l,k(l) - X In 1,k(n— 1) Z VOll n,k( n)
k(1)=1 k(n—1)=1 k(n)=1
(P1-9)/a (Pn—1-9)/qn—1 (Pn-9)/an
S S ol % K D) S Vg =
k(1)=1 k(n—1)=1 k(n)=1

(p1-@)/ @ (Prn—1-9)/qn-1

Z Z voly—1 (T gy X« X -1 k(n—1)) - (Pn/@n);

k(1)=1 k(n—1)=1

Donde concluimos, procedendo indutivamente que ), vol(B) = vol(K) <
2vol(K).
[

Teorema 4.3.14. Seja K C R" e seja f : K — R uma fungao integrdvel.
Entao Es = {x € K,w(z) > §} possui conteido nulo, Yo > 0.
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Prova: Seja 0 > 0 fixado. Seja ¢ > 0 dado. Para cada x € K tome
r. > 0 tal que

\WB(@r,) —w(@)| < /2.

Tome entao uma subcobertura finita de UycxB(z,7,/3) ¢ n o nimero de
Lebesgue desta subcobertura.

Como f ¢ integravel, existe uma particao C com diametro menor que 7n
tal que para duas escolhas quaisquer {z;,z; € C; € C} e {2;,2; € C; € C},
temos

k k

[ D Slag)vol(Cy) =) f (i) vol(Cy) Z f(@) = f(&5)) vol(Cy)] < €-6/2.

j=1 j=1

Em particular, tomando x; e Z; préximos, respectivamente, a sup f(C;) e
inf f(C}), concluimos que

\Z(supf(cj) —inf f(C})) - vol(C;) < e-6/2 < e-6.

Note que se y; € int(C}), temos

k

Zuj y;) vol(C. ch vol(C' Z(sup f(C;)—inf f(C;))-vol(C}) < €.

J=1

Se y € Es, temos que w(y) > 6. Seja {C;} a colecio dos elementos de C
tal que intéj N Es # 0. Daf, Uéj D Ejs. Por outro lado,

Zé vol(C <ch vol(C}) < e+ 5:>Zv01

]

Corolario 4.3.15. Seja K C R" e seja f : K — R uma fungao integrdvel.
Entao o conjunto D C K dos pontos de descontinuidades de f é de medida
nula de Lebesgue.

Prova: Note que D = UjenE,/;. Como f € integravel, o tltimo teorema
nos dd que Ej/; possui conteido nulo, Vj € N.
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Seja € > 0; para cada 7 € N, tome uma cobertura por bolas UZI:(j)Bj,k D

E,j; tal que Z;n:(]l) vol(Bj ) < €/2771. Temos entao que a uniao enumerdvel

UiZs UZL:({) Bjx > D

e que
o0

)
vol(Bjx) < 26/2“1 <€,

j=1 k=1 j=1

oo m(j

o que implica que D é um conjunto de medida nula de Lebesgue.
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