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Boémio revela-se em Matematica

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nasceu na Alemanha, de familia catdlica
liberal.

Weierstrass ndo gostava de musica mas saiu-se muito bem nos estudos. Incen-
tivado por seu pai, foi para a Universidade de Bonn estudar Direito. Al se tornou
perito em beber e em esgrima em lugar de Direito e Matematica, saindo sem gra-
duar-se.

Em Minster preparou-se para o ensino secundario, onde foi protegido por
Gudermann, que iniciou Weierstrass em teoria das funcgdes, seguindo os passos
de Abel.

Obteve seu diploma de professor aos 26 anos, ensinando em vérias escolas
secundarias e mais tarde na Universidade de Berlim, onde em suas conferéncias
dava énfase 3 ‘‘teoria estdtica da variavel””, sem nenhum recurso de pontcs ou retas
mdveis, nenhum abandono de quantidades infinitamente pequenas, s6 ocupando-se
dos nimeros reais, da operagdo de adigdo e sua inversa e da relagdo “‘menor que”.

O simbolismo de Weierstrass e seu aluno Heine expulsou do Cidlculo a nogdo
de variabilidade, sendo desnecessdrio usar infinitesimais fixos. Estava assim tentan-
do substituir conceitos intuitivos por precisdo logica e demonstragdes rigorosas.

Weierstrass tentou separar o Cédlculo da Geometria baseando-se apenas no
conceito de niimeros. Para isso foi necessério definir nGmero irracional independen-
temente de limite. Chegou & conclusdo da existéncia de um limite de uma segiiéncia
convergente tomando a propria seqiiéncia como o nimero ou limite e definiu
namero irracional como seqliéncia ordenada de um agregado de racionais, contri-
buindo ndo sé& para a definigdo de niimero real mas também para um melhor con-
ceito de {imites, que é em esséncia o que temos hoje.

Weierstrass fez suas primeiras descobertas aos quarenta anos de idade e foi
reconhecido como o maior analista do mundo, notivel excegdo da idéia comu-
mente aceita de que um matemdtico deve revelar-se cedo.

CAPITULO1I

FUNCOES

Neste capitulo resumiremos aspectos essenciais do estudo das funcoes, feito
ao longo dos volumes 1, 2 e 3 desta colecdo. tntroduziremos mais algumas nog¢des
que serdo necessarias ao desenvolvimento deste livro.

I. A NOGAO DE FUNCAO
1. Definigdo

Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, chama-se relagcdo de A em B um
conjunto formado por pares ordenados (x, y) em que xX€ A e y EB.

Exemplo

Se A={a b c dl e B=1{0, 1,2}, entdo:
R, = {(a, O}

R: ={(a, 1), (b, 0}, (b, 1), (e, 2), (d, 2)}

Ry = {(a, 0}, (b, 1), (c, 1), (d, 2)}

sdo trés exemplos de relacGes de A em B.

n

2. Definicdo

Uma relacdo f de A em B recebe o nome de funcdo definida em A com
imagens em B ou aplicacio de A em B se, e somente se, para todo x € A existe
um s6 y € B tal que {x, y) € f.

No exemplo anterior, s6 a relacio R; é uma funcdo, pois em R, os ele-
mentos b, ¢, d ndo participam de nenhum par e em R, o elemento b participa
de dois pares.



3. Lei de correspondéncia

Geralmente, existe Uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante
a qual, dado um x € A, determina-se o y € B de modo que {x, y} Ef.
Assim, por exemplo, dados os conjuntos A ={0, 1,2, 3} e B =101,

2,3, 4,5,6,7,8, 9} easentenga aberta y = x*, é possivel considerar a fungéo:

f={(0,0, (1,1, (2,4}, (3 9}
2

de A em B, cujos pares (x, y) verificam a lei y = x°.
Para indicarmos uma fungdo f de A em B que obedece 2 lei de correspondén-
cia vy = f(x}, vamos usar a seguinte notacdo:

f:A— B
x ——— f(x)

Freqlientemente encontramos funcdes em que a lei de correspondéncia para
obter y a partir de x muda, dependendo do valor de x. Dizemos que essas
" fungdes sdo definidas por vdrias sentengas.

Exemplos

19 f:IR — R tal que

1, se x< 0
f(X)_{-L se x>0

é uma funcdo definida por duas sentengas:

¥y =1 (quando x < 0)
ou
y = -1 {quande x > 0)

29) f:IR —— IR tal que

-X, se x<0
f(x)={0, se D x <1

x, se x =1
é uma fungdo definida por trés sentencas:
y = -x quando x €] -eo, 0f
ou
y = 0 quando x € [0, 1]
ou
y = x quando x € [1, +oo

As fungbes definidas por varias sentengas tém uma importancia especial neste
livro.

2-H

4. Dominio e imagem

Chama-se dom/nio da fungdo f: A —— B o conjunto A. Notagdo: DIf).

Chama-se imagem da fungdo f: A —— B o conjunto constituido pelos ele-
mentos y € B para os quais existe algum x € A tal que (x, y) € f. Notagdo:
Im(f).

Chama-se contradominic da funcdo f: A —— B o conjunto B. Notagdo:
CD(f).

Por exemplo, se A = {0, 1,2, 3}, B=10,1,2, 3,4,5,8, 7,8, 9}e
f:A——> B ¢ definida pela sentenga y = x*, temos:

f=1{(0, 0}, (1, 1), (2, 4), (3, 9)}

pif) = {0, 1, 2, 3}

Im(f) = {0, 1, 4, 9}

cD(f) ={0,1,2.3.4,5,6,7,8,9}

E evidente que, para todo f,
im({f} € B.

Lembremos ainda que, feita a representacdo cartesiana (grafico) da fungdo
f, temos:

1) Dominio D(f) & o conjunto das abscissas dos pontos do gréfico, isto é, o
conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais por eles conduzidas
interceptam o grafico.

It} Imagem Im(f) ¢ o conjunto das ordenadas dos pontos do gréfico, isto é,
o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais por eles condu-
zidas interceptam o grafico.

Exemplos
4 y
——1a
|
|
J
| 4
! | .
-2 0f 1 x X
D) ={-2, 1] D(f) = IR™
Im(f) = [0, 4] Im{f) = IR

3-H



Uma fungio estd bem definida quando sdo conhecidos D{f}, CD(f) e a
lei de correspondéncia y = f(x). E comum, entretanto, darmos apenas a sentenca
aberta y = f(x) para nos referirmos a uma funcdo f. Neste caso, fica subentendido
que D(f) é o conjunto formado pelos nimeros reais cujas imagens sao reais, isto €:

X € DIf) =y = f(x) €R

5. FuncOes iguais

Duas funcdes f:A — B e g:C—— D s30 iguais se, e somente se,
A=C, B=D e f(x)=glx) para todo x € A,

Exemplos

19 Se A=1{-1,0 1} e B=1{0, 1,2 4}, as funcBes f:A —> B e
g:A —— B dadas por filx) = x* e glx) = x* sdo iguais pois:

H-1) = (-1)? = (-1)* = g(-1)
£(0) = 0° = 0* = g(0)
f(1) = 12 = 1* = g(1)

29) Se A=1R" e B=IR, asfuncBes f:A—— B e g: A —— B dadas

2
por f(x) =x-2 e glx) = -)5-;& sdo iguais pois, para todo x €R*, temos:

X x? - 2x
ﬂX)=x—2=;'(x‘2)=‘—x“‘=9(X)

Il. PRINCIPAIS FUNCOES ELEMENTARES
6. FungGes polinomiais

Dada a sequéncia finita de n(meros reais (ay, a;, a;, ..., 2,), chamase
fungdo polinomial associada a esta seqléncia a funcdo f:IR —— IR dada por:

flx) = ap + agx + a3x? + .. + apx"

Os reais ag, ay, a,, ..., 3y $30 chamados coeficientes e as parcelas ay, a; x,
a; %%, ..., apx" sd@o denominadas termos da fungdo polinomial.
Uma fungdo polinomial que tem todos os coeficientes nulos € chamada

fungio nula.

4-H

Chama-se grau de uma fungdo polinomial f, nio nula, o nimero natural p
tal que ap £ 0 e a =0 para todo i>p.

Exemplos

19) f(x) =1+ 2x + 6x* + 7x3 tem grau 3
29) gix) =2 + 3x* tem grau 2

39 h{x) =1+ 4x tem grau 1

49) i{x) =3 tem grau O

Uma funcéo polinomial do tipo f{x) = k, isto é, uma funcdo em que 3=k
e a; =ay = .. =0 e chamada fungio constante.

v

O gréfico de uma fun¢do constante 0, k)
é uma reta paralela ao eixo dos x, peloe =—
ponto {0, kl. A imagem é o conjunto
Im = {k}.

xy

n

Uma funcéo polinomial que apresenta ap = b, a; =a#0 e a; =83 =...=0
é chamada fungio afim, portanto, afim é uma fungdo polinomial do tipo f(x) =
=ax +b, com a#0,

O gréfico de uma fungdo afim é uma reta passando pelos pontos (0, b) e

(-b

- 0). Quando a > 0, a fungdio afim é crescente e, se a < 0, ela é decrescente.

Sua imagem é R.

\V ﬂ<o v‘ a>0

\ (0, b} 4'1,,

e
™
DIU’

e
xy



Uma fungdo polinomial que tem ap =c¢,a; =b,a; =a#0 e ag=ag=..=0 7. FuncBes circul b v
€ chamada fungdo quadrdtica, portanto, quadratica é uma funcdo polinomial do - Tungoes circularas
tipo flx) = ax? + bx + ¢, com a # 0.

O arafi v e , . . . Dado um namero real x, seja P Py
grafico de uma fungdo quadratica é uma pardbola que tem eixo de simetria . ) . o
b b A sua imagem no ciclo trigonométrico. As
nareta x = - 72 ° vértice no ponto V {- 5 ' " 2a ). Se a>0, aparabola tem coordenadas de P em relagdo ao sistema Al N
) ) a a uOv, OP, e OP,, sdo chamadas cos x 0 u
concavidade voltada para cima e, se a < 0, para baixo. Conforme A = b? - 4ac (cosseno de x) e senx (seno de x)
seja positivo, nulo ou negativo, a interseccdo da pardbola com o eixo dos x & respectivamente.
formada por 2, 1 ou nenhum ponto, respectivamente.
Assim, sdo os seguintes seis tipos de grificos que podem ser obtidos para fun- g’

¢Oes quadraticas.
Chama-se fungdo seno a fun¢do f:lR —— IR que associa a cada realx o

real C_ﬁl = sen x, isto é, f(x) = senx.
Sdo notaveis as seguintes propriedades da fungdo seno:
18) sua imagem é Im = [-1, 1], isto é, -1 < senx < 1 para todo

vt a>o0 v] x € R;
e 28) ¢ periadica e seu periodo é 2m;
A|> 0 \ A=0 A,< ° 33) seu grafico é a sendide.

Ay = sen x

1
\ ar
| \'4 ) 2

[

T eV
o

<r

-V

[=]

r

Ny
x ¥

X |V x | X - 0 n i 2w
l | !
v -1 A
Chama-se fungdo cosseno a fungdo f:IR —— IR que associa a cada real x
oreal OP, = cosx, istoé, f(x) =cosx.
S30 notéveis as seguintes propriedades da fungdo cosseno:
i 13)  sua imagem é o intervalo [-1, 1], isto é, -1 € cosx € 1 para todo
di Y Y € R;
IV [ ] X '
/r\ I I 23} & periodica e seu periodo é 2,
] v | o 32) seu grafico é a cossendide.
i

T o B
/ { x x v x Ay =cosx
i| _ |

[ ]
A
o
~.
w
I e/ ———
=

/ I
: 2 <o _IN L I
A>p A=0 / A< O "y_g -:) _21\11' /1211 21 Q X
7-H



i1
Para x&€ IR e x #—2-+ km (k&€ Z} sabemos que cos x # 0 e, entdo, existe o

. sen X .
quociente , denominado tg x.
cos X

Chama-se funcdo tangente a funcio f:{x € R |x ¢%+ kn} — R que

. senx .
associa a cada x o real tgx = isto €, f(x) = tgx.
cos

v

Destacam-se as seguintes propriedades da fungdo tangente:

19)  sua imagem é IR, isto &, para todo y € IR existe um x € R tal que
tgx=y;

23} & periddica e seu periodo é T

39)  seu grafico é a tangentdide.

AY =1 x

o
Nf=R
E)
N
x

8. Funcoes exponenciais

Dado um nimero reaia, com 0 < a ¥ 1, chama-se fungdo exponencial de
basea a funcio f:IR — IR definida pela lei f(x} = a*.

Destacamos as seguintes propriedades das fungdes exponenciais:

13)  sua imagem é R, , isto 6, aX >0 para todo x € R;

23) se 0 < a< 1, afuncgdo é decrescente e, sea > 1 a funglo é crescente;

33)  seu grifico tem um dos seguintes aspectos:

(0, 1}

xy

EXERCICIOS

H.1  Construir os graficos das seguintes fun¢Ges definidas em IR:

anu={“’°x<°

2, se x >0
-1, se x <1
b} fz(x)={x, se x > 1
_|x. se x#0
e falx) _{1, se x =0
-x, se x < -1
d) faix) = 4 0, se -1 <x K1

x, s X > 1

) felx) = x+1, se x<0
&I T x-1)2,5e x20

6 felx) = x2 + 2% + 1, se x <O
60 T 42 41, se x>0



H.2  Construir os gréficos das seguintes fun¢Bes elementares:

a) f{x) = Ix|, isto é, flx)={ % %€ x20
: -x, se x < 0

b) gix)

]

X
Ta] € x#0 ¢ gl0) -0

¢} hix)

-’1-<~, x #F 0.
A ilx) =, x#£0

x2 * '
e) jlx) = x3.

H.3 Construir o grafico da funcé’c; f:IR —— R dada pela lei:

B cos x, parg x <. 0
fix} = X
2%, para x>0

I1l. COMPOSICAO DE FUNCOES
9. Definigdo

Dadas as funcaes f:A——B e g:B—— C, chama-se funcdo composta de
gcom fafuncio F:A —— C definida pela lei F(x) = g{f(x).

Isto quer dizer que a funcdo F feva cada x € A no elemento F{x}
obtido da seguinte forma: sobre x €A aplica-se f, obtendo o elemento f(x) €B,
e sobre f(x) aplica-se g, obtendo-se o elemento g{f(x)} € C, também chamado

F(x}.
A funcdo F, composta de g e f, também pode ser indicada com o simbolo

g of (lése:r g circulo 7).

10. Exemplos

19) Consideremos os conjuntos A = {-1, 0,1, 2}, B=10,1,2 3 4}
C-=11,3,5, 7, 9}. Consideremos também as funcbes f:A — B tal que f(x]) =
=x* e g:B—— C 1al que glx) = 2x + 1.

£ imediato que:

fl-1) = 1, f0) =10, (1) =1 e f(2} = 4.
Também é evidente que:
glo) =1, glt) =3, gl2) =5, g3 -7, e g{4) = 9
Neste caso, a funcdo composta F ¢ a funcdo de A em C que tem o se-

guinte comportamento:

F{-1) =g{f(-1))=g(1) = 3
F(0) = g(f{0)) = gl0) = 1
F(1) = gi{f{1}) = al1) = 3

F(2) = glf(2)) = gl4) =9

O esquema ilustra o que ocorreu:

10-H
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A funcdo F tem também uma lei de correspondéncia que pode ser encontra-
da se procurarmos o valor de F{x):
Fix) = glf(x)) = 2 - f(x) + 1 = 2x® + 1

De tforma geral, para obtermos a lei de correspondéncia da fungdo composta
F =g o f devemos trocar x por f(x) na lei de g.
29) Sejam as fungdes de IR em IR:f(x) = sen x e g{x) = x? + A composta
de g com f é a funcdo F:IR—— IR tal que:
F{x) = {gofi(x) = g(f{x)) = (f{x})® = sen®x
39) Sejam as funcdes de IR em IR:f(x) = 2x e gi{x) = e*. A composta de
9 com f é a funco F:R—— IR tal que:

F(x) = {gof)(x) = g(f(x)) = ef®) = ¢2x

1. ObservagGes

18) A composta gof sé é definida quando o contradominio de f é igual
ao dominio de g.

23) Quando A=C, istoé f:A—>sB e g:B ——> A & possivel definir
duas compostas gof = F, e fog = F,.

Assim, por exemplo, se f:IR, ——IR é dada por #(x) =V x e g:IR — IR,
¢ dada por gi{x) = x* + 1, temos:

Filx) = (gofix) = glf{x)) = (HxD? + 1 = (VX)? + 1= x + 1

Falx) = (foglx) = Hglx)) = Vglx) = VX +1

sendo F;:!R, — IR, e F,:R—— IR,

De maneira geral, quando ambas existem, gof e fog sdo funcdes distintas
e isto nos obriga a dobrar a atengio quando COMpomos.

12. Para a compreensio de alguns assuntos deste livro é fundamental que saiba-
mos decompor (sempre que isto for possivel} uma fungio em duas ou mais fungdes
elementares.

Exemplos

19) A funcdo F(x)=sen®x deve ser vista como F(x) = (sen x)*, portanto,
F ¢é acomposta gof, sendo gix) = x> e fix) = sen X, Uma vez que o esquema
para calcular F{x) apartir de x é o seguinte:

X — > senx ———— (sen x)?
g
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3x%4 1

29) A funcdo F(x) = cose como seria decomposta? Olhando o es-

quema para caicular F(x), temos:

IxZ+1 3x2+1
XT# P+ —— 5 e

entio F & a composta ho{gof), sendo flx)=3x%+ 1, gix)=e" e hix} = cos x.

EXERCICIOS

HA4 Se f:A—— 8 & dada pela lei f(x) = x -1, g:B——>C ¢ dada por gix) =
=2x+1, A=-{1,2,3}, B={0,1,2,3,4} e c=1{0,1,2,3,4,5,8,7,8, 9}, deter-
minar os pares ordenados que constituem goOf.

H5 Se f e g sdo fungBes de IR em IR dadas pelas leis f(x) = x3 e g{x) = x + 1, obter
as leis que definem as compostas: gOf, fOg, fOof e gQg.

H.6 Sejam as fun¢Bes reais flx) = x + 2, gix) = x2 e h(x) = 2%. Determinar hOgof e
fogoh.

H.7 Determinar fungdes elementares f e g de modo que ¢Of = F, quando F é uma
funcdo real dada por uma das leis abaixo:

a) Fix) = Ix2 + 1l
b) Fix) = sen (x? + 4}
e} Fix) = tgx3

d) Fix} = tg¥x

e) Fix) = 2°08 %
f) Fix} = sen 3%

H.8 Determinar as fungGes elementares f, g ¢ h de modo que hOogOf = F, sendo F uma

fungdo real dada por Fix) = cos 2%+3,

13
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IV. FUNCOES INVERSIVEIS

13. Dada uma fungdo f:A — B, consideremos a relagdo inversa de f:
1 ={ly, x) €B X Allx, y) € f}

Quase sempre ' ndo é uma fungdo ou porque existe y € B para o qual
ndo hA x € A com |y, x) € f! ou porque para 0 mesmo y € B existem
X1, Xz € A com x; #Fx;, ly, %) €EF! e (y, x,) €. Vejamos dois exemplos:

f & funcdo 1 nio 6 fungdo
A
(6 ndo tem correspandenta)
f é fungdo ! ndo & funcdo

A B B A

(3 tem dois correspondentes)

E imediato que f™' & uma fungdo quando todo yE B é o correspondente
de um dnico xE A,

14-H

14. Definigao

Uma funcdo f:A —— B & jnversivel se, e somente se, a relagdo inversa de f
também é uma fungdo, isto é, para cada y € B existe um Unico x € A tal que

y = f(x).
Indica-se a funcdo inversa de f com a notagio f!.

15. Observagdes

13) Sendo f' afuncdo inversade f, temos as seguintes propriedades:

a) D(f ') = B = Im({)

b) Im(f!) = A = D(f)

)y, x) €Ef' = (x, y) €1

dl o grafico de ™' & simétrico do grafico de f em relacdo a ret.
y = X.

29) Dada a funcdo inversivel f:A —— B, definida pela lei y = f(x),
para obtermos a lei que define f™! procedemos assim:

a) transformamaos algebricamente a expressdo y = f(x) até expressar-
mos x em fungdo de y:x = i (y).

b) na lei = 1 (y) trocamos os nomes das variaveis (x pOr y e vice-
-versa), obtendo a lei v = 7 (x).

Assim, por exemplo, se f:IR —— IR ¢ dada por f(x) = 3x +2 e queremos
obter a inversa de f, temos:

f(x) =y = 3x + 2 :x:lé—2
Permutando as variaveis, temos:
x-2
=73
-2
portanto, f~' & uma funcdo de IR em IR dada por F'(x) = = 3

16. Inversas notdveis

Ha algumas funcdes, inversas de funcdes elementares, cuja importincia é
grande para o estudo que faremos neste volume:
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c. a fungdo arco-seno: y = arc sen x
a. a fungdo y = v x

- . , . T
A funcdo f:IR, — IR, dada pela lei de correspondéncia y = x* & inversi- A funcdo seno ly = senx), quando restrita a0 dominio |- 2 E] ¢ a0

vel. Sua inversa é f':IR, — IR, dada por y =V x . Seus graficos, simétricos contradominio [-1, 1], & inversivel e sua inversa é a funcio de [-1, 1] em

em relagdo & bissetriz do 19 quadrante, sdo os seguintes:

Tom .
[- =, =1 dada pela fei y = arc sen x.
2 2
vl
by fix) = x? by
T]_ £ (x) = arc sen x
: |
A partir da sendide, usando a sime- 17T /f,/lﬂ") = sen x
7 k) = x tria em relagdo a bissetriz y = x, cons- - 1 I
truimos o grafico ao lado. 1 $—1 -
™ : o T X
2l L7 b
L{I_ 1 -
R N
- o 2
X X

d. a fungdo arco-cosseno: y = arc cos X

b. a fungdo logaritmica: y = log,x (0 < a # 1) A funcdo cosseno (y = cos x), quando restrita ao dominio [0, 7] e ao

A fungio f:IR — IR, dada pela lei y=2a%,0<a®* 1, chamada contradominio |-1, 1], & inversivel e sua inversa é a fungdo de [-1, 1] em
exponencial, é inversivel. Sua inversa é f! :IR: — IR dada por y =logyx, cha- [0, ] dada pela lei y = arccos x.
mada logaritmica. Dependendo do valor de &, os gréficos da logaritmica e da ex- . . - .
ponencial tomam um dos aspectos seguintes: Analogamente a fungdo anterior, temos o grafico abaixo.
A v =cosx Ay = arc cos x
v T
X ' }
| |
-1 0 1 x
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e. a fungdo arco-tangente: Yy = arc tg x
. L. T
A fungdo tangente (y = tg x), quando restrita ao dominio ]-3, —2-[ e ao
- , . , . , . T
contra-dominio IR, é inversivel e sua inversa é a funcdo de R em ]h—z-, E[ dada
pela lei y = arctgx. Eis o gréfico:

by =1gx kv =arctg x

s

1
N3
Nlﬁ

ISTE

EXERcCICIOS

H9 Examinar cada uma das fungdes abaixo e estabelecer quais sdo inversiveis. Para estas,
definir a inversa.
al f:{a,b,c} — {a b, ¢’} 1al que f=1la,a), (b, b'), (e, ¢’}
b) g:{1,2,3} — {4,5,6,7} tal que 9(1) =4, g(2) =6 e gi3} =4,
c} h:lR —> IR tal que hix} =1 -5x.

d) i:IR — IR tal que i{x) =x3 - 2.
e} j:IR_.—> R, tal que jix} = x2.

f) p:IR* —R" tal que pix) =%.

H.10 Determinar a inversa da fun¢cdo f:[R —> IR assim definida:
X, quando x <1
x;1 , quando 1 <x<3
x2— 7, quando x >3

fix} =

H.11 Ssjam as fungSes f: R — R tal que fix) = 2x -3 e g:IR—>IR talque
3
g{x) =V x —1 . Determinar a fungdo g-1of-,

H.12 Determinar a inversa da funcdo f: IR: — IR dada por fix} = log \/; .

H.13 Determinar a inversa da fungdo f:[-7, 1] —> -1, 1] dada pela lei fix) = sen% .
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V. OPERAGOES COM FUNCOES
17. Adigao

Dadas duas fungdes f:A— B e g:A —— B, chama=se somas f +ga
funco h:A —— B definida pela lei h{x} = (f + gl(x) = fix) + g(x).

Por exemplo, sejam as funcdes de IR em IR: f(x) = eX e gix) = e™™. Sua
soma é a funcdo h(x) = eX + 7%,

18. Subtragdo

Dadas duas funcdes f:A — B e g:A —— B, chama-se diferenca f-g a
funcdo h:A —— B definida pela lei hix) = (f - g)(x) = f(x) - g(x).

Como exemplo, sejam as fungdes de IR em IR: f(x) = sen x e g(x) = log x.
Sua diferenga é a funcdo h(x) = sen x - log x.
19, Multiplicagdo

Dadas as fungGes f:A —— B e g:A —— B, chama-se produto fg a fungdo
h:A —— B definida pela lei h(x) = (fg)(x) = f(x) - gi{x).

Assim, se f(x) = x* e g(x)} = cos x sdo fungdes de IR em IR, seu produto
é a funcde h(x) = x* - cos x.

20. Quociente

Dadas as fungGes f:A —— B e g:A ——B, chama-se quocientez';— a fungdo

k
h:A — B definida pela lei h(x) = (%)(x) =% para x€ A ={x €A | g{x) #0}.
Assim, se f(x) = x* e g(x) = x - 1 sdo funcdes de IR em IR, seu quo-

2

ciente é a funcdo hi{x) = definida em IR - {1}.
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Autoditada cria a Anéalise

Gottfried Weilhelm Leibniz nasceu em Leipizig; aos quinze anos entrou na Universidade,
aos dezessete j§ era bacharel e aos vinte doutorou-se em Nuremberg, Adquiriu grande conhe-
cimento geral em Teologia, Direito, Filosofia e Matemdtica sendo considerado um dos
Gltimos sébios. Viajou muito representando o governo como diplomata e, numa de suas visitas
a Londres, em 1643, tornou-se membro do Royal Society.

Leibniz, por ser autodidata, fregilentemente redescobria teorias e as desenvolvias
como & o caso de sua primeira realizacdo em séries infinitas: % =—: -13 + —;—] —% + o
expansdo da teoria de Gregori.

Ac estudar um problema proposto por Huygens, acabou por fazer uma descoberta,
-0 tridngulo harmonico, andlogo ao tridngulo de Pascal que fascinava Leibniz. Passou entdo a
estudar as obras de Pascal sobre ciléides e séries infinitas, generalizando um método impor-
tante para soma e diferenca de funcBes, tanto racionais como irracionais, algébricas ou
transcendentes (palavra que ele criou).

Percebendo a grande importancia das notagBes como auxiliar de pensamento, é res-
ponsavel por muitas delas como dx e dy para diferenciais em x e y, fydx para integral e foi
© primeiro @ empregar as expressGes “‘cdlculo diferencial”, “cdicuto integral” e “funcio’’.
Usou o ponto para multiplicagdo e escreveu proporgio na forma a ¢ b = ¢ *d 0 que nos
sugeriu: para indicar divisdo. Ainda criou a notagdo ~ para ‘“é semethante a'" @ =~ para '‘é
congruente a”. Leibniz e Newton € que persistiram no uso do sinal =, criado por Recorde,
até hoje usado.

Em 1684, sob o titulo de “Um novo método para méximos e minimos, e também para
tangentes, que ndo € obstruido por quantidades irracionais”, expde, pela primeira vez, seu
cdlculo diferencial dando &s férmulas de derivacdo: dxy = xdy + ydx, d% = g_dx_;zx_d_[ e
n

n-1 . A s
dx ' = nx  “dx, juntamente com aplicagBes geormétricas.

Sua obra mais famosa é “Acta Erudito-
rum” (AnotacSes dos eruditos} onde observouy
uma diferenciacdo e integracio sdo operagdes
inversas enunciando o teorema fundamental do
célculo e mostrando que as fun¢Bes transcenden-
tes sdo fundamentais em Analise.

Sua teoria de diferenciacio, pelas notacdes
que usou, foi mais aceita do que a Teoria dos
Fluxos. de Newton, embora os dois tivessem
desenvolvido a Analise na mesma época.

Em 1963, numa carta a L’Hospital, chegou
a dar antecipagio da teoria dos determinantes,

Como filesofo pretendia reduzir as discus-
: 3 sdes logicas a formas sistemdticas. Otimista ao ex-

. R tremo, sempre acreditou numa futura universali-
Gottfried W. Leibniz zagdo da linguagem, o que foi muito produtivo
(1646 — 1716) para a Matematica.

CAPITULO IT

LIMITE

. NOCAO DE LIMITE DE UMA FUNGAO

21. Seja a fungdo f{x) = (ZX_IW definida para todo x real e x#1.

Se x # 1, podemos dividir 0 numerador e o denominador por x - 1 obtendo

fix) = 2x + 1.
Estudemos os vaiores da fungdo f quando x assume valores proximos de 1,

mas diferentes de 1.
Atribuindo a x valores préximos de 1, porém menores que 1, temos:

x |0|lo5)|075| 09| 0990999

fix) 11 2 {25 1282982998

Se atribuirmos a x valores préximos de 1, porém maiores que 1, temos:

x 21156} 1256 1,1 1,01.] 1,001

f(x) |5, 4 |35 |32/3,02] 3002

Observermnos em ambas as tabelas que, quando X se aproxima cada vez mais
de 1, f(x) aproxima-se cada vez mais de 3, isto &, quanto mais proximo de 1
estiver x, tanto mais proximo de 3 estara f(x).
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Notemos na primeira tabela que:

28 isto 8, x-1=-01 == f{x) -3 =-0,2

x=09 == fx)

=099 —= f(x) =298 istoé x-1=-001 = f{x)-3=-0,02

x
I

0,999 —= f(x) = 2,998 isto 6, x - 1 = -0,001 — f{x}- 3 = -0,002

x
]

e, a segunda tabela nos mostra que:
x =1, == f{x) = 3,2 isto &, x-1=0.1 == f(x}) -3 =02

302 istoé, x-1=001 == f(¥ - 3=0,02

x = 1,01 —= f(x)

1,001 = f(x) = 3,002 isto §, x - 1=0,001 == (x)-3 = 0,002

X

pbrtanto, pelas duas tabelas vemos gque:

Ix - 11 =01 == If{x}) - 3] =0,2

Ix - 11= 001 = If{x) - 3l =0,02

Ix - 11 = 0,001 == lf(x) - 3| = 0,002

Observernos que podemos tornar f{x) tdo proxime de 3 quanto desejarmos,
bastando para isto tomarmas X suficientemente préximo de 1.

Um outro modo de dizermos isto é dizer: podemos tornar o médulo da di-
ferenga entre f(x) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos desde que tomemos 0 mé-
dulo da diferenca entre x e 1 suficientemente pequeno.

22. A linguagem utilizada até aqui nfio é uma linguagem matemética, pois ao di-
zermos “lf(x) - 3| tdo pequeno quanto desejarmos” e *Ix - 1| suficientemente
pequeno”, ndo sabemos quantificar o quio pequenas devem ser essas diferencgas.

A Matemaética usa simbolos para indicar essas diferengas pequenas. Os simbo-

los usualmente sdo ¢ (epsilon) e & (delta).

Assim, dado um namero positivo €, se desejamos |f(x} - 3| menor que ¢,
devemos tomar Ix - 1] suficientemente pequeno, isto & devemos encontrar um
nimero positivo 8, suficientemente pequeno, de tal modo que

0<|x=11<8§ == [fix)-31<e¢

A condigio 0< Ix - 1| é neste caso equivalentea 0+ Ix - 1], istoé, x#1,
porque estamos interessados nos valores de f(x), quando x estd proximo de
1, mas ndo para x = 1.
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E importante perceber que & depende do € considerado. Nas duas tabelas
vemos que:

19 Ix-11=01= If(x) - 3| = 0,2
entao se for dado ¢ = 0,2, tomamos & = 0,1 e afirmamos que
0<Ix-11<01 == If{x) - 3l <02
29) Ix - 11=0,01 = Ifix) - 3| = 0,02
entdo se for dado ¢ = 0,02, tomamos § = 0,01 e temos:
0 < Ix - 11<001 — [f{x) - 3| <002
3% Ix-11{=0,001 = If(x) - 3] = 0,002
entdo se for dado € = 0,002, tomamos § = 0,001 e temos:
0 < Ix-1<0001 —= [f{x)-3l < 0,002

€

Notemos que, dado ¢, tomamos § =5

?

Generalizando, afirmamos que

qualquer que seja o valor positivo e, podemos tomar 6 = < tal que
2

0<Ix—1|<6=% = Ifix) - 3l< ¢

De fato,

_ € € -
0< Ix 1i<6-§ =>|x—1|<3 =2 Ix-1l<ce —
== |2x - 2l<e == 12x + 1 -3l < ¢ = lf(x) - 3l <€

fix)

Notando que
0<ix-1M<bem1-6<x<148 3+¢€
ex¥*1

I e —

e
fx) -3l<eem3-e<fix)<c3+e * "€
vejamos qual € o significado do ¢ e §

no gréfico ao lado. /
* Para todo x entre 1 -5 e 1+ 8§

e x # 1, temos os valores de f(x} en-
te 3-¢€ e 3 +e. 1-8

——

1+8 X

23-H



€ o s P .
23. 0O valor considerado 5 Ppara § n3o é Gnico, é simplesmente o maior valor

que & pode assumir.

. € .
Assim se considerarmos §; = 3 teremos também

0<|x—1|<61=%=>lf(x)—3|<e
De fato:
Ix - 11 _ € ol & == 2Ix-11< = ==
0< X-1 <61—3 = |IX - 3 3
| | < 2 l2x + 1 - 30 < 2 —
= |2x-2 <—§— == |2x 3

fix)

Q=>|f(x)-3|<2—36
== [f(x) - 3| < €

2¢
mas 3 < €

Considerando &§; < §, percebemos V4
que o intervalo de extremos 1 -&8; e
1 +§,; estd contido no intervalo de ex-
tremos 1 -8 e 1+4 e, portanto, todo
X que satisfaz 3

1-8, <x<1+8; e x*1

satisfara

1-8<x<1+8 e x#1 / "

e, conseqiientemente, teremos

g

3-e<tlx) <3 +c¢€

o que pode ser confirmado no gréfico ao
lado.

1-81-811 148 148,

Desde qrue, para qualquer valor positivo €, podemos encontrar um valor apro-
priado para § tal que
0<ix-11<d == Iflx) -3i<e
dizemos que o limite de f(x), para x tendendo a 1, é 3. Em simbolos:
lim f({x) = 3

xX>1
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Il. DEFINICAO DE LIMITE

24. Seja | um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real a. Seja f uma

funcio definida para x € | - {a}. Dizemos que o limite de f{x), quando x
tende a a, é L e escrevemos lim f(x) = L, se para todo € >0, existir § >0
xX>a

tal que se 0 < Ix - al <& entdo If(x}) - Ll < e.
Em simbolos, temos:

i Hodh =

E importante observarmos nesta definicdo que nada é mencionado sobre o
valor da funcdo quando x = a, isto é, n3o é necessario que a funcio esteja definida
em a. Assim no exemplo anterior, vimos gue

+ -
fim XN -1 o ey < 3
x>1 (x = 1) x>1
+ -
mas f(x) = (2’(—(:%—& ndo estd definida para x = 1.
Pode ocorrer que a funcdo esteja definida em a e lim fix) # f{a).
X>a
r Y
s 1y
Por exemplo, na funcdo |
!
f(x) = 2x + 1 se x # 1 s L
5 se x = 1
temos: i
lim f{x) = lim {2x + 1) = 3 # (1) 1 |
X1 x>1 ‘ / E
[ .
X

E importante ter sempre em mente no célculo de lim f(x) que interessa o
X>a

comportamento d2 f(x) quando x se aproxima de a e ndc o que ocorre com
f quando i« = a.

O préximo teorema afirma que uma fungdo ndo pode aproximar-se de dois
nimeros diferertes quaido x se aproxima de a. E o teorema da unicidadedo
limite de uma fun<do; ele nos garante que se o limite de uma funcdo existe, entio
ele é Unico.
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I11. UNICIDADE DO LIMITE

25. Teorema

Se lim f{x) =L, e limf(x) =L, entdo L; =L,
x>a X>3a

Demonstracéo
Demonstraremos este teorema por reducdo ao absurdo.
Supondo L; # L,, temos:

lim f(x) = L, +2n (¥e>0, 36, >010<Ix-al<d, —

CX>a

— lfix) - Lyl < ) O

lim f(x)
x->a

L ==, (¥e>0, 36, >010< Ix-al<s, —=
— i) - Ll<a (@
Escrevendo L; - L, como L, - f(x) + f(x) - L, e aplicando a desigualdade
triangular {la + bl < Ja] + [bi, ¥ a, b € R), temos:
ILy - Lol = 1Ly - F0O) + (i) - Lad | < 1Ly - F0) ] + f(x) - Lyt =
= LHx) - Ly o+ Tf{x) - Lyl
Pondo & = min {8,, 62}, temos & <8, e 6 <6, e considerando@e

@, temos:
¥e>0 38 =min{8;, 8} 10< Ix-al<d— If{x) -1, +
+ f{x) - Lyl < 2€
mas 1L, - Lyl < [f(x} - L] + f{x) - L,

e, portanto:
Ye>0 36 =min{d, 8,1 10< Ix-al <« 6§ — I, - Lyl < 2
- Lyl
Se tomarmos € = “'1—2[_2
fL; - Lyl
2
="IL1“L2l<|L]—L2|

para € = , 36 =minis,,8,} o< Ix-al<cs ==

que é uma contradicdo e, portanto, a nossa suposicdo é falsa. Logo L; = L.
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EXERCICIOS

H.14

H.18

Seja a funcdo f definida por f(x) = Bx - 2 para todo x real. Se lim f(x) = 8
X>2

encontre um & para € = 0,01 tal que

0<Ix-2l<b=ltix) -8l <0om
Solugdo
lftx) - 81 < 0,01 «=> li5x - 2) - 81 < 0,01 < Is5x - 10/ < 0,01
=5 - Ix - 21 <001 = Ix - 21 < 0,002
Se tomarmos & = 0,002, teremos:

0 < Ix - 210,002 = lfix) - 8] < 0,01

Notemos que qualquer ndmero positivo menor que 0,002 pode ser usado no lugar de
0,002 como sendo o & pedido, isto & se O <8y <0002, a afirmagéo

0 < Ix-2l<8 == lfix) - 8l < 0,01

¢ verdadeira, porque tode nimero x que satisfaga a desigualdade 0 < Ix - 2|<51
satisfard também a desigualdade 0 < Ix - 2| < §.

Seja f uma fungdo tal que fix) = 3x + 2, x € |R.

Se lim fix) =5, encontreum § para € = 0,01
x>1

tal -que 0<|x-1|<5 == |#{x) —5[<0,01

Dada a fungdo f1al que fix) =5 - 2x, x €IR, determine um numero & para €= 0,001
de modo que 0 < Ix + 21 <& — [f(x) - 9] < ¢, sabendo que lim f(x) = 9.

X¥>-2

x2 -

Seja a fungdo f(x) = definida para todo x real e x 3 -1. Sabendo que

lim f{x) = -2, calcuiar 6 de modo que 0 < Ix + 1!<5 == |f{x) + 2| < 0,01,

x>-1

2 _g -
Supondo conhecido que Iim2 f;ﬁfﬁz— = 4, qudo préximo de % deve estar x para
X'>§ X -
. 9x2 - ) . . L
que a fragdo Ex T2 esteja proxima de 4, com aproximacdo inferior a 0,0001?

Usando a definicdo demonstre que lim (3x + 2) = 5.
x>1

Solugdo

Devemos mostrar que, para qualguer € > 0, existe 0 >0 tal que:
0<lx-1l<d == lGx+2 -si<e

Notemos que

3ax +2) -8l<een 3x -3l <e=3 Ix-1lcee=Ix-1l< g
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. €
Assim, se escolhermos & = 5+ teremos:

Ve>o,35=§>o|o<lx-1l <8 ==l(3x+2)-5l<e
De fato se
0< Ix-1l <5=—§—=>Ix—1l <% =3 Ix-1l < e =
== l3x-3l < e =lax+2 -5 < ¢

H.20 Demonstre usando a definigdo que:

a) lim (4x - 1) = 7
X+2

b) lim (4 - 2x) = -2
x>3

c) lim (3x -2) =-5
xX>-1

H.21 Demonstre usando a definicdo que Iim x2 = 1.
x>1

Solugéio
Devemos provar

¥e >0 35>0 lo< Ix-1l <« 8 = Ix2-11 < €

Notemos gue

2 -1l < € == -e<x®-1<e =>1-e<x2 <146

Suponhamos que o valor de & que gueremos encontrar seja menor ou igual a 1
isto &

0<ix-1<dg1 = Ix-1l€1 = 1<x-1<1 =0<x<2

esendo € >0 tal quase 0 <e<{1 entio € =€ ouse € > 1 entdo
0 <€ <1, temos

1-e€1-€<xECI1+e€K1+E =>0<1-€e€<x2C1+¢€ —

=V1i-€ < Ixl<c Vit+e == Vi-¢€ < x < Vi+e -
Ix -1l< V1+e -1
=Vi-€ -1<x-1< Vi+e -1 ={

e
Ix -1l <« 1 -41-¢

i

Notando que
0<1-Vi-€ < Vite -1<1, temos:

para todo € >0, existte 6 =1 -%1-€ >0 onde €=€se 0T
ou 0<L€e <1 se €21, tal que

0< Ix-1l <8 = Ix2-11 < ¢

H.22

H.23

De fato

o<Ix-1l <« 8§ =2Ix-1l < 1-v1-¢ —

= V1-€ -1<x-1<1-V1-¢ <Vi+e -1 =

= V1-€ -1 <x-1<V1i+€ -1 =V 1-¢ <x<V1+e =x
= 1< L1+€ —=-e<xt-1<€ = |x® -1l<e e

Prove peia‘ definicdo de limite que:
a) lim x2 = 4
x>2
b) lim (x2 +1) =10
x+-3
c) lim (1 -x2)=-3
xX>2
Prove pela defini¢gdo de limite que

x->2x+1=3

Solugio
Devemos provar
¥e>0, 35>0 lo<lIx-2 < 5=|%_3I <e

Notemos que
[ 9
x + 1

] 9
-3|<€:>“€<x+1 -3 <5=’3‘E<x—+1-<3+5

Considerando € >0 talque € =€ se 0<<€<3 ou D<€ <3 se € =3, te
mos:

3-eg€£3-¢< x31 LI+ eEL3I+e€ =0<3_€'<x—2'f <3+¢€ =
=’31€>x;1>3le'=??7>"“>§%? =
=>3—?e —3>x—2>3—2€;-3 =>33+'€,—>x-2>%

Ix -2l < S
- e

|x—2|<—33—f?
Notando que O<% < 3_:2—516—" temos para todo € > 0, existe O =

=—-33fe, > 0 onde € =€ se 0<e<C3 ou 0<€e <3 se € =23, tal que
9
0<ix-21<b== |7~ -3l<e
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H.24

H.25

H.26

De fato:
3¢’
0<|X-2I<6 =>|X—2[<§+—E,
-3¢ 3¢’ 3¢’
——3+€,<x—2<—3+€,<3_6, ==
-3¢’ 3¢’ .9 9
3¢ <X 2<3.¢ = 53¢ "¥<x-2<3’¢
9 9 1 x + 1 1
3+ < x*1 <g3T% 3ve < 5 <3-¢
=3_E'<___9__<3+€’ =>_6'<._..u?___3<€‘
x + 1 x +1

9 .
Elm -3’ <E QE.

Prove pela definicdo de limite que:
6

a) lim 5= 2

b) lim

=2
x> 3 =X

e} lim ~§~2— =2
x+3 2x =5
Prove pela definigdo de limite que:
. + 2
lim

=4
x+2"’1

Prove pela definicdo de limite que:

lim x3 =1
x>

IV. PROPRIEDADES DO LIMITE DE UMA FUNGAO

26. No pardgrafo anterior vimos que, para provarmos lim f(x) = L, devemos exibir
X>a

um & > 0 para um dado ¢ > 0. .

Considerando que freqientemente uma fungdo é construida a partir de fun-
¢Oes mais simples; por exemplo uma fungdo polinomial f é uma soma finita de
fungGes do tipo fi{x) = ajxi onde a € R e i€IN, isto é

n ) n
f(x) = ag + a;x + agx® + .. + apx" = Z ajx' =z fi(x)
i=0 i=0

Se as fungdes fi tém limites para x tendendo a a, entdo uma combinagdo

conveniente nos fornece o limite de f quando x tendea a.
A fim de que ndo tenhamos que voltar repetidamente a definigdo de limite

para provarmos lim f{x) = L, vamos apresentar as propriedades algébricas do limite
x>a

de uma fungdo.
No que segue estamos supondo que a é elemento de um intervalo aberto
|, e que em | -{a} estdo definidas as funces f, g, ... “‘envolvidas’ na propriedade.
\

27. 12 Propriedade

“Se f € a funcdo definida por f(x) = ¢ onde ¢ € iR, para todo x real,

r

entdo |lim ¢ = ¢".
x>a

Demonstragao
Devemos provar:

¥e>0,38>01 0<ix-al<sd = Iflx) ~cl<e
E sempre verdadeiro, pois

lfix) —cl=lc-cl=0<e
28. 23 Propriedade

Se c€EIR e lim f(x) = L entdo lim[c- f{ix)]=¢c - lim f{x) =¢c - L.
X>a xXra xa



Demonstragcdo Demonstragdo

Devemos provar
Devemos considerar dois casos: Ve>0,35>01 0<Ix-al<d == (f+gix)-(L+MI<e

Y e > 0, consideremos £ Temos:
7% caso c=0 2

Sec=0 entdo c-flx)=0+f(x) =0 e ce L=0-L=0
Pela 12 propriedade temos

lim lc- f =lim0=0=¢-L
lim L fix)] = lim ¢ 36, >01 0<Ix-al<d, —lg -MI< 5

Considerando & = min {8,, §,)}, e portanto § < 8, e & €8,, vem

36, >D|‘ 0< x-al<d;, == Ilflx) - Ll %

29 caso ¢ # 0 8§ =min {8,,8,} | 0<Ix-al<d = if(x) - LI+ Ig(x) - Ml <-& +%=e
Devemos provar i
¥e>0 36>01 0<Ix-al<d =lc.fix)-c-Ll <e Mas pela desigualdade triangular, temos:

Temos por hipbtese If(x) - LI+ lg(x) - MI< [f{x) +g(x) - (L + M} = I(f + gh{x} - (L +M)
lim f(x}) = L entdo

X¥a

isto & 36=min{8, 8} 0<Ix-al<s == lf+gix) - (L+M)< e

¥e>0 38 >0 0<Ix-al<cd; == [fix) - LI< ¢
30. Esta propriedade pode ser estendida para uma soma de um ndmero finito de

funcBes. isto &
Entdo ¥ e > 0, considerando —I-e—l , temos: Lngaes, lsto 4,
c Se lim filx)=Lj, iIENe 1<i<gn,
€ X>a
38>01 0<Ix-al <« 5 —="if(x)—L|<—|'J entio
isto é n n
lim { Z £)(x) :z L.
€ X>a 0 4
I3§>01 0<Ix-al<h ==|c|-|f(x)—L|<m-|c|=e i=1 i=1
ou seja
Demonstracdo:

36 >0 0< ix-al<d = lcef(x)-¢c.L| <e
Faremos a demonstragdo por indugio finita

19 PARTE

Para n =1 é verdadeira, pois
32 Propriedade

1 1
Se lim f(x) = L e lim gix) = M entio lim (f +gl(x) = L + M. o, ‘i):; fib) = lim i) = Ly = Zl: L,
= i=

xX>a
X+a X+a x>a
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28 PARTE
Supondo que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é,
_ P P
LT; (izz: fid{x) ;g_L

provemos que € verdadeira para n = p + 1, isto é

p+1
lim ( f. {(x)) = z L;

X>a

De fato

R+l

lim | f; =i fi) + f =
lim E JHx) lim [(Z i)t fprg ] x)

i=1

ptl ptl
22(2 f)(x)+l|mfp+1(x)-2 L +Lp+,-z L

31. 43 Propriedade

Se lim f(x) =L e lim gix}) = M entio lim (f - gi{x} = L - M

X>a X>3a xX>a

Demonstracdo

lim (f-g)x) = lim {f(x) - g(x}] = lim [f{x) + (1) - g(x)]

X>a X->a X>a

= lim f{x) + lim [{-1) « g{x)] = lim f{x}) - lim g{x) = L - M

X>a xX>a X>a X>a

32.  Antes de passarmos para a proxima propriedade vamos considerar dois lemas.

Lema 1

lim f(x) = L se, e somente se, lim (f{x) - L) =
x>a X>a

Prova

limfix)=L <= {¥e>0, §>0/0<Ix-al<8§ = [fix}) -L|{<¢) =

X>3

= (Fe>0 6 >01 0<Ix~-al<d = {fix) -L-01 <€ e
< lim {f{x) - LY = 0

X>a

34-H

Lema 2

tim f(x) = L e lim gi{x) = 0 entdo lim (f - g)(x} =
xX¥>a X>3 xX>a

Prova

Devemos provar que

¥e>0 35 >01 0< Ix-al<d = Ifix) cglx) | <¢

Considerando que lim f(x) = L, isto &,
X>a

Ye>0 35§>01 0<lx-alecd = ifix) - LI< ¢
e fazendo € =1, vem

36, >0 0<lix-al<éd, = Iflx) -LI<1
mas |f{x)| - [LI < If{x) - L| e portanto:

35, >01 0<Ix-al<s, = lfxl<1+ILl (D

Considerando que lim g{x) = 0, isto 8,
X¥a

¥e>0 36>01 0<ix-al<cd = lglxil<e

€
e tomando [———— temos
1+ LI

€

38, >01 0<Ix-al<d, = lgix)i < 1+ 1L

isto é,

38, >01 0<ix-al<d, == (1 +ILD - lgx)l<e

@

Sendo 6 = min {§,, 52}. e portanto § <6, e & <« §6,, temos

¥e>0 36 =min{s;,8,} >0 0<Ix-al<s =

== [f{x} - glx) = If{x)] - Igbal < {1+ ILI) + lgix)] < €
@ ®

33. 52 Propriedade

Se lim f(x) = L e lim g{x}) =M entdo lim (f-q){x) =
X>a xX>a X>a

Demonstracdo

Notemos que

(feg)ix) = f{x} « glx) = f(x) - glx) - L-g(x) +L-glx)-LM+LM
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isto &,
(f+aix) = [f(x) - L] - glx} + L - [g{x) - M| + LM
"Considerando que

1) lim f{x) = L &> lim (f{x) - L) = 0,

X>a x>a

2) lim gix) = M <= lim (g{x) - M) = 0,

X>a X*a

3 lim (fix) - L) =0 e limg{x) =M = lim [{fix}) - L) - g(x)]=0

xX>a xX>a X>a
femos
lim (f - gh{x) = lim {[f(x) - L]« glx) + L » [g{x) -M] + LM} =
X>3 X>a
= lim {[f(x) - L] - g{x)} + tim L -« [gix) - M]} + lim LM =
X>a X>a X->a
=0+ L -dimglx) -M]+LM=L-0+LM-=1LM

xX>a

34. Esta propriedade pode ser estendida para um produto de um namero finito
de fungdes, isto €, se

n n
lim fi{x) = L; entdo lim ( Il fi){x) = 11 L, (%)
-1

X>a x>a i=1 i
i€EN, 1<i<n

A demonstragdo por inducao finita fica como exercicio.

35. 62 Propriedade

Se lim f(x) = L entdo lim (fi" (x) = L", n €N

xX>ra X>a
(Trata-se do caso particular da propriedade vista no paragrafo 34, fazendo
f=f =...=1,="f)

36. Antes da proxima propriedade, vejamos mais dois lemas

Lema 3

Se lim f(x) = L # 0 entdo existem & e N positivos tais que
X>a

0< Ix-al<d == [f{x}| > N.

n

(*)O simbolo 1 f, lié-se: produtéria dos fatores f;, com i €N, 1 i < n significa:
1=1

n
illlfi=fl.f2.f3.--fn.

36-H

Prova

De lim f{x) = L vem:
X>a

Ye>0 38>01 0<ix-aled = If{x) - Li< e

iLl
Tomando € = — temos

2
[Li
35 >0l 0<Ix-al<cd = Ifix) - LI< 5=
(Ll Ll Ll il
#'7<f(x)-L<T =>L-T<f(x)<L+-2—.
Entdo sdo possiveis dois casos:
i) seL>0 entio O<TL<f(X)<%

ii) se L < 0 entdo 3—2L- <f(x)<—‘l,2'—<0

entio, para L # 0, temos 0 < |?L| < f{x)| < |§2—L—|.

Considerando N = I%l > 0, temos:

O<lix-al<cd = lfix)I>N

Lema 4

, . 1
Se dim g{x) = M # 0 entio lim — = —.
X>a 9 X>ra g(X) M

Prova

Considerando que lim g(x) = M #* 0, pelo lema 3, temos:
X>a

36,,N>01l 0<Ix-al<é, =— Igix)I>N —_—

11
lgix}| N

De lim g{x) = M, vem
X>a

Ye>0 3I6>01 0<Ix~algd == lglx) - Ml < ¢
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Considerando ¢ - IM| - N, temos:

¥e>0 38, >01 0<Ix-al<, = lgx) -M <c- Ml -N

_ I

=€

37.

entdo

38.

Sendo & = min {61,62}, vem;
¥e>0 36=min{d, 6! 0<ix-al<c§ ==

1 1 g(x) - Ml

SIS B 1 11 _c-IMieN
glx) M lglx) |+ (Ml

gl ML S N T

= lglx) - Mi -

73 Propriedade
. , o f L
Se lim f(x) = L e lim gix) =M #* 0 entdo lim (E) (x) = — .

X>a X>a X>a M

Demonstracéo

Pelo lema 4 temos:

: 1
im (L) 0 =0 LIS DU I
im g = i - g =L f o

83 Propriedade

Se lim f(x) = L entdo lim \/n fix =\/n L com L >0 e nEN" ou

X>a Xra

L<0 e n é impar.

ca-lo

como

A demonstracdo deste teorema serd feita oportunamente, mas iremos apli-
quando for necessario.

Por uma questdo de simplicidade indicaremos as propriedades de limites,
sendo as propriedades L e vamos fazer rapido sumério dessas propriedades.

38-H

Se lim f{x) = L e tim g{x) = M entdo:

X>a X>a
Li. lime=c¢c
X>a
L. lim [c.f(x)]=c.lim f(x) = c- L
X>a X>a

Ls. lim [{f + g) (x)] = lim f(x) +lim g{x) = L + M

X»a X>g X>a
Ls. lim [(f = g) (x)] = lim f(x) - lim g{x) = L - M
x>a X>a x+a

Ls. dim [(f-g) (k)] = lim f{x) « lim g{x) = L+ M

X>a X+a X>a
Le. lim [(H™(x)] = [nm fix) |" = L"
X>a X>3a
] lim f(x) L
. x>a
L,. |x|_|;1; [(;)(X)] —W=M (M # 0)
xX>a

Ls. 1im VHx) = ,/iim fix) =vL (se n€EN* e L >0 ouse
X¥a

- xa n éimpare L <0

LIMITE DE UMA FUNGCAO POLINOMIAL

Uma das conseqiiéncias das propriedades L é a regra para obter o limite de

uma fun¢do polinomial.

39.

Teorema

O limite de uma funcio polinomial

n .
f(x) = ag +a;x +a;x® + .. +ax" = Z ax', aj € R, para x tenden-
' i=0

do para a, ¢ igual ao valor numérico de f(x) para x = a,

Antes de provarmos esta proposicdo, provemos que lim x = a.
x>a

E trivialmente verdadeira pois, dado € > 0, basta tomarmos § = € e temos

O<Ix-al<e == Ix -al <e

n ) n .
Provemos agora que lim [}: {a;x" "] = z {a;a"™).
i=0

X 4
@ 1=0
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De fato, por aplicagSes sucessivas das propriedades, temos

n N n . n .
lim Z {a;x"™") =Z lim (a;x"™) | = Z ajllim x"™)
' X>a

*@ |izo i=0 i=0 x>a
n . n A
= aj{lim %)™ =z (a;a"™")
" xX>a .
=0 i=0
- EXERCICIOS

H.27 Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade ou o teorema

utilizado.

a) lim {3x2 - 6x + 2)
X2 s

+ -

bl lim 2ot 2x -3
x>=1 4x - 3

) lim 2x2 - x + 1\

¢ x>1 3x -2

dl tim 3 x3 +2x2 _3x+2
X>2 x2 +4x +3

Solugdo

a} peto teorema da fungdo polinomial (T), vem:
lim 3x2 -56x+2)=3-22-5:2+2=4

X>2
lim (x2 + 2x - 3}
x2 +2x -3 (L7} xoy (T} -4 4
b) tim —— = = . T _
x>y  4x -3 lim  (4x - 3) -7 7
x>-1

o lim 2x2 - x + 112 {Lg) lim 2x2-x+1\2(7)
! TTa. _ 5 = Tm A E
x> | 3% -2 x» 3x-2

lim (2x2 - x + 11\ 2
X1 (T}

—_— — 2 -
lim (3x - 2) 2 4

x>l

H.28

H.29

H.30

x3 +2x2 - 3x.+2 (Ly)

. 3 2 _ {Lg}
d} lim \3/x *2x -3x+2 Csl fim
2

2 2
X3 - X< + 4x + 3 x>-2 X4 + 4x + 3

lim (x3 + 2x2 - 3x + 2}

_ [z M Js- 2
T3 lim (x2 + 4x - 3)
X>-2

Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade ou o teorema
utitizado.

2 _ _ 3
a) lim {4x2 - 7x + 5) f lim (3228
¥l x»2 \"X +3x+4
b} lim  (x3 -2x2 - 4x + 3) x3-3x2 -2x-5\2
x>-1 gl le—>m4 52 onra
o) dim 3% *2 2
+ —
x>2 x? -6x+5 h) lim 2;___3_;_(___4
X>-1 X -
d) lim 3X?-5x+4
x> -1 2x +1 il lim 3 M;}:&
4x +3
x>-2
o) i R H2x-3 Nrvyrwes
x»-3 D-3x i} lim V2 t3x42 ;3x+2
X>2 6 - 4x
Calcular lim %_—4-
x»3 X -2
Solugdo

Temos tim (x2 - 4) =0 e lim (x2 —2x) - 0 e nada podemos concluir ainda sobre o li-
X>2 xX>2

mite procurado.

Os polindmios (x2 - 4) e {x2 - 2x} anulam-se para x = 2, portanto, pelo teorema
de D'Alembert, sdo divisiveis por x - 2, isto é:

X2 -4 {x+2(x-2) x+2

x2 - 2x  x{x -2) X

Considerando que no cdlculo do limite de uma fungdo, quando x tende a a, interessa
o comportamento da fungdo quando x se aproxima de a e ndo o que ocorre com a
fungdo quando x = a, conclufmos:

: x4 - 4 . X+ 2
lim T - ox lim = 2.
x»2 X0 T Xy X
Calcular os limites:
- 4 - x2
a) lim L b) lim 5
w1 X -1 Xr-2
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H.31

H.32

H.33

H.34

4x2 -9

. 3
c) lim, —— = e X0
Z gl lim
x->% 2x - 3 x> X2 -1
2 -
. d) “mw h lim 8 + x3
xt -x-6 2
x>3 x»2 4 - x
2x2 + 5x - 3 4
e) lim —F——X i) lim X.-16
2 - i) lim — =
ok 267 -Bx+2 m T3
. 6x2 + 11x + 3
f) lim  —— —
3 2x2 - Bx - 12
x> -5

2

Seja a funcdo f definida por

x2 - 3x + 2

— i se x £
flx) =

3 se x =1
Calcular lim f(x).

X1
Solugdo

Como no célculo do limite de uma funcso, quando x tendea a, interessa o comporta-

mento da fungdo quando x se aproxima de a e nio o que acorre com a fung¢do quando
X =a, temos:

2 _ - -

him f(x) = lim X2 3% 2 -2 2) = 1
x>1 x>1 x =1 x>1 bx - 1) x>1
Seja a fungdo f definida por

2%x2 _ -

L EE
f{x) =

3 se x = 2
Calcular lim flx).

x>2
Seja a funcdo

2x2 + 9x + 9

T x+3 e x * -3
f(x) =

se x = -3

Mostre que lim  fix} = 3.
X>-3

. 2x3 +x2 —ax +1
Calcular i Ty TR TR o
x>1 X7 - 3x2 +6x -3
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H.35

H.36

Seolugdo

Temos lim {2x3 + x2 - 4x + 1) = 0

X>1

Os polindmios (2x3 + x2 - 4x + 1)
portanto, pelo teorema de D’'Alembert, sdo divisiveis por (x - 1), isto 8,

lim (x3 - 3x2 +8x - 3) = 0.

x>1

um fator comum em (2x3 + x2 —dx + 1) e {(x3 - 3x2 + 6x - 3).

Efetuando as divisdes de (2x3 + x2 - 4x + 1) e

obtemos:
2x% +x2 -4x+ 1 (x-1) - (2x2 +3x-1) 2

{x3 - 3x2 + bx - 3) anulam-se para x = 1,
x=-1 ¢é

{x3 - 3x2 + b6x - 3} por {x-1},

x2 +3x-1

x3-3x2 +5x -3 (x-1) - (x2 -2x +3)
Entao

L3 +x2 -4Ax +1 L 2x? +3x -1
lim = lim =2

x2 -2x +3

x3 - 3x2 +6x - 4

w1 X3 -3x24+Bx -3 0 x2-2x+ 3
Caicular os limites:
3+3x2 -x-3 .
al lim 2 ESXT o X - 3 3’; a c) lim
x»-] X7 - x4+ 2 x>1
3 - -9 .
b lim 25—0x-9 d) lim
x>3 X° -8x -3 X2 x

3x3 - 4x2 - x + 2
2x3 - 3x2 + 1

Calcular lim
x>1

Solugido

Temos lim (3x3 -4x2 - x +2) =0 e lim {2x3 - 3x2 + 1) = 0.

x>1 x>l

Efetuando as divisdes de 3x3 -4x2 -x+2 e 2x3 -3x2 +1 por x - 1, temos:

x3 - 4x2 +8x -5

x* ~ 10x + 4

3 - 2x2

3x3 —4x2 -x+2  (x-1)(3x2 -x-2) 3IxZ-x-2

2x3 - 3x2 +1

entdo

lim 3x3 -4Ax2 ~ x +2 - lim 3x2 -x-2

o1 2x3-3xZ 41 o1 23 -x -1

mas

lim (3x2 -x-2}=0 e lim (2x2 -x-1}=0

x>l x>1

entdo

lim 3x2 -x -2 - lim x-1)@Bx+2) . 3x+2
wor 2X2-x -1 g k=120 1) ) 2x+ 1

Cox-1)(2x2 -x-1) 0 2xT-x-1

5
3
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H.37

H.38

H.39

H.40

Calcular o8 limites:

a) fim XS =3x+2
x»1 XY -4x+3

bl lim x¥ +4x3 + x2 - 12x - 12
ooz 2x3 +7x2 +4x -4

. ox% - x3 - x2 +5x+4
¢} lim 3 2
x>-1 X2 + 4x2 +6x + 2

a) lim x4 + 2x3 -5x2 -12x- 4
x>z 2X% + 7x3 + 2x2 _12x - 8

Calcular os limites:

2 2 m
. X% -a Coox =1
a) lim ——— d} lim —5 1
x¥a X - @ x»1 X~
2 2 n n
. a - X . X a
b} lim ] e} lim
x»-3%” T X x>a X -8
m __m
x 1 X -a
c) lim f) lim ———¢
) x - 1 ) xP - gn

x>1

14+x -2

Calcular lim <=3

x»3

Solugido

Como lim (V1+x-2)=0 e lim (x-3) =0, ndc podemos aplicar a propriedade
x>3 X>3

Ly {limite do guociente). Multiplicando o numerador e o denominador da fragdo pelo

"conjugado’’ do numerador, temos:

T+x-2 Wi1+x -2} W 14+x +2) _ (x - 3) 1

x-3  (x-3)WT1+x +2 T ix-AWTrx +2) Vi Ex 42
e, entdo
i Yi#x-2 o 101
x>3 x-3 x»3 V1+x +2 4

Calcular os limites:

Vx -1 V1-2x-x2 -1

a) lim ———— d) lim
x»1 X -1 x>0 x
1-V1-x . T+x -V1-x
b) lim e) lim ———
x>0 X x>0 X
x+3 -2 o V2x - Vx+1
c) lime—meM— — "~ f) im_—
x> x -1 X1 x -1

H.41 Calcular os limites:

3-vV10-x

a) lim e —

X1

2 -Vx+1

b} tim ——————
x»3 x?-9
+3-2

c) Iim;_

x> X2 - 3x + 2
x2 -

4
lim
x»2 Vx+2-%3x-2

Vx2-3x+3 - Vx2 +3x -3

e} lim
x> x? - 3x + 2

H.42 Calcular ”m___3x_—2___-_2_
: xrp Vax+1 -3°

Solugic

Como lim (V3x-2-2)=0 e lim (v 4x+1-3)=0, multiplicamos o numerador e o

x>2

denominador pelo “conjugado’” do numerador e também pelo “‘conjugado’ do denomi-

nador.

Vi3x-2

W3x-2-2) « (W3x-2+2) » (Wax+1+3)

-2
ax+1 -3 Wax+1-3) « (Wax+1+3) - Wax-2+2)

3x - 20V ax+1 +3)

3V4ax+1+3)

Talx - W 3x-2+2) T aW3x-2+2)

e entdo

3x -2 -2

3tVax+1 +3)

lim

H.43 Calcular os limites:

) lim Y2221 -3
a Nextl-2
x4 Vx-2-v2

H.44 Calcular os limites:

o OV2x? -3x+2 -2
a) lim

X>2 3)(2-5)(—1-1

xo2 VAX+1 -3 400 40/3x-2 +2)

S
8

o) lim V3x+4 -Vx+4

X0 \/X—*‘T‘“

a Vx2+x-2-Vx2-x+2
im
x>2 Vx+2-2

o V3x2 +4x + 2 -
b) lim
x»-1 Vx2 +3x +6 -2




H.45

H.46

H.47

H.48

H.49

x -2

Calcular  lim 3/————
x>2 3x -5 -1

Solugiio

3
Notemos |lim (x -2} =0 e (im W3x-5 -1)=0.

x>2 x>2
Lembrando da identidade a3 - b3 = (a - b)faZ + ab + b2), vamos multiplicar o nu-

merador e o denominador por [(‘\/3 3x -5)2 + \/3 3x -5 + 1].
3
x -2 (x - 2) [(+/ 3:(—5)2+\,/3 3x-5+1]

3 =
Vi3x-5-1 (\3/3x—5-1)[(\3/3x—5)2+\3/3x—5+1]

3
=(x—2)[(\/3x-5)2+\3/3x-5+1]_(‘\3/3x-5)2 + 3% -5 +1

3ix - 2} 3
e entdo
X =2 (\3/3x-5)2+\3/3x-5+1-
lim 3 = lim <1
x>2 3x -6 -1 X>2 3

Calcular os limites:

3 3
o Vx+1 -1 V8-2x+x2-2
a) me—— c) lim

x>0 X x>0 X - x2

x + 1

b} lim FT—
x»-1 V2x +3 -1

Calcular os limites:

3 3
a)lim1- 1-x ' i YV 3x2 - 7x+1+1
c) lim
x20 1 +V 3x -1 x->2V32x2—5x+3‘1
3 ——

b) lim —Y2yX=2.

i 3
-2 1+ 2x + 3

Calcular os limites:
a)limM o “m’\/3x3-5x+6—2
x> V3X—2+'| x>l V3x2—3x+1+1
v Ex -2 -2

b} lim
x»2 Vx-1-1

Vx-8

Calcular lim —3
x>6d V x - 4

H.50

H.51

Solugio
3
Notemos que lim (Wx-8}=0 e lim (Vx-4)=0
x>64 X>64
Poderfamos empregar no cdlculo deste limite os processos mencionados nos exercicios
H.39 e H.45: Vamos, entretanto, apresentar um novo processo. Fazendo \6/ X =Y,

temos Vx = (\/6 x)3 =y3 e \/3 x =(\/6 x)2 =y2

6 6
e notando que Iim V x = g/lim x = V64 =2=1lim y

x>64 x>64 y>2
temos:
. vVx-8 . y3i-8 vZ +2y + 4
im —3/=———=lim 2 =i =
x»60 Vx -4  yr»2 V2 -4 sy y+2

Calcular os limites:

Ix 1 V-1

al lim —— c) lim 75
X>-1 x + 1 X1 x -1
Vx -1 Vi1i+x-1
b) fim 3 — d) lim 73
x> x -1 x>0 1+x-1

d) lim

o) i
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VI. LIMITES LATERAIS

40. Lembremos que ao considerarmos lim f(x), estdvamos interessados no com-
x>a

portamento da fun¢@o nos valores proximos de a, isto &, nos valores de x perten-
centes a um intervalo aberto contendo 2 mas diferentes de a e portanto, nos va-
lores desse intervalo que sdo maiores ou menores que a.

Entretanto, o comportamento em algumas fungBes, quando x estd préximo
de a, mas assume valores menores que a, é diferente do comportamento da mesma
funcdo, quando x estd préximo de a, mas assume valores maiores que a.

Assim, por exemplo, na funcdo
4 -x se x <1

flx) = ( 2 se x =1
x-2 se x>1

atribuindo a x valores préximos de 1, porém menores que 1, (a esquerda de 1),
temos:

X 005075 | 09| 099 | 0999

fx) {4 [ 35 325 | 3,1 | 3,01 | 3,001

e atribuindo a x valores préximos de 1, porém maiores que 1, {adireitare 1).
temos:

X 2 1.5 125 |- 11 1,01 1,001

fix)y 1 0| -05 -0,75 | -09 | -0,99 | -0,999

Observamos que, se estd proximo de 1, 3 esquerdade 1, entdo os valores da
funcdo estdo proximos de 3, ese x estd préximode 1, & direita, entdo os valores
da fungdo estdo proximos de -1.

Em casos como este, onde supomos x assumindo valores proximos de 1, mas
somente a esquerda ou somente a direita de 1, consideramos os limites laterais pela
esquerda ou pela direita de 1, que definiremos a seguir.

48~H

41. Definigdo
Seja f uma fungio definida em um intervalo aberto Ja, bl. O limite de

f{x), quando X se aproxima de a pela direita, serd L e escrevemos
lim f(x) = L

X+>at

se, para todo € >0, existir § >0, tal quese 0<x-a < entio lf{x)-Ll<e.
Em simbolos, temos:

42. Definigdo

Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto b, a[. O limite de f(x),
gquando X se abroxima de a pela esquerda, sera L e escrevemos

lim f({x) =L

X+a~

se, para todo € >0, existir § >0, tal quese -8 < x -a< 0 entdo [|f(x) - Li<e.
Em simbolos, temos:

43. As propriedades de limites (propriedades L) e o teorema do limite da funcdo
i . I ] +1s 7] -y
polinomial s3o vélidos se substituirmos “x - a" por “x—~a""" ou por “Xx—>a"".

Exemplos
Na fungdo f definida por

x2 -4 se x <1
flx) = -1 se x =1
3-x se x>1



temos:

lim f(x) = lim (3 -x) =2

x»1+ x>1*

e

lim f{x}) = lim (x2 - 4} = -3
x>1- x>1-

Como os limites laterais sjo diferentes, dizemos que lim f{x) nJo existe. A
x>1

justificagdo da ndo existéncia de um limite devido ao fato de os limites laterais se-
rem diferentes é dada no teorema que segue,

44, Teorema

Seja | um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcdo definida para

x €1 -{a}l. Temos lim fix) = L se, e somente se, existirem lim fix) e
X>a xrat
lim f(x) e forem ambos iguais a L.
x>
Demonstragdo

Notando que

0<Ix-al<de=-6<x-a<0 ou O<x-a<é

temos

limf(x)=L <= ( ¥€>0,356>0(0<|x-a] <5 = [f(x) -Li<e) =

X>a
= (¥e>0,38>0|-6<x-a<0 ou 0<x-a<§ = [fix) -L| <€) e=>

Ve)O,38>0|—8<x-a<0=h‘(x)-L|<e
P, e

¥e>0,36>01 0<x-a<s = If{x)-Lli<e

lim f(x) = L
xX>a~

<x=b e
lim fix) =L
x»at

EXERCICIOS

Nos exercicios H.52 a H.57, é dada uma fungdo f. Calcule os limites indicados, se exis-
tirem; se ols) limite(s) ndo existir{em) especificar a razdo.

Ix-2 se x>1
H.52 f(x) = { 2 se x =1

4x +1 se x <1

a) lim f(x) b) lim #(x) c) lim f{x)
x>t X1~ x+1

3-2x se x= —1
H.53 f(x} =
4 ~x se x <-1
a) lim  fi{x} b} lim  flx) c) lim fix}
X>-14+ -1~ x>-1

2x -5 s8 x =23
H54 f(x) =

4 -bx sa x <3

li b) lim f(x) c) lim fix}
@) >:-r>n3* ) ;->3‘ *>3

x-1 se x>2

a) lim  f(x} b} lim f{x) c) lim fix}
x»2* X2 x>2

1-x2 se x <2
HB5 f(x) =41 0 se x = 2

x2 -3x +2 se x<K3
f(x) =

H.56
8 - 2x se x >3
li f{x) . b) lim fix) c) lim fix)
o ):»ma" * X3~ x>3
2x2 -3x -1 se x<2
H.57 f{x) = 1 se x = 2
2 +6x -7 se x>2
i b) li f c) lim fix)
? :-Tz*' flx) ) ;;nr ) x>2

Ix| .
H.58 Dada a funcdo f definida por flx) = —~ para todo x EIR", calcule tn+ fix) e

lim f(x). Existe lim f(x)?
x>0~ x>0
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H.65 Dada a fungdo méximo inteiro( ), denotada por f(x) = [x] para todo x € 1R, calcule

Solugdo se existir.
Lembrando gue .
_ a) lim [x] i _
: x se x =0 x>1+ xl-’:l‘ (x [X])
Ixl = .
b) lim [x ;
-x se x <0 x>1- ] g) ::2;* {x +[x])
temos ' . ¢} lim [x] h) lim (x + [x])
Ixl X x>1 X>1-
lim f{x) =lim — = lim —=1Ilim 1=1 d) i (
x>0t x>0t X x>0t X o0t m x- [x) il lim (x +[x])
. x> : e
- e) lim (x-[x]
tim  f(x} = lim M = lim =X =jim (1) = -1 Xx>1- ]
x>0~ x»0- X x»0= X x>0~
i d h f li f i f iste lim f(x). = -

Consideran oqge :::)*' (x) # ):_f::)_ {x} concluimos que ndo existe ):-r::) ) H.66 Dadaa funcdo f definida por
Nos exercicios H.69 a H.64 ¢ dada uma fungdo f. Calcule os limites indicados se exis- ) 3x-2 58 x>-1
tirem. fix)= ¢ 3 s8 X = -1

. 5-ax se x< -1

'H.%) Jbeetl definida em IR - {-1}. Determine a& R para que exista lim f(x)
e x+1 : x>-1

a} lim f{x) b} lim  fix) c) lim f{x)

x>-1% Xr-1" x>-1

H.87 Dadaa fungdo f definida por

13x - 2| - 2 4x +3 se x<-2
‘/y.ﬁ/f(x) =S Tan definida em IR - {3} fix) =

Ix+a se x >-2

a) Iim2+f(x) b) Ilmz_ f{x) c) Iim2 fix)
>3 x*3 x>y : determine a € IR para que exista lim f(x)
X+-2
2 - bx + 4
H, X -ox TR ini - {1k . ‘
f(x) x - 11 definida em IR { } H.68 Dada a fungio f definida por
al lim fix) b} lim f(x) c) lim f{x) 3x2 - 6x - 2
w1t x> %1 el T x-gz  ex<2
h 3 -ax - x2 se X =2
2 - - .
H.62" fix) =*!—3—’5—%2—1 definida em IR - {2} determine a € IR para que exista lim fx)
_ x>2
a} lim  f(x) b) lim fi{x) c) tim fix)
x>2* X+2™ X>2
3 _ 2 4+ - -
H.63 fix) = X GT ;;x & definida em IR - {2}
x -
a) lim f{x) b} lim f(x) ¢} lim fix)
x»2* X322~ ]
3 _ 4x2 5
H.64 f(x) = T,;——2_4l(9—++x_1+oii definida em IR - {2, 5}
x2 - 9x (*} A funcdo méximo inteiro & a funcio f:R > Z tal que f(x) =[x]=n tal
a) lim R fix) b) lim f(x) c) lim fix) que n x<n+1.
x>2 X$2™ Xx>2
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48. Definigao

Seja | um intervalo aberto que con-
tém a. Seja f uma fungdo definida em
| - {a}. Dizemos que quando x se apro-
xima de a, f(x) decresce ilimitadamente
e escrevemos

lim f(X) = -0
X>ra

se, para qualquer numero M < 0, existir
5>0 tal quese 0< Ix- al< b entio

fix) <M.

Em simbolos, temos

lim f{x) = —o0 = (¥M< 0,35 >0 1 0<lIx - al <8 == f{x}) <M)

xra

Insistimos novamente em observar que o simbole ‘- ndo representa

nenhum namero real, mas indica o que ocgatre com a fungdo quando x se aproxima

de a.

49. Consideremos agora a fungdo h definida por hix) =r1:—1 para todo x real

e x# 1.

Atribuindo a x valores proximos de 1, porém menaores que 1, temos:

X 0 05 | 075 | 09 0,98 0,999

fix) | -1} -2 -4 -10 | -100 | -1000

e atribuindo & x

X 2115 1,26 | 11 1,01 1,001

flx) ! 1 2 4 10 100 1000

Observemos que se x assume valo-
res proximos-de 1, 3 esquerda de 1, os
valores da fungdo decrescem ilimitadamen-
te e se X assume valtores proéximos de 1,
a direita de 1, entéo os valores da fungio
crescem ilimitadamente. Estamos conside-
rando os limites laterais que sdo “infini-
tos’' e escrevemos:

xy

lim 1 =-o ¢ |lim =+ oo

x>1= X = x> * X =

50. Defini¢cdo

‘ Seja | um intervalo aberto que con-
tem a e seja f uma funcdo definida em
I‘— {a}. Dizemos que, quando x se apro-
xima de a por valores maiores que a,
f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos

lim f(x} = +oo
x>at
se, gualquer que seja o nimero M > 0,
existir 6 >0 talquese D<x-a<§
entdo f(x) >M.
Em simbolos:

x>at

Cologuemos com simbolos as definigdes de lim f{x) = - o0, lim f(x) = + oo

e lim f(x) = -oo: x>a* x>a~
X>a~
lim f(x) = -0 «= (¥M < 0,36 >0 | 0 < x-a<s = f{x) <M)

x>at

valores proéximos de 1, porém maiores que 1, temos:

lim fix) =+tce= (¥M>0,386>0]-6<x-a<0 fix) > M)

X>a-

lim f(x,:—w‘:(VM(O,36>0|‘6<x-a<0 P f(X)(M)

X+a-
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Para concluirmos que os valores de uma fungdo cresciam infinitamente ou
decresciam infinitamente, quando x se aproximava de a, pela esquerda ou pela
direita de a, construimos uma tabela de valores da fungdo quando x estava proxi-
mo de a. Vejamos como chegar a mesma conclusdo sem construirmos essa tabela.

51. Teorema

Sejam f e g fungdes tais que lim f(x) = c# 0 e lim g(x) = 0 entdo:

X>a X>a
. f
1) lim _(_x! =too se i(x_)> 0 quando x estd proximo de a;
x>a 9(x) gix)
. f f ..
1) fim ﬁ = -o0 SE ﬁ< 0 quando x esta proximo de a;
X>a Q(X) Q(X)
Demanstracdo

Faremos a demonstracdo de | e deixaremos a prova de Il, que é feita de

\ . . fx)
modo andlogo, a cargo do leitor. Para demonstrar que lim —(_j = +o00 deve-

mos mostrar
¥YM>036>01 0<lix-al<cd=—=flx) >M

Vamos considerar dois casos:

79 caso: Supaondo ¢ > 0

Por hipotese temos Iim f{x) = ¢ > 0, isto é:
X*a

Ye>038>01 0<lix-al<cd = If(x)-cl<e

C ~ .
Tomemos ¢ =5 entdo existe &6; > 0 tal que

0< Ix-al<s, =>|f(x)—c|<%
ou seja
. c c
0< Ix-al<é, =>——2-<f(x)—c<—f
ou ainda
3c

0< Ix-al«<é, =% < fix) < 5
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Assim, existe §; > 0 tal que
0< Ix-al<s, =>f(x)>—;->0 (1)

isto &, f(x) >0 quando x estd proximo de a.

Mas, por hipdtese, {;‘{% > 0 quando x esta proximo de a, entdo g{x) >0

quando x ‘estd proximo de a.

Pela definicdo de lim g{x) = 0, temos:
x>a

VE>0,362>0i0<|x~al<52 __—_->Ig(XH<E
mas, l1g{x)| = g{x) j& que g{x) > 0 quando x estd préximo de a, entdo:
¥e>036,>0 ] 0<lix-al<d, == gix)<ec (2)

Com base nas afirmacgdes (1) e (2), podemos concluir que para qualguer

€ > 0 existe &6 = min {61, 5,1 tal que
f{x) [
0<Ix-al<gcd = T > 2%

Assim, dado M >0, seja €=2LM e 5=min{6,,8,} >0 onde §, e &, sdo

nimeros positivos que satisfazem (1) e (2) respectivamente, entfo: dado
M>0,36 = min {§;, 8.} > 0 tal que

flx) o € _ € _py
O<lIx-al<$ atx) % 2
2M
0 que prova gque lim _f(x) = + oo
d x>a 90X)
29 caso: Supondo ¢ < 0
Se lim f(x) = ¢ <0 entdo lim [-f(x)]=-<>0 eseM >0 quando x es-
xX>a X>a g(x)
1d proximo de a, entao __;::; > 0 quando x estd proximo de a.
Considerando as fungGes h e | tais que h(x) = -f(x} para todo x do dominio
de f e j{x) = -g(x) para todo x do dominio de g, temos pelo primeiro caso ja
demonstrado
{im M oo
xX3>a l(x)



hix}  -flx)"  fix)

ST R vy ST
entdo lim fix) =
x>a G(x)

Observacdo: este teorema continua valido se “'x — a” for substituido por

”x = a+ ” ou “X - a

EXERCICIOS
H.69 Calcule:
al tim 3x+2
xp (X =112
b) lim _Ll

x>y (X =212

Solugdo
f Ix+2
al Como lim (3x +2) =5 e lim (x -1)2 =0, estudemos o sinal de ((—X))= (-1—1ﬁ
x>1 X2 g{x X -
quando x esta prédximo de 1.
-2/3 1 %
T b
sinal de + |
f(x) = 3x + 2 - 0 | +
i
sinal de
glx) = {x - 1)2 + + 0 *
[
sinal de |
flx)]  3x+2 - 0 + | +
glxd T x -2 :

Notemos que fix) =3_x+_22 >0 quando x estd proximo de 1, entdo:
glx) ~ (x - 1)
+
lim Mﬁ = +o0
x>1 (X = 1}
. . . fix) 1-x
b} Como Ilim (1 -x)=-1 e lim (x - 2)2 =0, estudemos o sinal de ——= ——
x»2 X32 gix)  (x-2)

quando x estd proximo de 2.
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H.70

H.71

1 2
sinal de
+ - -
fix) =1 - x 0
sinal de
alx) = (x - 2)2 * + 04
1
.sinal de }
flx) 1 -x + 0 - ! -
alx)  (x - 2)2 !
]
Notemos que Ha 1 -x <0 quando x estd préximo de 2, entd
AW Ty T - 202 9 P ’ °
lim i = —o0
x>y (X - 2)2
Calcule:
~ 2
al lim 23 o lim B - Sx 2
x>2 -2 x>0 x
+
b} lim (Lﬁ; @) lim S5x*2
x>-3 X - -1 fx + 11
R 1 - 2 -
¢) lim ( ::’;2 f) lim 2x2 +5x - 3
x> X" Xor-2 x + 21
Calcule:
a} lim 2x+1 b} lim 2xt1
x>1— X - x»p*t X - 1
Solugdo:
Como lim (2x+ 1} =lim (2x+1)=3 e lim (x-1)=lim (x-1) =0, estudemos
xX+1= x>+ x¥1~ x>+
o sinal de M ___2x_+1' guando x estd proximo de 1.
glx) x -1
-1/2 1
sinal de 0
fix} = 2x + 1 - M +
sinal de
glx) = x -1 - 0 +
* T
sinal de I
flx)  2x +1 + 0 - } *
glx) ~ x -1 :
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+

Notemos que -:(—’;), = 2:_ 11 <0 quando x estd préximo de 1, a esquerda, en-
tdo
. 2x + 1

——— = - OO

f 2x + 1
e —g%-x)) = %—> 0 quando x estd préximo de ‘1, & direita, entdo
+1 = +o0

Observemos que ndo tem significado falarmas em lim

. 2x + 1
lim ——=+c0

w1t X -1

H.72 Determine:
x + 4

a) I,:T_z_ x + 2
x>aqt+ X + 2
c) lim 1-2
x3- X -3
d} lim A2
x»3t X -3
el lim__ 3x + 2
s 9= 2

H.73 Mostre pela definigdo que lim —y =
g X

H.74 Mostre pela definicdo que:

R i
al lim — = -o0
x»0= X
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f)

a)

h)

b)

. 2x + 1
pois lim ——— = -ooe

xr1- X1

X +
x»1 %=1

3x + 2

m
5* 5 - 2x
x>3

2x + 3
(x - 1)3

2x + 3
x - 13

lim
X1~

w1t (

22 -3x -6
op-  (2-xP
2x2 Z3x - 5

lim "2 - x)3

x»2t

. 1
lim —x = t+o0
x>0t X

Il. PROPRIEDADES DOS LIMITES INFINITOS

Veremos a seguir dez teoremas cujos enunciados serdo apresentados com o

simbolo “x — a', mas que serdo validos se trocarmos esse simbolo por “x—a~"

ou ”x—*a*".

52. Teorema

Se lim f{x) = +o0 e lim g(x} = +o0, entdo lim (f + g)(x} = +oo.
X>a x>a X>a

Demonstragao

Para provarmos que lim (f + g){x) = +oo devemos provar
x>a -

¥YM>035>0] 0<Ix-alcd = (f+gilx) >M

. . M
mas lim f({x} = +o0, isto &, se tomarmos > > 0, temos:
x>a

v%>o,381>0l 0< Ix-al<t, = filx) >%

. , M
e lim g{x) = +o0, isto é, se tomarmos - > 0, temos:
x>a

M
V-;ﬁ->0,382>0|0<|x-al<82 = gi{x) > 5

entio considerando § = min {8,, 8,}, temos:

¥M>0,35>01 0< Ix-al<b =>f(x)+g(x)>_“;.+%=M
53. Teorema
Se lim f(x) = -0 e lim g(x} = ~co, entdo lim (f + g}{x}) = . A

x>a X>a X>a
demonstracdo deste teorema ¢ feita de modo andlogo ao teorema anterior; deixa-
remos a cargo do leitor,

54. Observagdo

Se lim f{x) = + oo, lim gix) = + oo, lim h{x) = -0 e lim i(x} = - o« ndo
x>a x+a x>a x>a

podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites .
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dim {f - gh(x}, lim (h-i}x) e lim (f + h){x).
X>a

X>a x+>a

Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) =% e gix) =% definidas

. paratodo x real e x # 0. Observemos que
. 1 . 1

lim —Z =+ e lim — = +o0
x>0 X x>0 X

e calculemos

lim (- g)x) = lim {f(x) - gix}) = AR\ im (X221 Lo
x>0 x4 xz = o = .

x>0 x>0

Se considerarmos as fungdes

f(x) = ; e glx) = definidas em IR — { 1} terfamos
x— X
lim = + oo e Iiﬂl———ji——»=-+oo
xsit X = 1 x>t X3 -1
Mas
lim (f - g)lx) = lim {fx) - g{x)} = tim | —— _ —3 -
x>1+ x>t x>t \ x =1 x} -1
x2 +x-2 ) (x-1}{x+2) X+2

RN TTeoareeer Tl Ny a1 pravnr TRl U Bravarer sl

55, Teorema

Se lim fix) = +w e lim g{x) = b# 0 entio

x*a x>a
l}se b>0, fim (f-g}{x) = +cc
xX>a
i)se b<0, lim (feg)x) = -0
X>a
Demonstracio

Faremos apenas a demonstragcdo de 1.

Se lim g(x) =b >0, entdo existem a >0 e &, >0 tais que se
x>a

0< Ix-al<8 entio gix) > a
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M .
Se lim f{x) = +o0, entio existem — > 0 e &, > 0 tais que se
x>a «a
M

0< lIx-al<b, entio flx) > -

Considerando & = min {§,, 82}, temos que para todo M >0, existe § >0

tal que se 0 < Ix -al<§ entdo (f - g){x)=Ffix) ‘g(x)>% ca =M

56. Teorema

Se lim f{x) = -c0 e lim g{x) = b # 0, entdo:
X>a x>a

l)se b >0, entdo lim (f«g)lx) = -0
x>a

l)se b <0, entdo lim (f«glix) = +oo
- x>a

A demonstragdo deste teorema ficarda como exercicio.

657. Observagio

Se lim f(x) = +o0 {ou ~oc] e lim g{x) = 0, onde g ndo é a fun¢do
x>a x¥ra

nula, ndo podemos formular uma lei geral para lim (f . g)(x).
X>a

Por exemplo, consideremos as funcgbes f, (x) = —15— e f,(x) =i4 definidas em
X x

R"e as fungBes g, {x) = x* e g, (x) = x* definidas em RR.

Observemos que

= ‘oo,

)ng'io filx) = lim

. . 1
= +oo, |im fa{x)=lim —
x+0 " x>0 2

X0 4

xp|_‘

»

. . _ . T 2= .
!‘u_r)n0 g1{x) = )|(I_)IT.; x =0 @ Ll_l;ho ga(x) ’I(n_m x“=0

Mas

. T 1 4 . 2 _

W3 (fue b - i (XD - g =0 e
1 2 i -J— + oo
x4 « X , |x|_)|'2 x2 .

lj;no (2 -g2)(x) = ’l‘lm {
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58. Teorema

“Se lim f(x) = +o0 e lim g(x} = +o0, entdo lim (f.g)(x) = +eo,
xX>a X>a x>a

Demonstracdo
Se lim f(x) = +oo, entdo existem VM >0 e 8§, > 0 tais que se
x>a

0 < Ix-al< &, entio f(x) > VM.ese lim g(x) = +oo, entdo existem

X>a

VM >0 e 8 >0 taisquese 0 < Ix-al<8,,entdic glx) > VM .

Considerando & = min {8,, §,} temos para todo M >0, existe 3 >0 tal
quese 0 < ix~al<bdentio flx) «gix) > VM + VM =

59, Teorsma

Se lim f(x) = +00 e lim g{x) = -o0, entdo lim (f-ghx) = -
x*a x>a xX*>a

A demonstragdo deste teorema é feita de modo anélogo a do teorema anterior,
portanto, ficard como exercicio.

60. Teourama

Se lim f(x) = - e lim g{x} = -0, entdo lim (f.g)(x) = +oo,
x>8 Xx>a x>a

Demonstrar este teorema a titulo de exercicio.

61. Observagdo

Se lim f{x) = +oo (ou -oo} e lim g(x} =+ (ou -e0) entdo ndo podemos
x¥»a X>a

estabelecer uma lei geral para lim (-f—)(x).
X¥>a

1
Por exemplo, consideremos as funces f(x) = 1 , a(x) —-4— e h(x)——x2

definidas em R*.
Observemos que

1 1 .
i ) = lim — = +oo, lim (x)-llm——=+ooel|mh(x)=
le_r)r‘l) fix) t-r::) x2 = x>0 9 »0 X4 x>0
lim -1 = -o0
x>0 x3
Mas
A
2
lim (30 = tim |[——] = lim x* =0
x>0 9 x>0 1 x>0
x*
1
. g . x4 N
lim (=}x) = lim = lim— = -
x|->o (h)( ) x>Q ;1 x>0 x?
X2
=1
2
im M0 = tim (= = lim 1) = -
x>0 f x>0 L x>0
x2
62. Teorema
Se lim f(x) = +o0, entdo lim %) 0.
Xra Xra
Demonstracéo
Se lim f(x) = + oo, entdo existem M >0 e § >0 tal quese 0< Ix - al <8,
x>ra
entio f(x) > M.
Mas

1
f(X)>M>04=>|f(X)|>M¢=>|ml < =

Tomando € = 1ﬁ , temos para todo € >0, existe 5 > 0 talque se
I l< 8 so |- - 0| < e e, portanto, lim L 0
0 < Ix - al <0, entao ) . P c M X = 0.
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63. Teorema

“Se lim f(x) = -o0, entio lim " = 0.
Xx>a x»>a Fx)

A demonstracdo ficarad a cargo do leitor

64. Teorema

Se lim f(x) = 0, entdo lim
X¥>a X¥ra

f(x)

= + oo,

Demonstragao

Se lim f(x) = 0, entdo existem € >0 e § >0 taisquese 0 < Ix-al<§,

X>a
entio [f(x}| < e.

Mas

1 1
If(x)|<e<=>|?(-)-(—)| >?

Tomando M =%, temos para todo M > 0, existe § >0 tal que se

0 < ix - al € 8, entdo > M e, portanto, lim

X>a

= + oo,

1 1
f(x) f(x)

65. Observagio

Se existir & tal que para todo x que satisfaca 0 < [x - al <& tenhamos

f(x) > 0, entdo lim —1— = lim

= + o0,
x>+a (x) X>a

1
fix)

Se existir 8 tal que para todo x que satisfaca 0 < Ix -al< 8 .tenhamos
fix) < 0, entdo

lim —— = lim -

= -0
x>a (X} x5a

L
f{x})
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66. Antes de prosseguirmos, fagamos um resumo dos teoremas apresentados, lem-
brando que 'as proposiches permanecerdo validas se substituirmos o simbolo

ux - au por ux = a+n ou ux . a-—u'
Dados Conclusdo
lim f{x) = too | lim g{x) = +o0 lim (f + g){x) = +eo
X>a X>a X>ra
lim fix) = -0 | lim g{x) = -o0 fim (f + g){x) = ~ao
x>a xra X>a
x)=b#0 | lim (f-gix) {+°° e b>0
i - H = im . =
:xlguaf(x) + 00 lxlinagx . g -w se b<O
-~ se b>0
- cw |0 ~b£0 [ lm (g0 = {
lxl:':; fix) oo Ixn_r)r; gix) #* xl->a (f-g +oo se b< 0
fim f{x} = too | lim g{x) = +o0 lim (f-gl{x} = +o0
x>a xX>a x*>a
lim f(x}) = +oo | lim g{x} = -90 lim {(f+g)lx) = —co
x>a X+a xX+a
lim f{x) = -0 | lim g{x) = -0 lim (f-glx} = +oo
X>ra x>ra X+a
i lim 1 0
IxT:a flx) = +oo x+a flx) B
i B - lim — = 0
!(I-r:; fxl = x>a fix)
i = i = too
i, T =0 a7




Nd@o poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

lim f(x) = +o0 lim g{x}) = + oo lim (f - glix) = ?
X»a’ xX>a x+a

lim f{x}) = - lim g{x) = - lim (f - g)ix}) =7
x>a x»>a’ X>a

tim f(x) = +oo lim gix} = - lim (f + gi{x) = ?
x>a X>ra X>ra

lim f{x) = +o0 {ou - oo} lim g{x) =0 lim {f-gix) =7?
x>a x>a X+a

iim f{x) = +o0 (OU - )} lim gi{x) = -0 (ou +o0) lim ~f— (x) =7
X>a X>a X>a

lii. LIMITES NO INFINITO

x +

67. Seja a fungdo f definida por f(x) =

buindo a x osvalores 1,5, 10, 100, 1000, 10000 e assim por diante, de tal forma
que X cresga ilimitadamente, temos;

X 1 5 10 100 | 1000 10000

fixy|] 3 14|12 |102 | 1002} 1,0002

a

Observamos que, a medida que x
cresce através de valores positivos, os
valores da fungdo f se aproximam
cada vez mais de 1, isto & pode-
mos tornar f(x) tdo proximo de 1
quanto desejarmos, se atribuirmos para X ——— — +4+— ———— ——
valores cada vez maiores.

2
para todo xreal e x #0. Atri-

Escrevemos, entdo:
; x + 2
lim =

xr+o00 X

1

68. Definigao

Seja f uma fun¢ado definida em um
intervalo aberto la, +oo[. Dizemos que,

guando X cresce ilimitadamente, f(x) f
se aproxima de L e escrevemos Lee
lim f(x) =1L i B .
X>r+ o0 L _e ,___________L________
se, para qualquer nimero € > 0, existir l

N > 0 tal qgue se "x > N entdo
[f(x) - LI <-e.

x ¥

Em simbolos, temos:

lm fxl=Les (Ve > 0,3N>0 | x>N == lixc - Li<e

L X +oo

. - x+2 _—
69. Consideremos novamente a fungdo f(x) = - Atribuindo a x 0os valores

-1,-5, -10, -100, -1000, -10000 e assim por diante, de tal forma que x de-
cresga ilimitadamente, temos:

X -1 -5 | -10 | -100 { -1000 | -10000

fix} | -t {06 | 08| 098 0,998 0,9998

Observamos que, a3 medida que x decresce através de valores negativos, os va-
lores da fungdo se aproximam cada vez mais de 1, isto é, podemos tornar f(x)
130 proximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos a x valores cada vez menores.
Escrevemos, entdo:

R x +
lim ———=1
X+ —00 X
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70. Definigio vh

Seja f uma funcio definida em um
intervalo aberto ]- oo, a[. Dizemos que,
quando x decresce ilimitadamente, f(x)
aproxima-se de L e escrevemos

lim  fix) = L !

x&—w 77‘_-7#77“'__ L_e
|
N

L+€

se, para qualquer nimero € > 0, existir
N < 0 1tal que se x < N entio
Hix) - Ll < e

Em simbolos, temos:

im  fix}) =L+ (¥ >0 IN<O | X <N == lfix} - Ll< e

X —o0

Yi
71. Seja a fungdo f(x) = x2, definida

para todo x real.

Atribuindo a x os valores 1, 5, 10,
100, 1000 e assim sucessivamente, de tal
forma que x cresca ilimitadamente, te-
mos:

x 1 5 10 100 1000

fix) | 1| 25 | 100 | 10000 | 1000000

Observamos que, a medida Que X cresce através de valores positivos, os valo-
res da fungdo também crescem e ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que
podemos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, isto €, maior que qualquer na-
mero positivo, tomando para x valores suficienterente grandes e escrevemos:

lim f(x) = + oo

X> 400
72. Se agora atribuirmos a x o0s valores -1, -5, -10, -100, -1000 e assim Su-
cessivamente, de tal forma que x decresca ilimitadamente, temos:

X -1 -5 [-10 | -100 -1000

f(x) 1| 25 | 100 | 10000 1000000
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Observamos que, a medida que x decresce através de valores negativos, os
valores da funcdo crescem e ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que po-
demos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, isto é, maior que qualquer nd-
mero positivo, tomando para x valores negativos cujos modulos sejam suficiente-
mente grandes e escrevemos

lim f(x) = + oo
x> - oo

73. Definigoes v}

Seja f uma fungdo definida em um
intervalo aberto Ja, + oo[. Dizemos que,
quando x cresce ilimitadamente, f(x)
cresce também ilimitadamente e escre-
vemos | M-

lim f(x} = +

X>+ 00
se, para qualguer nOmero M > 0, existir
N >0 tal quese x> N entio f(x) > M,

Em simbolos, temos:

lim f(x)=+oo<=>(VM>0,3N>OiX>N == f(x) > M)

X>+00

Cologuemos com simbolos as definigdes de

lim  f(x) = ~o0, lim f(x) = +oo e lim fix) =-o0

X +co X¥> - co X¥ - 00

lim  fix) = -cce=> (YM <0, AN>0| x>N = f{x) < M)
X>+ 00

lim f(x} =40 e= (¥M >0, IN<O] x<N == fix) >M)
X~ 0O ~ .

lim  f{x) = ~c0 = (VM <0, IN<O| x<N = f{x) < M)

X»~ 00

Para concluirmos algo com relagdo ao comportamento dos valores da fungio
quando x crescia ou decrescia ilimitadamente, construimos uma tabela de valores
de x e f{x). Vejamos como chegar a8 mesma conclusdc, sem construirmos essa
tabela.
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74. Teorema 76. Teorema

-Se ¢ € IR entdo lim c¢c=1lim c=¢ Se n é um numero inteiro positivo, entio:
X>+ 00 X>- 00 1
. Blim —|/ =0
Demonstracdo ) x>+ 00 X
A demonstracdo é bastante simples, ja que . 1 0
im — =
n
¥Ye>0IN>0! x>N ==0=Ic-cl<e x+-00 X
é trivialmente verdadeira e portanto Demanstragao
lim c¢=c¢ Fica como exercicio
X>+ 0

75. Teorema

, , L . L 77. Teorema
Se n é um ndmero inteiro e positivo entdo

; n ' , " . .
1) I|:n x' = too Se f(x) =ag +a;x +ax> + ..+ agx", a, # 0, é uma funcio polinomial,
X>+ 00 -~
entdo:
. +o0 se n é par . . . .
Mim x" = ; p lim  f{x) = lim  (apx™ e lim  f{x) = lim (apx™
X - 00 - o s& n e 1mpar X>+ 00 X+ + 00 X+- 00 X+ - 00
Demonstracdo
Faremos a demonstracao de Il por indugdo sobre n.
19 caso: n é impar Demonstracio
Por aplicagGes sucessivas das propriedades e teoremas, temos:
e . . i — i 2 n
A proposicdo é verdadeira para n =1 pois (¥M<0,IMOIx<M == L‘m fix) = lim  (ag +ayx+a;x? + ... +a,x") =
: oo X>+ 00
=>x <M =Ilim x=-ca
X>=- 00 a a a
s - i n o 1 2 —_—
Supondo que a proposi¢do seja verdadeira para n = p mostremos que é ver- L'fl ~ [anx (a - + — + = + .t 1)] =
x apx anx
. . . . ~ . + n n n
dadeirapara n=p+2, istoé,se lim xP=-c entdo lim xP 2 - - co.

X - cO X>=00 n 30 31 32
. n . e . = | « i R H n
De fato, por aplicacGes sucessivas dos teoremas ja vistos, temos: "L"MQ {apx"} « lim . + - + - + ..+ 1) =lim (a,x"}
x X>+o0\ apx apX apXx x>+ oo
lim  xP*? —dim  (xP . x?) =1lim xP - lim %* pois
X =00 X>-c0 X -0 X> =00
. . . . . ag a a
Mas Iim x2 =1lim x«lim x =+ e lim xP = -0 portanto, lim —+ 'n_l + 2n_2 + .. +1) =
X - 00 X - 00 X =00 X+ - 00 X>+00 \ 2nX anX anX
. +2 1 1
lim xP = -o0. . el . . a; . . a2 .
m e = lim « lim  t im « lim a7 +lim + lim e RO
X>4+ 00 dn X>+ 00 X X>+ 00 8p x>+00 X X++00 dn x>+00 X

As demonstracdes para o caso em que n & par e da parte | ficam como exer- + + lim 1 =1
cicios. X+ 4+ 00
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78. Teorema
Se f(x) = ag + ayx +a;x® +...+a,x", an #0, e glx) = b +byx+
+ byx? + ..+ byx™, bm # 0 sdo fungdes polinomiais entdo
. (x) . a
lim —— =Ilim L n-m e lim (x) = lim ix”'"‘
X>+ 00 Q(X) x>+ oo \ Dm x>- oo 9{x) x>- 00 \ Pm
Demonstracdo
. fix) ap + ayx + a;x% + ... + apx"
lim — = |lim 3 =
x>+ oo 9(x) x>+00 D + byx + byx® + ... + bpx
dg a a
anx" ( nt ln—l * 2n—2 ot 1>
. anX anXx anX
L b b 5 -
X>+ 0O 0 1
bmxm ( mT m-1 2m—z oot 1)
bmx bmXx bmx
2 a a
n 0n + ln-1 ?1—2 MR
. anX ] anX anx a_x
= lim —m ] lim n =
x»+00 \ bpx X+ 00 bo b, n b, +1
b x bnx™™!  bypx™? ’
. an - . a -
=tlim (= + x"™} .1 =tlim 0 xn-m
x++00 \bm x>+ 00\ bm
EXERCICIOS

H.75 Encontre:
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a) lim  (4x2 - 7x + 3) c) lim  (6x3 - 4x2 - 3x + 2)
X>+00 X>- 00

b} lim  (-3x3 + 2x2 - 5x + 3} d) lim  {3x% - 7x3 + 2x2 - Bx - 4}
X+ 00 X>- 00

Solugdo:

al lim  {4x2 - 7x + 3} = lim  (4x?) = + o0
X>r+ 00 x>+ 00

bi lim  {-3x3 + 2x2 - Bx + 3) = fim  (-3x3} = -o0
X>+ 00 X>+ 60

¢) lim  (5x3 - 4x2 - 3x + 2) = lim  {5x3) = -0
x> - 00 x> - 00

d) lim  {3x% - 7x3 + 2x2 - 6x - 4) = lim {(3x%) = + o0
X+ - 00 X -00

H.76

H.77

H.78

H.79

H.80

Encontre:
al tim  (2x + 3) d} tim (4 - x2)
X+ 00 K>+ OO
b} lim (4 - 5x)} el lim  (3x3 - 4)
X>- 00 X>-00
c) lim  (Bx2 . 4x + 3) f) lim (8 - x3)
X>+ 0o X - 00
Encontre:
a) lim  (x"-1), nEN" ¢) lim  {c+x), ¢ ER"
X>+ GO X>+ 00
b) iim (1 -x"), n EN" .
o o0 di tim  (X), cER
x>-00 ©
Encontre:
al lim  Vx2 -2x + 2 bl lim  Vx2 -3x+5
x>+ 00 X> - 00
Encontre:
a) lim >X*2 2 ) lim 8x2 -4x+3
x>+o0 2% ~ 1 x>-o0 X +2
5 - 4x ax - 1
i d) ti P ——
b) xIT-oo 2x - 3 ) ):T_miixz + 5x - 2
Solugido:
a) lim -~—3x 2 lim ﬂ = lim 1“ 3
xoroe X =1 e B 10 d B
x
b) lim = lim ——=Iim (-2) = -2
x> -0 2x -3 x> - 00 2 X¥ - co
. 5x2 - 4x + 3 5x2 i
c) im ————5—— =1lim —— =lim ——= to00
x>too 3X 112 x>+00 3% x>+ 00
. 4x - 1 i 4
d} lim —g——————— = |im —5=Ilm —=20
x»-00 3X2 +Bx -2 L . 3x x> - 00 3%
Encontre:
. 3 - 2x . -1
a) lim  ——— d) lim
xr+o0 5% + 1 xr-co X2+ 1
b) lim X -3 el lim x2 - 3x + 4
X>-c0 3% + 2 xrioo 3%X3 + 532 — Bx + 2
2 _ 2 4
¢ lim = 4 f} lim —x3—i
x>+o0 X T 1 x>-00 %% -1
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.

x2 + x +1

glim v -
) tim - (2x - 3)3

x>

. (3x + 2)3
i) lim

coo XU+ 1Hx + 2)

x> —oo 2x(3x + T}Hax - 1)

H.81 Encontre:

a) tim
x>+ GO x + 1
Solucdo

Observemos que

im  Vx?-2x+2 =

X>+ 00 x> - o0 X4 0O
. s oa - . + oo
lim (x + 1) = -co e ndc tém significado os simbolos T
X> - 00

Notemos que

Vx2 - 2x + 2

V2 - 2x + 2

lim

{2x - 3)3(3x - 2)2

X+ 00 x5

lim {x + 2}% - (x - 1)4
x> - 00 (2x + 3)3

. X2 - 2x + 2

m R

lim Vx2 -2x +2 = +o09 lim

x + 1 -

portanto:

lim = lim = lim
X>+ GO x + 3 X> - 00 x(1 +—) X+ 00
X 1 -2-+l
’ \/x2—2x+27|,m X xz—lim
e m x + 1 - 1 B
X> - o0 x> - 0O x(1 +_) Xr =00
H.82 Encontre:
) lim X2k x t 1 e} lim x2
a ~y T .
x>+ GO x + 1 x_>+°°1+x\/x
3
. Vx4 x4+ ) x +Vx
b} lim ———— f} lim 2.
X>r -0 x + 1 X>r-00 x +1
- 232 -3x -5 Vi Ll
¢) him im
xoroo Vx& +1 ¥ e /X% - 1000
e
@ i 2x2 - 3x -5 h i : x2 + 1
im T — im -
xr-o0 VX +1 xr+o0 X T 1
\\ .
SR
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(x + 1) = + oo,

H.83

H.84

H.85

Encontre

im  (Vx% +3x+2-x)

X>r+ 00

Solugio

Observemos que

lim x2 - 3x +2=+0o0 g lim (x) = +oo mas, carece de significado o sim-
X>4 OO X+ 00

bolo (+od - (4o

Para obtermos o limite procurado, multiplicamos e dividimos {V x2 + 3x + 2 - x}

por {Vx2 + 3x + 2 + x). Assim, temos:

Vx2 +3x +2 - x=

(Vx2 +3x +2 -x) (Wx2 +3x+2+x)

3x+ 2

X2+ 3x+ 2 +x

Notemos que |lim
x>+ 00

+too N ~
o Néo tem significado. Fazemos entac

x(3 +2)
X

(3x + 2} = +o0, lim
X+ OO

Vi F3x+ 2+ x -

(\/x2 +3x+ 2+ x)=+o0 eosimbold

Vx2+2x+3 -

x = =
x(\/1+3+~3+1 \/1+3+£+1
x  x2 x  x?

portanto
3 + 2
lim /x2 +2x + 3 - x) = lim X 3
x>+ 00 xr+00 [y +i+_22‘ 1 2
X X
Encontre:
al lim  (Vx2 +3x +4 -x) e lim W2 +1 - Vx2 -1
X4+ 00 x>+ OO
bl lim  (Vx2 +3x + 4 - x) ) lim  (/x2 - 4x + 5 -VxZ - 3x + 4
X> - 00 x>+ 00
¢l lim  (Wx+4 - vVx-2) g) lim  (x -V x2 + 4)
X>+ 0O X>+ OO
dh lim x2 —x +1 - x) M tim (V2 tax + b - x)
X>+ OO0 x>+ OO0
Encontre:
x4+ W x®oBx2 -2 , VX ¥ 2x + 4 - x
a) lim 3 c} lim
Xr+ 0 Vx3 o+ woroe X =Vx2 -x+ 1

Vi it

X x +
b) lim
x>+ 60 \/x+2—\/x+3
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H.86 Encontre:

a) lim (\/x+\/x+\/:_\,/;)

X-»+ 0O

b} lim .‘/" t Vx + Vx
x

X+ 00
¢ lim Vi s Vo s V5
X>+ 00 Viax +1

H.87 Mostre pela definicdo que:
al lim x2 = +o0 b) lim x? = +oo
X>+ 00 X - 00
H.88 Mostre pela definigdo que:

al lim  x3 = + o0 b) lim x3 = -oo
Xt 00 Xb - 00

IV. PROPRIEDADES DOS LIMITES NO INFINITO

Veremos em seguida dez teoremas cujos enunciados serdo apresentados com o
simbolo  "x - +o" e nio perdem a validade se esse simbolo for trocado jpor
"x = -0, Estes teoremas sdo basicamente os apresentados nas propriedades dos
limites infinitos, com adaptacdes para aplicacdes de limites no infinito.

79. Teorema

Se lim  f(x) = e e lim g(x) = +oo, entdo lim (f + g)(x) =+oo.
X>+ 03 X *+ oo X>+ 00
Demonstracdo

Para provarmos que lim (f + g)(x) = + o devemnos provar:
X+ 00

YM>03IN>01 x>N = (f+g}x) > M

Temos, por hipdtese

. . , M
lim  f{x) = + o, isto é, se tomarmos — > 0, temos:
X>+ 00 2

M
e >0,3N; >0 x >N, :>f(x)>~|\24
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. i M
e lim g{x} = +oo, isto é, se tomarmos — > 0, temos:

x>+ 00 2
\f—“2£>0,3N2>0Ix>N2 :=>g(x)>—“én—
entio considerando N = max {N;, N,}, temos:
¥YM>0,IN>01| x>N =>f(x)+g(x)>%+%=M

Faremos a apresentacdo dos enunciados dos demais teoremas e deixaremos a
cargo do aluno as demonstrag0es.

80. Teorema

Se Iim f{x) = -o e lim g{x) = -0, entdo lim (f+ g) = - oo
X>+ 00 X> + 0O X>+ 00

Observacdo

Se lim f(x} = too, lim g{x) = +00, lim hi{x) = -co
X>+ 00 x>+ 00 X>+ 00

e lim i{x) = - o0, ndo podemos estabelecer uma iei geral para os seguintes limites

X>+ 00
lim {f-g), tim (h~i)x) e tim (f+ hi{x)
X+ 00 X>+ 00 X+ + 00

Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) =3x -2 e g(x) = 3x + b defini-
das para todo x real. Observemos que

Iim (3x-2) =+ e lim (3x+5) =+o0
x>+ o0 X>+4 00

e calculemos

lim  {f - gi{x) = lim  [f(x) - g(x)] =

X>+ 0o X+ 00

=tm [(83x -2} -{3x +5)] =1lim (-7) = -7

X>+ 00 x>+ oo

Se considerarmos as funcdes f(x) = 3x® - Ix+1 e glx) = 2x? + 2x - 3 defi-
nidas para todo x real, teriamos: :

lim (3x2 -7x+ 1) =+w e lim (2x* +2x -3) = +o

X>+ 00 X¥r+ 0O
mas lim (f - g}{x) = lim  [f{x) - gl{x})] =
X> + 00 X>+ o0
=lim  [{3x2 - 7x + 1) - (2x2 + 2x -3)} = lim (x* - 9x + 4) = +
x>+ o0 X>+ 00
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81. Teorema

Se lim. f(x) = +oo e fim g(x) =b # 0, entdo
° X>+ oo X>+ oo
lse b>0 entdo lim (f. gl{x) = + oo
X> 4+ 00
Ityse b <0 entdo lim (f-g)(x) = - oo
X>+ 60
82. Teorema
Se lim f(x) =-0 e lim g(x) =b# 0, entdo
x>+ 00 X+ + 0o
lJse b>0 entfo lim {f-g)x) = - oo
X++ 00
ihse b <0 entdo lim (f.ghx) = + o0,
X>+ 00
Observacio
Se lim f(x) = +oo {ou -} e lim gix) =0,

X>+ o0 X>+ 00

onde g ndo é a funcdo nula, entic ndo podemos formular uma lei geral para
lim  (f . g)(x).

X>+ 00

Por exemplo consideremos as funcBes f(x) =2x +1 e h{x) = x? - 4 definidas

em R e afungio gix) = definidaem R -{1}.

X -

Observemos que

Hm  f{x) = lim {(2x + 1) = +too
X>+ 00 X+ o0
lim  hix) = lim (x? -4) = +
x>+ 00 X3+ 00
1
lim {x) = lim =0
X>+ co g X++00 X — 1
mas
2x +
fim  (f.g)lx) = lim [f(x) - g{x)] = lim x*+ 1 =2
X¥>+ 00 X>+ 00 x++oo X = 1
x* -4
lim  (h-g)x) =lim [h{x) « g(x)] = lim =+
X>+ 00 X>+ 00 X>+ 00 X -1
82-H

83.

84.

85.

Teorema

Se lim  f{x}) = +o e lim g(x) = +oo, entdo lim
X>+ o0 X>+ 00 X> + 0O
Teorema
Se lim f(x) =+ e lim g{x) = - oo entio lim
x>+ OO X>+ o0 X>+ o0
Teorema
Se lim f(x) =-o0 e lim g(x) = -eo, entdo lim
X>+ 00 x>+ 00 T X*+o00
Observagdo
Se lim  f{x} =+ oo (0u-o0) e lim
X+ 00 X>+ 00
. . f
belecer uma lei geral para lim (—) (x).
x>+o0 @

mas

{f+ gix)

+ oo,

{f - g)ix)

]
3

(f-g)x) = + oo,

g{x) = + oo {ou - =) nido podemos esta-

Por exemplo, consideremos as fungdes f{x) = 2x - 3,9{x)=3x-4 e hix)=
= x? - 4x + 3 definidas em IR,

Notemos que

lim  f(x) =lim (2x - 3) = +

X>+ o X>+ 00

lim  g{x) =lim (3x - 4) = + o

x>+ 00 X+ 00

lim  hix) =lim (x> -4x + 3) = +

x>+ oo X>+ 00

. f . f(x)} . 2x -3 2

im (=) (x) = lim —= =|m 2222_°%

x>+00 4§ x>+ o0 9{x)} xr+00 X -4 3
2 -

tim (M) = fim 2y X o4x 43

x»+00 9 xr+oo X} xsioo 3x - 4
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86. Teorema Dados Conclusdo
1 lim  f(x) = +eo [ lim g(x) = +oo lim {f+g)(x) = +oo
-Se lim  f(x) = +o0, entdo lim —— = 0. x>+ 00 x>+ 00 x>+ 00
X¥+ 00 X+ 00 fix)
iim  f{x) =-00 [lim gi{x) = -0 lim {f+g)(x) = -0
X>+ o0 X> - 00 X> -0o0
87. Teorema lim f(x) = +oo |lim gx)=b#0|lim (f.gx)={ = % >0
X>+ 00 X>+ 00 X+ 00 - se b<O
1
Se lim f(x) = -0, entio lim - = 0. i I - ; : _ [~ e b>0
T oo ) im0 = o [im gl =b# 0 lm (g - {7 2 <0
fim  f(x) = +oo | lim gix) = + 0 lim  (f.g)lx) = +oo
X+ 0O X>+ 00 X>+ oo
88. Teorema lim  f{x) = +eo | Iim g(x) = - = lim  (f.g){x) = - ce
X+ 4+ 00 X>+ oo X>r+ o0
1
S lim  f(x) =0, entdo lim —’ = + oo, i = -o0 | li = - o0 i - = too
X>+ 00 X>+ o0 ‘f(x) Liflw fix} !:_r::_oo glx) 1:;““” (F - ahix) +
lim f{x) = teo lim =0
~ X¥+ ©O X+ 0O f(x)
Observacao 1
Se existir N > 0 tal que para todo x > N tenhamos f(x) > 0, entdo: lim  f{x) = - o0 Iim -—=0
X>+ 00 X+ 0o f(x)
1 ) .
; L _ — = too, lim fix}) =0 lm |—=—|= +o0
::—T«-oo f(x) !:-r::-ao f(x) = X>+ 00 x>+ oo | F{X)

. . x = : ~ . -
ou se existir N> 0 tal que para todo x > N tenhamos f{x) <0, entdo Nao podemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

1
lim —— =lim - — =-o0 . . .
x3+00 HX)  ysioo f(x) lim  f{x) = + 0 lim gix}) = + fim  (f-g}{x)=?
X>+ 00 X+ + 6o X> + 00
lim f(x) = -~ o0 lim gi{x) = - im (f-gi{x) =7
K>+ 00 X+ + 00 X+ + oo
lim f(x) = +oo lim g{x}) = ~ oo lim (f+g){x)=7?
89. Resumo X>+ 00 x>+ 00 X>+ 00
lim  f(x) = +o0 {Ou - o) | lim gix}) =0 lim (f.g){x)=7?
Faremos agora um resumo dos teoremas apresentados, lembrando que as x>+ oo x>+ 0o x>+ oo
roposicdes continuam verdadeiras se trocarmos o simbolo “x > +o" por ) f
B POSIC r . lim  f(x) = +c0 {ou -o0) | lim g{x) = oo (Ou =00} | lim (—)(x} = ?
X > - X>+ 00 X+ oo x>+00 @
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CAPITULO 1v

COMPLEMENTOS
SOBRE LIMITES

. TEOREMAS ADICIONAIS SOBRE LIMITES

90. Fungdo limitada
Definicao

, . definida 5 1imi
.um rfumero M>0 tal Que, para om A € limitada em BCA seexistir
Isto e, -M < f(x) < M.

Em simbolos:

I t ¢ limitada em B (AM >0 x €B — f(x)] < M)

m B, entdo exi ;
€ B, vale a < f(x) < b. existem a e b reais

86 -H

Exemplos
1
19} A funcdio f(x) = cos x é limi- _\\‘~ i
tada em IR, pois -1 < cosx < 1, : S o \ >
. -
v 1
. ]
1 /’
20) A funcio fix) = x> +1 ndo . I'
¢ limitada em IR mas ¢ limitada no inter- |
valo [-1, 1] pois -1 [ .
1 X

-2<x* +1<2 paratodo x €[-1, 1]

PR
[}
[ %]

91. Teorema

Se lim f(x) = b, entdo existe um intervalo aberto | contendo a, tal que f é

X>a
limitada em | - {a}.
Demonstragao

Devemos provar que se lim f(x) = b entdo existem M >0 e &§ > 0 tais
X>a

quese D< Ix-al<d entio [fix)l< M.
De fato, se lim f{x) = b, tomando € = 1 na definicdo de limite, temos:
X>a

€e=1,36>01 0<Ix~al<céd == lfix) -bl <1

mas
Ifix) - bl 2 1f{x)| ~ Ibl
portanto
f(x) - bl <1 == liix)] - Ibl<1 —= lflx)l < Ibl +1

pondo M = |b] + 1, temos

IM>0 35>01 0<Ix-al<éd = Ifix)l<M™
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92. Teorema da conservagao do sinal

Se lim f(x) = b # 0 entdo existe um intervalo aberto | contendo a, tal que
X>a
f conserva o mesmo sinal de b em | - {a}.
Demonstragéo

. Ibl N
Sendo lim f(x) = b, tomando ¢ = % na definicdo de fimites, temos:
x»ra

e=—|g—|,36>0|0<|x-ai<6 =>|f(x)—b|<% =

=>b—% < flx) < b + M
Se b >0, entdo, para todo x tal que 0< Ix-al<§, temos

f{x) > b - % =b—%=%> 0 ==>f tern o mesmo sinal de b.

Se b < 0, entdo,para todo x tal que 0< Ix~al<8 temos

f(x) < b+ %=b——g = % <0 == 1f tem o mesmo-sinal de b.

93. Teorema do confronto

Se lim g{x) = lim h(x) = b ese f é tal que g(x) < f{x} < h(x) para todo

X>a X>a

x €} - {a}, onde | é intervalo aberto que contém a, entdo lim f(x) = b.
Xra

Demonstracgo

Sendo lim g{x) = lim h{x} = b entdo, para todo €>0, existem §, >0 e
X+a X>a

5, > 0 tais que
0< Ix-al<8, == lolx)-bl< e == b-e<glx)<b+e
0< [x-a]l <8, =-—»Ih(x)-b|<e=:>b—e<h(x)<b+e
Sendo 8§ = min {61,62}, temos para todo € > 0, existe § > 0 tal que
0<Ix-al<$8 ==b-e<glx) <fx) <hix) <b+e —_—
== b-e<flx) <b+e === |f(x) - b] < ¢
isto é
lim f{x) = b

X>a

88-H

“Se lim g{x)=lim hix)=b ese f étal que g(x) <f(x) <h(x) para

X+ + oo X+ + 00
todo X € Ja, +oo[ entdo lim  f{x) = b".
X¥+ 00
Demonstracio

Sendo lim gi{x) =lim hix}) =b, entdo para todo € >0, existem N; >0
X>+ o0 X>+ o0

e Ny > 0 tais que
x >N, == lglx)-bl < e =b-¢€ < glx)<b+e
x >Ny, == |hix) -bl < ¢ ==b-¢ < hix) < b+e¢
Sendo N =max {N;, Ny}, temos para todo € >0, existe N >0 tal que

X>N ===b-e<glx)<fx) <hlx) <b+e =
== b-e<flx) <b+e == [f(x) ~b| < €

isto 8, lim f(x)=Db
X+ + 00

"

H H e e [r -
Obs: O teorema continua valido se substituirmos ‘x - + o' por “x = -" e
la, +oo[ por J-eo, al.

94. Teorema

Se lim f{x) = b e lim g(x}) =¢, com b < c, entdo existe um intervalo

xX>a X>ra
aberto | contendo a, tal que f(x) < gix) em | - {a}.
Demonstracdo
c-b e li-
Sendo lim f(x} =b e lim g{x) =c e tomando €=—5— na definicdo de li
X>a x>a )
mites, temos que existem §; >0 e 8, > 0 tais que

c-b 3b-c b+c
0< ix-2al <&;= [f{x}) - bl < 7 = 3 < fix) <

c-b b+c¢ 3c-b

0 < Ix-al <8y => lglx} - cl <

89-H



Tomando & = min {8, 85} temos 96. Teorema

b +
.35>O|0<|x-a|<6 = f(x) < 20 <_9(X) — lim cosx = cosa, ¥a€& IR
xX>ra

= f(x} < glx} . e . X I
A demonstragdo deste teorema,que é feita de modo analogo a do anterior, fi-

card como exercicio.

97. Teorema

. LIMITES TRIGONOMETRICOS

. i
lim tgx = tg a, Va;éi +kn, kEZ
>
95. Teorema x>a
Demonstracdo
lim senx = sena, ¥a € R .
x>a lim senx :
. . SenX  x»a sen a
lim tgx = lim = = = =tga
x>a x»a €0s X lim cosx cos a
) x>a
Demonstracdo
Para demonstrarmos que lim sen x = sena demonstremos que
x>a . 98. Teorema (limite trigonométrico fundamental)
lim (senx - sena) = 0, jad que |im senx = sena «<=1im (senx - sena) = 0.
X¥>a X>a . xX>a A sen X
) . lim =1
Temos, da trigonometria, x+0 X
X -a x+a x+a X-a ~ !
0 < lsenx-senal = |2 sen 7 " cos | =12 cos 2 | « Isen 2 | Demonstracdo
X-a X -a X+a Da trigonometria, temos
maslsen2|<.|2|e12c052|<2 o\ t9 x
T
a)0<x<§=>senx<x<tgx=> sen x .
entdo .
1 1 1
. X-a = — — {
0 < |senx - senal <2 | 2 | =0 |senx -senal < |x-al . sen X > X > tg X W
-
Considerando as fungdes g(x) =0, f(x) = [senx ~senal e h{x)=|x-al e A
notando que
lim g(x} =lim 0=20
X+a X>a T
. . b) —— <x <0 =senx>x>tgx — -
lim hix} = lim |x - al =0 2 _ 9 son x|
x>a x>a . 1 < 1 < 1 ) tg x
Segue-se pelo teorema do confronto que lim Isen x - sen al=0 e, portanto, sen X X tg x
X>a .

lim fsenx - senal =0, ou seja, lim senx = sen a.
X>a X>a
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Multiplicando as desigualdades@e @ por sen X, resulta

é)0<x<.1 fsenx>0) sen x sen x sen x
- 2 sen x b g x

=1 > sen X > €osX

b)—1<x<0 {sen x < 0) sen x > sen X sen X
2 sen x X tg x
= 1> se:x > coéx
Temos, portanto:

para —%<x<—g—e x#0 cosx<senx<1
Considerando  g{x) = cosx, f{x) = senx hi{x} = 1

lim g{x) = lim cosx = cos 0 =
x>0 X>0
im hi{x) = lim 1 =1
x>0 x>0

1

pelo teorema do confronto, temos

sen x

-

x>0 X

EXERCICIOS

H.89 Encontre:

sen 2x
x

a) lim
x>0

b} tim 803X
x>0 Sen Bx

R 1-cos x
c) lim I
x>0

Solugdo

a) tim 2" _ jin (2.

sen 2x

)= 2:1 =2

x0 X x>0 2x
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e notando que

H.90

H9

H.92

R
1+cosx

. sen 3x ) 3  sen3x 5x 3 3
b) {im = lim (% . . ==l 1 ==
x>0 S€nbBx .. 0 5 3Ix sen 5x 5 5
. 1-cosx . {1 -cos x}{1 +cos x) {sen x)2
¢} lim ——— = lim Tt ) = lim 2
x»0 X x>0 X cos x>0
Encontre:
. tgax
a) lim sen 3x £) Iim Bbx
x>6 2% X0
) sen 2x , 1-cosx
B) lim gl lim "
x> SenXx x>0
13 . 1 -sec x
o) lim 222 h) lim —
x>0 bX x>0
. senax .. tgx +senx
d) tim —— i} lim lgx 7 senX
x>p Senbx X0 X
\ tg 2x o 1 -cosx
e} lim g jY lim ———
x>0 X x>0 X " senXx
Encontre:
. senx - sena
lim ————
x>a X - a
Solugdo
Da trigonometria, temos:
X - a X +a
sen X - sena = 2sen * cos
2 2
entdo
- x + a
2 sen * COs
. sen x — sena I 2 2
lim ———————— =1lim =
xra x-2 x>a x-a
n X -~ a
. s€ 2 X + a
= lim - cos =1-cosa =cosa
x>a x-a 2
2 ;
Encontre:
COs X ~ cosa . tgx -tga
al lim ——/—— b} lim “—————
X>ra x-a X>a x a
ec x - $eca . sen X - €os X
¢} lim s—_—x——a—-— d) lim T——tg—x—
x>a X_,,;_T

}

X
2
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e) lim WX -senx f) lim en3x - sen 2x

x>0 sen? x >0 sen x
’ i cos 2x - cos 3x hy i sen{x +a) - sena
gl lim =7 im "
x>0 x>0
T — A
1 - sen X
O cos{x +a) - cosa AN, 2
l) lim ———— { j) fim _TT——
R 1 - 2cos x o1 - x2?
k) lim ————— 1} lim
T - 3x x>1 Sen mx
X-’a—
m) tim cos 2x n) lim 1 - cos3x
_tosex —
ol COs X — $en X x>0 Sen<x
4
. sen ax - sen bx . cos ax - cos bx
o) lim —X  — —— p} lim —————
X>0 x x>0 X
a) lim X — sen 2x o} lim 1 - cos x
xrg X * sen 3x x>0 x2
mx
. cos2 . \/1+senx-\/1-senx
s) lim t) lim
x> 17X x>0 x
H.93 Encontre: PR
_ 1 o
a) lim x » sen — c) lim (1-x} » 1g
x>0 x x¥1
R 1 R W
b} lim  x » sen — d) lim cotg 2x - cotg (? - x)
x>+ 00 x x>0

I1Il. LIMITES DA FUNCAQ EXPONENCIAL

99. Teorema

Se a€ IR e 0<as1 entio lim a*=1.
x>0

Demonstracdo

Para provarmos que lim a* = 1 devemos provar:
x>0

¥e>0,38>0] 0<ixl<d =" -1| < €
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Supondo a>1 e 0<e<1 temos:
|ax-1|<E<=>-6<ax-1<€<=r1—e<ax<1+eﬁ:r
= logy (1 - €} < x < logy (1 + ¢) .

masse a>1 e 0Je< 1 entdo logy (1 -6 <0 e logg{l +€) > 0
e, portanto:

log, (1-€) <x<log, (1+€) <= x<log,{1+€) e -x <-log, (1 -€) <
= |x| < logg (1 + €} e Ix| < -ogy (1 - €).

Assim, paratodo 0 <e <1, existe & = min {log, (1 +é€), -log, (1-€)} tal
que 0< |x|l <« § = |a" -1} < &.

Se a>1 e € 21, tomamos € < 1<e e determinamos
5" = min {Ioga {1+ ¢€), -log, (1 - €} tal que
O<Ixl € 8 = [a" -1l <€ <e

Deixaremos a carga do leitor a demonstracdo para o caso 0 < a < 1.

100. Teorema

Se a€EIR e 0<a#1 entdo lim a* = a’.

x>b
Demonstracéo
Para provarmos que lim a* = a? provemos que lim (a* - a®) =0
x>b x+b
Provemos inicialmente que lim a*® =1 isto é:
x+b

¥e>0 6>0] 0<Ix-bl<s=[a""-1] <e¢

fazendo x - b = w, temos:

¥e>0 8>0] 0<Iwl<d = [a" -1] < ¢
gue é verdadeiro pelo teorema anterior.

Mostremos agora que lim {a* - a%) = 0. De fato:

x>b
lim (@ - a®) = lim [a® + (a*® - 1)] =
x+b x+b
=a? «lim (@P -1) =a® . [lim a*®?-1]=a®.[1-1]=a®.0=0
x+b x*b
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101. Teorema

Se a& R e a>1, entdo lim a% = +o e lim a* = 0.
: X>+ 00 X¥ - 00

Demonstracdo

Para provarmos que lim a* = +o devemos provar
X>+ 00

¥M>03IN>0| x>N ==a">M
Notemos que para todo M > 0 temos a* > M «= x > togyM.

Se M > 1, tomamos N =log,M >0 e temos que, para todo M > 1, existe
N =1log;M >0 talque x >N == a" > M.

Se 0 <M1, tomamos M’ > 1> M, determinamos N = log;M’' >0 e
temos que, para todo M <1, existe N =log,M' >0 talque x >N=2a*">M.

Para provarmos que lim a* = 0 devemos provar:
X> -0

Ye>0 AIN<CO | x <N == |a%|<¢
Notemos que
[a*] < € = a* <€ e x < logye

Se 0<e< 1, tomamos N = log;e < 0 tal qgue x < N == |a"i < €.
Se € > 1, tomamos € <1< e, determinamos N =log,e’ <0 e temos que,
para todo € > 1, existe N = logze" < 0 tal que x <N == |a"| <€ <e.

102. Teorema

Se a€ R e 0<a< 1 entdo lim a*=0 e lim a* = +oo,
X+ 00 X>- 00

A demonstracdo deste teorema ficard a cargo do leitor como exercicio.

103. Teorema

Se a€R,0<a+1 e lim f(x) =0, entdo lim a'™ = 1.

x*b x+b

Demonstracdo

Considerando que lim f(x) = 0 e supondo a > 1, temos:
x>b

1) Dado €; > 0, existe &, > 0 1tal que

0 < ix - bl <8 = lf(x} < loga(1 +€;) =
= -logy{1 +e;} < f{x} < tog{1 + ¢).
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2) Dado 0 < €; < 1, existe 6, > 0 tal que
0< Ilx-bl<é, = If{x}i< -logyll - €2) ==
==1loga(1 - &) < f(x) < -loga(1 - €2)
Notemos que, para €, >0 e 0 < e <1, temos:
loga(1 - €3) < 0 < loga(1 + €)

Ent3o, para todo € > 0, temos:

1)Se 0 < e < 1, entdo existe & = min {8, 8} tal que

0< Ix-bl<d == logyll - €) < fix}) < logal{l + €} =
—loe<ca®clte —-e<a™1ce = 2™ _1lce

2) Se e > 1, entdo tomamos 0 < e' < 1 <e eexiste §" >0 1al
que 0<Ix-bl <8 = laf™ _ 1] e <e

Assim provamos que |im af
x+b

demonstracio para 0 < a < 1, que é feita de modo andlogo.

=1 para a > 1, deixamos a cargo do leitor a

104. Teorema

Se a€ R, 0<a=+1 e lim fix) =c, entdo

x>b
lim f{x}
lim aftx) = b = a°
x>b
Demonstracio

Por hipotese, temos |im f(x) = ¢, isto &, lim [f(x) - c] = 0.
x>b x>b

Pelo teorema anterior

lim [Hx) - ¢] = 0 —= tim al™-¢l _ 1

x>b x>h
Para provarmos que lim af™®! = a® provemos que tim [a™ - 2°] = 0.
x>b x>+b
Entdo
lim [a'™ - a%] = lim a° - [af)-c _ 1]
x>b x>bh
=a% - lim [af(X)-c -1] = a® . [lim af(")'c - 1]
x+b x>b

—a® - {1-1)=a"-0=0
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EXERCICIOS

H.84

H.95

H.96

H.97

Complete:
a) lim 3% -
x»2

b) lim  (—)X =
x>-1

Complete:

a) tim 2%
X>+oo

b) lim 2%
Xx>-00

) lim ()% =
X>+ 00

Complete:
2 _

a) lim 22 &+

x>3

b) fim 3x7-+6x+: -

X>r=2

Complete:

x2 - 4
a lim 3 *°2 _
x>2

1-x2

. 1, x-1
b) lim (=) =
x>l 2

x3 -3x+2

2 -
¢) lim 2 X' *+x -2

xr1
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c}

d)

d)

e)

f)

c)

d)

d)

e)

f)

. x
lim e =

x*2

lim (l)" =

x>3

lim

x> -00

X>+ 00

lim
X»- 00

lim e

x>0

lim
x+-2

3x+2

4x2 +6x -2
Ix + 4

10 -

x3 - 6x2 +11x -6

x2 -3x+ 2

IV. LIMITES DA FUNGCAO LOGARITMICA

105.

esaf-1<x-1<a€-1

aAf-1T<cx-1<af-1e=x-1<a®-1

Teorema

Se a€ER e 0<a+#1, entdo lim {logyx) = 0.

Demaonstracao

Para provarmos que

X>1

lim {loggx) = 0 devemos provar

x>l

¥e>038>0) 0<Ix-11 €8 == lloggxl< e

Supondo a > 1

e

€ >0,

temos que

llogax) < € <= -€ < logax < € = a™¢ < x < af e=

a€-1<x-1< af -1
a1 <x-1<a®-1e=x-1<a -1
= Ix -1} <af -1

Assim, para todo € > 0, existe 8 = min {a€ - 1, 1 - 2™} tal que

e

Ix -1l <1 -a%

0<Ix-11<8 = llogaxl < e

Supondo 0 < a <1

e € > 0, temos que

e

mas a€ -1<0 e a€-1>0, portanto:

1-x<1-3¢ <

llogex| < € <= - € < loggx < € +=>a¢ < x < a™ € =

= Ix-1l<af -1

106.

Assim, para todo € > 0, existe § = min {a€ - 1, 1 - at} tal que

e

Ix -1l < 1-af

0< Ix-1l<d = llogaxl < ¢

Teorema

e 1-x<1-af

mas a€ -1 <0 e a€-1>0, portanto:

—~

Se a€ER e 0<a¥*1, entdoc lim {(logsx) = loggb onde b > 0.
x+b

Demonstracéo

Para provarmos que lim (loggx} = togab provemos que lim (loggx - logyb) =
x>b x>b

Provemos inicialmente que lim (log, —:-;-) =0, isto é
x>b

’v‘e>0,36>0|0<!x-b|<6<=»||oga-;-|<€
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X . .
Fazendo T W isto €, x = bw e notando que

Ix - bl= lbw-bl = Ibl « lw - 1, temos:
¥e>036>0l0<lw-11< Tfﬂ _5 = llogawl < e

que é verdadeira pelo teorema anterior.
Mostremos agora que lim (loggx - loggb) = 0.
x+b

De fato:

lim {logax ~ logab) = lim (Iogai) = 0.
x>b x>b b

- 107. Teorema

Se a€ R e a>1, entdio lim (loggx) = +oo e lim {logax)= -oo

X>+ 0o x>0t

Demeonstracdo
Para provarmos gue

lim  (logyx) = +oo
X>+ 00

devemos provar
¥YM>03IN>01 x>N = log,x > M
Notemos que, para todo M > 0, temos loggx > M <= x > aM.

Assim, tomando N = aM, temos que para todo M > 0 existe N = aM >0
tal que
x >N == loggx > M
Para provarmos que lim (logyx) = -e devemos provar

x>0%
¥YM<C0,35>01 0<x<8d == loggx <M
Notemos que

Iogax<M4=>x<aM

M

Assim, tomando § =a", temos que para todo M <0 existe § = aM >0 tal

gue

D<<x <8 == loggx <M
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108. Teorema

Se a€ R e 0<a< 1, entio lim (loggx) = - e

X+ o0

e lim {logax) = +co.
x> 0%

A demonstracdo deste teorema, que é feita de modo andlogo a do anterior,
ficara a cargo do leitor.

109. Teorema

Se a€ IR, 0<a*1 e lim flx) =1, entdo lim [logyfix)] = O.
x>b x+b

Demonstracio

Considerando que tim f{x) =1 e a > 1, temos:
x*b

1) Dado e; > 0, existe &§; > 0, tal que

0< Ix-bl<s, = lflx)-1lga -1 =
= 1-2a8 <fix) -1<a -1 ==2-a% <flx) <a®

2) Dado €, > 0, existe §; >0, tal que
0< Ix-bl<bd, = Ifix)-11<1-27% = a 91«
< fix) -1 <1 -2 = a2 cfix) <2 a2
Notemos, que para €; >0 e € >0, temos 0 < a€? <1 < a%, en-
tio, para todo € > 0, existe & = min {51, 62} tal que

0< Ix-bl<d = a®€ <flx) <a® = -¢€ <log flx)< e =
= llogyfix}| < €

Com isso provamos que lim [logyfix)] =0 para a > 1. Deixamos a cargo
x+b

do leitor a demonstragdo para 0 <a < 1.

110. Teorema

Se a€ R, 0<a#1 e lim f{x) = ¢ >0, entdo
x+b

lim [logaf(x}] = loga [ lim f(x)]= logsc.
x+b x>b
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Demonstracdo

Por hipotese, temos lim f(x) = ¢, isto &, lim AL 1
. x>b x>h C
" Pelo teorema anterior,
o fix) . f(x
fim — =1 == lim [Ioga ( ):l =0
x>b € x>b c
Para provarmos que lim [logaf(x)] = logze, provemos
x*+b
lim {log,f(x) - logge] = O.
x>b
Temos:
. . f(x
lim [loggf(x) - logsc] = lim Eoga ( )]= 0
x>b x> b c
EXERCICIOS
H.98 Complete:
a) lim logsx = ¢} lim fn x =
X>2 x»ra?
b) iim log; x = d) lim log x =
x>4 7 X>1000
H.99 Complete:
a) lim logyx = d} lim  logy ;X =
X>+ 00 X7+ 00 !
b) lim logy x = e) lim fnhx =
x>+00 3 x>0+
c) lim fhx = f} lim log, x =
X3+ 00 x>0t 7
H.100 Complete:
6x + 2
a) lim logy(4x? - 7x + B) = c) lim log =
x>-1 X33 4x +3
b} lim n (3x2 + 4x - 2) = 3x? - Bx +2

x>3 d) lim log;

H.101 Complete:

x2 + 3x +2

x -3

al I):_r:l‘l o9 e T 4 ¢} lim n
. x - x3 . 3-vV1-4x
b) lim log ——— = d) limlog= ———
X« + X
x>0 x>-2
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VE+x -2

x>4 52x2—x+2

x>3 VEFT -2 °

V. LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL

111. Teorema

Na funcdo fin) = (1 +l )" definida em %, temos:
n
N
{1) f ¢ crescente em N* 4
(2} 2 < tn) <3 ¥neE N
(3) existe lim  f{n).

n++co

Demonstracdo de (1)

1 L. .
Desenvoivendo (1 + -n—)" pelas formulas do Bindmio de Newton (veja no

livro B), temos:

1.n n 1 n n 1 s
f(n)=(1+n) ~1+(-1)-n+(2)-n2+(3)-n3+...+(n) o
lembrand (n)— n! ra ign .
embrando que i _i!(n—i)! para |1 £ 0, temos:
Tin _ n 1 nin-1 1 nn-Nn-20 1
fnh ==ty T Y 3 PR
+ "+n(n—1)(n—2)...2-1 1
n! n"
ou seja:
1.5 1 1 1 1 2
f(n):“"';) =1+1+a (1-—;)‘*‘? (1 _F)“ —;)"’,.."‘
1 1 2 1 n-1
+'"+ﬁ“ _F)“ —;)(1 ——3').--(1* n )

Indicando

1 2 3 i-1 i i i
LI -Zy. 2y . . - . ——) = 1 -4
{1 n) (1 n) {1 n) e (1 - b Q n) if__l1 ( n)

temos

n-1 1 ]—
f(n)=2+z m(--
i=1

(i+ 1) j=1
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Desenvolvendo de modo analogo f(n+1) = {1 + -nl—i)"”, encontramos
=2+ -
finen =243 o 10 -39
1=1
Para provarmos que fin+ 1) > f(n) devemos provar:
n-i i . n-~1 i .
1 i 1 ! j
a — I - - =
)i):;(wm o n+1)>}:1(1+m ma-0
= i=
ST P BN
(n+1)! i=1 n+1
Prova de a
Notemos que para todo jEN e 1T <j<n-1, temos:
i j i j j j
nFl S T TEed P
MWo-—sT by —
o -—] > -2
j=1 LI -
| FR I N p . Ry
A+l o O g L TR T -1 (-7

n-1 1 n-1 l J
- z_l: (1 +i)! ,—I:I, -3 > Z e 0w

Prova de b
mjfll“_ni'l):(nlﬂlj:l(n:l'l_j)=
=(n11)5 : (n.:”n -jln=ll (n+1~j):(n:m - (nlnn conl o=
:(T#)n*—'>° pois n € N
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Demonstracdo de (2)

. s *
Considerando que em {1} provamos que f ¢ crescente em N , segue-se
que f assumird o menor valor para n =1, entdo

f(1) = (1 -i—%)1 =2

portanto f(n) > 2 para todo n € N
Provemos agora que f(n) << 3 para todo n €N
Notemos que, para todo jJEN, 1< n~1, temos:
j "t j
1-—<1 == 11 (1-=)<1
n i=1 n
e, paratodo i €N, 1 <ign-1 temos:

1 *)

TN

—_

Nn+il>2 —

2
portanto, paratodo TEN, jEN, 1 <i€<n-1el j<n-1, temos:

] n-1 J n-1 1 n-1 I n-i 1
- — 1 -
(1+|)|J£ll 1 n)<2' 1 1+ i1 { n)<222'
1= i=
. 1 A ~ . v
Mas z ‘2—, € a soma dos termos de uma progressdo geométrica, portanto.
i=1
= 1 11 1 1 1
. ?:—2'4'5 +—2-; + . +2n‘] :1—211—1 <‘|
1=1
logo
n-1 1 n-1 ,

j n-1 1 n-1 1 n-1 i
(1-=) <'Zl_; <Ts =243 G5 ey <3
i= i=1

Demonstracdo de (3)

Considerando que f é crescente e limitada em N*, seja L, 2<<L<3 tal

19 f(n) < L para todo n € N’
29 se fin} <« K paratodc n€ N entio K= L

{ *) Fica como exercicio provar por inducéo finita que (1 + i)l > 2i, ¥ i €N
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Mostremos que lim f(n) = L.
N+ co

De fato, para todo e > 0, existe n, € N*, tal que f{ny) > L -¢

" Tomando M = Ny, temos paratodo ¢ >0 e n> M
L-e<fin) <fln)<L<L +e
isto é, para todo ¢ >0, existe M>0 tal que
n>M = |fln) - Ll<e

112. Definigdo do namero e

Chamamos de e o limite da fungdo f(n) = (1 +%)" definida em N*, quan-

do n tende a + oo,

e =lim (1 +—1)"
n->+ ¢0 n

O nimero e é um namero irracional,
Um valor aproximado de e & 2,7182818284.

113. Teorema

Seja a fungdo f(x) = (1 +;1<~)x definidaem {x€ IR | x <-1 ou x>0} en-

tdo lim (1 +i)" = e,
X>+ 00 X

Demonstracso

Sejam n e n +1 dois nimeros inteiros positivos e consecutivos. Para todo x
tal que nx<n + 1 temos:
1 1 1 1

n<x<n+1=»—->—> =1+ 2 1+— >1+
n X n+1 n X

1
n+1

+

Considerando que N < x < n+ 1, resulta:

n Jx LTS
Wt <prcnsd
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Mas:
(14—
n
1) lim (1 + +1)"=Iim —1*——2
n>+ co n- n>+eo 4 4
n+1
1
lim (1 + yred
n»>+ oo n+1 e
im {1 + )
n++oo 1+n
1 1
2} lim (1 +l)n+1 = lim [(1 +—)" . +—)] =
n>+oo n n>+00 n n

1
= lim (1+i)“-|im {(1+—)=e.1=¢
n n

N+ +co f>+oo

entdo pelo Teorema do Confronto, temos

lim (1 +1)" =e
X> +00 X

114. Teorema

Seja f a funcdo definida em {xe mi x < -1 ou x>0} por

. 1
fix) = (1 +i)x . entdo lim {1 +=)* = e
X X -00 X
Demonstracao
Fazendo x = - (w + 1) e notando que se x tende a ~oo entio w

a oo, temos:

. Tox _ T twen)
1 +—)* = lim (1 - )
!(IT-OO ( X ) W+ 00 w1
= lim | ywd _im (W we
W>+oo w1 W+ 00
1 1
=lim (1 +—1)W"l = lim [(1 +— )" .0 +—)] -
W+ oo w W+ 00 w w
1
= lim (1+i)‘”-nm M+—)=e-1=¢
W+ 00 w W+ 00 w

tende
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115. Teorema

Seja a funcdo definida em {(xER | -1<x 0} por flx) =(1+x)

1
entdo lim {1 + x}* = e.
x>0

Demonstracao

1
Fazendo x :% obtemos (1 + x)* = (1 +-;|{~)V e notando que

X —— 0" = y —> to
x — 07 =% Yy —> - ® .
temos
5 1
lim {1 +3)% =tim {(1+—)Y =e
x>0t y>+00 Y
X 1
fim (1 +x)*=1lim (1 +—)Y =e
x>0~ y>-0 Y
portanto

1

im (1 + x); = e
x>0

116. Teorema

.. . a~ -1
Se a >0, entdio lim = fna.
x>0 X
Demonstracao
Para a = 1 temos
a¥ -1 1 -

. . 1 .
lim = lim =1lim0=0=8n 1
x>0 X x>0 X x>0

Supondo 0 <a#*1 efazendo a* -1=w, temos:

+
a%_1=w == a%=1+w =a*=0n{1+w) = xWna=Ln(1+w) = x = QnS(Z:\a w
a* -1 x 1 gna
Notemos que " = (a '”'T'W n{t +w)’
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Notando que, se x tende a zero, entdo w também tende a zero, temos:

.at . w - 2na . 1
lim :Ilm——ana-llml——-——- =
x>0 X wro (1 +w) W0 L 0n(1 +w)
w
= fna-lim 1 2 a fna fna
- = —— = = Qn a
W0 1 1 fne 1
n{t1+w) W Qn[lim (1+W)w]
w0
EXERCICIOS
H.102 Cailcular:
a) lim (1 + )
X+ 00 x
b) lim (1 4%
x> - 00 x
Solugio
2 1 2
al lim {1 +1_)2x = {im [(1 +l)x:| = lim [(1 +_)x] = e
X>+00 x X>+00 X X+ 00 x
b) Fazendo w =% temos:
1 1 3
im0+ 2% otim (=)W < im [(1 +—)W] = el
X% -00 X W =00 W -o0 w
H.103 Calcular:
X
a) lim (1 o+ e lim (1 +3)% -
X>+00 x X¥-00
bl lim (1 +4)%2 - f) im {1+ <
X>-0Q x XF+00 X
o tim (1 +3x. ) lim (1 + 2P
X>+00 X X>-00
. 2 AIx - x
d) tim (v +—)7" = h) iim | o=
K> -00 X x>+ 60 x+1
H.104 Calcular:
1
a) lim (1 - < o) lim (1 -=) =
X>400 x X>=00 X
B) lim (1 -2)% - d) lim {1 3y
X»-00 X>+00
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lim
xr400 X~ 1

H.105 Calcular; ( x +1 )

Solugdo
x+1\x (1 +_1_)x lim 01 +_1_)"
lim (x+1)x=“m X ~lim X _ xrtoo X —e~e2
xreoo X1 X>+oo —x;1 v (1 - L)X im -1;)" %
X>+00 -
CAPITULOV
H.106 Calcular:
. x + 4 -
al lim () d) lim (223 CON1 IND IDADE
X +00 x>ton X1
i x+ 2 2 2
b) tim T X e} lim ()(2—”))(
x>-00 X xs400 X° -3
o) lim (X232 _
%> -00 x +2
1. NOCAO DE CONTINUIDADE
'H.107 Calcular:
a) fim  (2x*3 X o) lim  (3x*2 2x 117. Definigdo
xr+o0 2X 1 x»-00 3% -1
21 .y Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto | e 2 um elemento de
b) ')(‘L“_w(zx+1 ) {. Dizemos que f é continua em a, se lim f(x) = f(a).
X>a
H.108 Calcular: Notemos que para falarmos em continuidade de uma fungdo em um ponto
' '2x x 2 € necessario que este ponto pertenca ao dominio da fungéao.
al lim —= L e} lim =——2F% Da definicdo decorre que se f é continua em a entdo as trés condicBes de-
X>0 x x»2 X2 ~ fefa
verdo estar satisfeitas;
b) lim 21 £ lim e - & 19} existe f(a)
x>0 X xra X~ @ 29)  existe lim f(x)
2X X a x>a
-1 - .
c) lim e3x g lim -z 39 lim f(x) = fla)
x>0 e -1 x»a X 7@ Xx>a
2x
. 3 -1
d 2::) 5% _ 9
118. Definigao
H.109 Calcular:
- 21 + x) (1 +2x%) Selja f uma fun'g:ao defm'lda em um |nterv:;|lo aberto‘I e 2 um elemento
2 ,:2:, x e) "';2) x de |. Dizemos que f é descontinuaem a se f nao for continuaem a.
X . . -~
Observemos também que para falarmos em descontinuidade de uma funcdo
b} 1im &:x’ d) tim log(1 +3x) em um ponto ¢ necessario que esse ponto pertenca ao dominio da fungéo.
x>0 x>0 * Da definicdo decorre que, se f é descontinua em a, entdo as duas condi-
H.110 Calcular: coes abaixo deverdo estar satisfeitas
N 19)  existe f{a)
lim 1 -2x
%30 20)  nio existe lim fix) ou fim f{x) # fla)
X>ra X>a
110-H
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119. Definigao

Dizemos que uma funcio f é continua em um intervalo aberto se f for
continua em todos os pontos desse intervalo.

120. Definigédo

Seja a um ponto do dominio da fungde f.

Dizemos que f ¢ continua a direita de a se lim f(x) = fla) e dizemos
x>a*t

que f écontinuaaesquerdade a se fim f(x} = f{a).
X>a~

121. Definigdo

Dizemos que uma funcdo f é continua em um intervalo fechado |a, b] se
f for continua no intervalo aberto Ja, b| e se também for continua em a, aes-
querda, e em b, a direita.

122. Exemplos

19} A funcdo f(x) = 2x + 1 defi-
nidaem IR écontinuaem 1, pois

tim f(x) = {im (2x + 1) = 3 = (1}

x>1 X>1

/

Notemos que f é continua em IR, pois para todo a € IR, temas

lim f(x) =lim (2x + 1) =2a+ 1 = f(a)

X>a xX>a
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29) A funcdo
+
f(x)-{Zx 1 se x # 1
4 se x =1
definida em |R é descontinua em 1,
pois

lim f(x}) = Iim (2x+1) =3 # 4 = £{1)

Xri x+1

Observemos que f é continua em IR - {1} pois para todo a €IR - {1}
temos:

lim f{x) = lim (2x + 1) = 2a + 1 = {{a)
x>a x>a

39 A funcado
f(x):{x+1 se x |
1-x se x> 1

1,

2

4

definida em IR é descontinua em

r

lim f{x} = lim {(x+1) =
x>1" xX>1- 1 X
e lim f{x) =tim (1 -x)=0
x>t x>t

portanto, nao existe lim f{x).
x>l

Observemos que f €é continua em IR - {1} pois para todo a €EIR - {1},

temos: se a > 1, entdo lim f(x) = lim {1 -x) = 1-a = f(a)
x>a xX>a

se a< 1, entio lim f{x) = lim {(x+1) =a+ 1= f(a)
Xra X>ra
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49) Na funcdo f(x) = % defini-

daem R nio podemos afirmar que f &

L —

descontinuaem x =0, pois x = 0 ndo
pertence ao dominio da funcio.

Observemos que

f(x)7M7 1 s¢e x>0
T ox ;1 se x <0

* *
é continua em R pois, para todo a €R ,

se a>0 entio |lim f(x) =lim 1 =1

xX>a X>a

se a < 0, entdo lim f{x) = lim (-1) =
X>a xX+a

o - x2 -1

59)  Na funcdo f(x} = v de-
finida em IR - {1} n3o podemos afirmar
que f é descontinua em x = 1, pois
x = 1 n3o pertence ao dominio da

funcjo.

temos:
= fla)

= fla)

Notemos que f é continua em IR - {1} pois, para todo a € R- {1} .

temos:;

) R e
lim f{x} = lim ——— = {im (x + 1)
x>a xva X =1 x>a
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=a+1

= f{a)

EXERCICIOS

H.111 Verificar se a fun¢do definida por

x2 -1 se x <2
fx) "{7—2x se x 22

é continua em x = 2

Solugdo
Devemos verificar se 1im f{x} = f{2)
X>2

a) 2} =7 -2.2-3

b} lim f(x) = lim (x2 - 1) =
X»2~ x+2
lim f(x) = lim (7 - 2x) =
x>2% x»2t

entdo lim f(x) = 3 = £{2)
X>2

logo f é continua em x = 2.

H.112 Verificar se a funcdo f é continua no ponto especificado.

al fix) = { se X no ponto
se X <0
-4
<+ 32 & X% # -2  no ponto
b} f(x) =
4 se x = -2
1 - x2
—x—_);— se x F1 no ponto
c) flx} =
-2 se x = 1
x3 +1
-1
al flx) = <17 € x #+ no ponto
1 se x = -1
H.113 Verificar se a fungdo f continua no ponto especificado
3x+2 se x >-2
a) b = { ~2x se x < -2
x2 -3x+2 se x > 1
b)f(x):{x2+4x-5 se x 1
3x-10 se x >4
c) flx} = 2 se x = 4
10 - 2x se x < 4
2x2 -3x +2 se x > 1
d) fix}) = 2 se x = 1
2 -x2 se x <1

x =0
x = -2
x =1
x = -1

no ponto

no ponto

no ponto

no ponto
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H.114 Verificar se a funco f 8 continua em x = O: \3/__
x+1 -1

sen x - se x #0
o) fix) = X se x #0 el fix) = X no ponto x = 0
] e x = 0 a se x =0
1 - cos x H.117 Determine a para que a funcdo
b ) = x e x70 10 x
N _— se x #0
0 se x =0 fix) = sen 2x
; cos a se x =0
- COs X
¢) fix) = sen x ¢ X #+0 seja continua em x = 0
1 se x =0
X - sen x
d) fix) = X tsen x e x#0
1 se x =0
'H.115 Verificar se a funcao f € continua no ponto especificado.
3
se x #£=2
a) fix) = x-2 no ponto x = 2
0 se x = 2 — _
il. PROPRIEDADES DAS FUNCOES CONTINUAS
x2 -1
se x £ 1
b} fix) = {("'”2 no ponto x = 1
2 se x =1 123. Teorema
! se x #£1 5 s : S o5 0
e} flx) = [x =11 no ponto x = 1 Se f e g sao funcoes continuas em g, entao sao continuas em a4 as fun-
_ - f .
! se x =1 cbes f+g, f-g, f-g e —, neste Gltimo caso, desde que gla) # 0.
9
H.116 Determine a para que a fungdo seja continua no ponto especificado,
x2 -5x 46 s Demaonstracao
se X o
a) f{x) = x -2 no ponto x = 2 Demonstraremos como modelo a continuidade de f + g.
a se x = 2 Como f e g sdo continuas em a, pela definicdo temos:
X - 1 lim f(x) = fla}) e lim g(x} = gla)
3 se x #1 x>3a X>a
b) fix) =4 1 -x no ponto x = 1
a se x=1 Para provarmos que f+g é continua em a devemos provar a igualdade:
Vx-2 lim {f +g){x) = {f +g}{a)
—_— se x >4 Xra
c) fix) = x-4 no ponto x = 4
3x + a se x < 4 De fato:
iz -Vx tim (f+g){x) = lim [f(x) + g{x}] = lim fix} + lim g{x) = fla) + gla} =
x+2 -V se x>0 x>a x>a x>a x>a
d) f{x) = x no ponto x = 0 = (f +g)a).
3x2 - 4x + a se x 0

Agora faca a demonstracido para as demais funcdes.
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124. Teorema do limite da fun¢do composta

Se lim gix} =b ese f éuma fungdo continua em b, entio
X>a

lim (fog)(x) = #(b), isto &, lim {fogh(x} = f(lim g(x)).
X+a X>a X>a

Demonstracdo
O teorema ficard demonstrado se provarmos
Ve>0,38 >01 0< Ix-al<c§ = fog)x) - f(b) | < &

Sabemos que f é continua em b, isto & lim fly) = f(b), portanto,
y+b

¥e>0,38 >01 0<ly-bl<d, — Ifly) -fib)i<e ()

Por outro lado, lim g(x) = b, isto é,
x>a

¥86; >0,38>01 0< Ix-al<s = lg(x) - bl < 8, (1)

Se substituirmos y por glx) em (I}, teremos:

Ve >0 38, >010< Ig(x) - bl <8, == If{g(x)} - f(b)l < € (1)

Com base nas afirmacdes () e (11}, temos

’v‘e>0,35>0|0<|x—a|<6 == If(g(x)) - f(b)| < ¢ —_
= Hfog)(x) - f(b)| < .

Observacdo

Este teorema continua vélido se o simbolo “x — a"  for substituido por

ux > a+ i ou “X > a

—

125. Teorema

Se a funcdo g é continuaem a e a funcdo f é continua em gla) entdo
a funcdo composta fog é continua em a.

Demonstracdo

Considerando que g é continua em a, isto é, lim g(x) =gla) e f éconti-
x>a

nua em gla), pelo teorema anterior temos:

lim (fog) (x) = lim f(g(x)) = flim g{x)) = flg(a)) = (fog}(a)

X+>a X>a X>a

0 que prova que fog € continua em a.
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II. LIMITE DA V(x)

Como haviamos prometido quando da apresentacao da propriedade g de
limites, vamos demonstrar essa propriedade, mas antes vejamos dois lemas.

126. Lema 1

Se nEN" e a€R, ouse n€& N*, n é impar e a €IR*, entdo
. n
lim ¥Yx =Va.
X>a

Demonstracdo

‘ Faremos a demonstragdc para o casoem que nERN* e a €JR, . Deixaremos
. o L. x
a cargo do leitor a demonstracdo paraocaso n &N, n éimpar e a€IR? .
Para demonstrarmos que

lim V x :W

x+>a
devemos provar
¥e>038>010<Ix-al<cs = IVx -Val<e
Lembrando da fatoracdo

yn _ bn = (y—b) . (yl'l—l +byn-2 +b2yn~3 + .. +bn-2y+bn-1)

isto €&
' n . E
yn _ bn = (y _ b) R zbl—lyn—i
i=1

n n n
podemos expressar |1V x -V al em termos de |x - al. Facamos vV x=ye
a=h; decorre x = y" e a=b", entio:

n - .
Ix - al= fyn - b= [{y - b) Z b"ly""l -

i=1

>

= IWx -Val .

1=1

e finalmente temos

n n | - l
Wx -Vale
N n

n
E a” . x

=1
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Considerando que desejamos encontrar & > O tal que

1 - 1
- Ix - al - N -

0<Ix-al<d =— Ix - al. 1\ < € @ n i .“;i<a ¢ L‘ie

P i=1

i=1

podemos fazer com que o & seja menor ou igual a a, isto é
Ix ~al<ae=0<x < 2a 127. Lema 2
1 - n . , .
Fazende x = 0 em i , temos A funcdo h{x) = ¥ x definida em IR, se n ¢ par ou definida em IR se
n i-1 n-i

n & impar,é continuaem & para a€R; se n éparou a<€R se n é impar.

Demonstracéo

Faremos a demonstracdo para o caso n par, deixamos a cargo do leitor,
como exercicio, a demonstragdo para n impar. ’

Ix-al « — S < Ix - al e— Pelo lema 1, temos:
n i-nondi nt
3 a"ex" a’ lim hix) = im ¥Vx =Va = ha)

X>a x>a

o que prova que h é continua em a.
Como queremos que aue P d

1

Ix - al - < €, )
n-1 128. Teorema
a n
isto é , Se lim flx) = L onde L0 e nEN" ou L<<0 e n énatural impar
n- x>a
ix -al<a™ .¢ . entio
. n———— N/ n
n-1 lim \/_f(x) =V lim fix) =+ L.
— H T . X>a X>3a
tomamos & = min {a, a - ¢} onde temos para todo € > 0, existe
n- Demonstracdo

§=minfa a"™ . € tal que

Sendo a funcdo h definida por h{x) - Q/—x temos a composta hof definida
0<ix-al <8 == IVx —Q/;|<6

por  (hof){x) = h(flx)) — VE(x).

De fato Pelo lema 2 a furcdo h é continua em L, entdo pelo teorema do limite
n-t da funcdo composta, temos
n : -
0<Ix-al<a<a® e lim VTx) = lim hif{x)) = h (im f{x)) = Vlim fix) = VL
ou X>a X*u X>a X>a
0 < |X - a| < ) S = -
n-1
0<Ix-al<a™ «e<a
n-1
=0<lIx~-al<a” ¢ — IVx - Val -
120-H
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CAPITULO VI

DERIVADAS

I. DERIVADA NO PONTO X,

129. Definigdo

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto | e x5 um elemento de
l. Chama-se derivada de f no ponto xo, o limite
. fix) - flxg)
lim 0L
X*X( X = Xp
se este existir e for finito.
A derivada de f no ponto xq ¢ habitualmente indicada com uma das se-
guintes notacoes:

df
f'ixg}, [dx:l N ou Dfixg)
= xg

A diferenca Ax = x - xo € chamada acréscimo ou incremento da varidvel x
relativamente ao ponto Xq. A diferenca Ay = f{x) - f{x,) € chamada acréscimo

, ~ . . Y
ou Jincremento da funcdo f relativamente ao ponto xg. O quociente v
X

T R recebe o nome de razdo incremental de f relativamente ao ponto X,.

Frisemos que a derivada de f no ponto x, pcde ser indicada das seguintes
formas:

fix) - flxy) ou f'lxg) = lim Qy ou

f =i
{xo) = lim X - Xq m . &x

X>Xp
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. ) fxg + Ax) - fixg)
ou f'ixg) = lim
*1 T Axso Ax

Quando existe 1'(xy} dizemos gue f & derivivel no ponto Xg. Dizemos tam-
bém que f & derivdvel no intervalo aberto | quando existe f'{xo) para todo xg € 1.

130. Exemplos

19)  Calculemos a derivada de f(x) = 2x no ponto xq = 3.

f - - -
£(3) = tim =T 2x -6 23,
x»3 X -3 x>3 x-3 x+3 X -3

Qutra maneira de proceder seria esta:

. . 3+ Ax) - f -
£(3) = lim (_u= lim 2(3+4x) - 6 lim 2=2
AXF0 Ax AX>0 Ax £X>0

2%)  Calculemos a derivada de f(x) = x2 + x no ponto xq = 1.

{1+ Ax) - (1) _

1) =i
zi)T»O Ax
I [(1+Ax)? + (1+Ax)] - [12 +1]
= hm - =
AX>0 Ax
. Ax)? .
= lim _(_i),,iﬂ= lim {(Ax +3) =3
LX>0 Ax LAX>0

3% Calcutemos a derivada de f(x) = sen x em Xp = % .
T m
f:(ﬂ) i sen(3 + Ax) - sen 3
3 LHX>0 Ax -
Ax m o Ax
2. —— . ALy =2
i sen — cos(3+2) i
AXF0 Ax -
sen Ax
= lim | ——— cos(£+A—)() = .1
AX>0 Ax 3 2 - 32
2
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49) Cailculemos a derivada de fi(x} = VX em xo = 0.
fx) - H0) . Vx

£10) = lim = lim = lim 5=  portanto, como
x>0 x-0 x>0 X x+0 V X*

. 1 - .
lim 3= = +oo, ndo existe {0}
x+0. X

EXERCICIOS

Nos problemas que se seguem calcule f'{xg).

HA18flx) = 3x+1, xq = 2 H.A23(x) = cosx, xg =§
HA18f(x) = x2 +2x+5,  xg = 1 HA24f(x) = Vx,  xg = 1
H.120 f(x) = x3, xg = -1 HA25 fix) = ¥/x,  xo = 2
H.1214(x) = Ix], xg = 1 HA26 00 = ¥x, xp =0
H.122 fx) = x|, xp = 0 H1271(x) = x + Ixl, xg = 0

Il. INTERPRETACAO GEOMETRICA

131. Seja f uma funcdo continua no intervalo aberto . Admitamos que exista a
derivada de f no ponto x4 € |

Dado um ponto x € |, tal que x # xq, consideremos a reta s determinada
pelos pontos Pix,, fixp)) e Qfx, f(x)).
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A reta s é secante com o grafico de f e seu coeficiente angular é:

_ fix) - flxo)

g o
X - Xp

portanto, tga é a razdo incremental de f relativamente ao ponto X,

Se f é continua em |, entdo, quando x tende a Xxo, Q desloca-se sobre
o grafico da funcdo e aproxima-se de P. Conseqiientemente, a reta s desloca-se
tomando sucessivamente as posicdes s, $,, S3, ... € tende a coincidir com a reta ¢,
tangente & curva no ponto P.

. . f - fix ) .

Como existe f'(xg) = lim fix) - fixo) = lim tga - tglliim @) = tgB,
x>xg X = Xo x>Xq X>Xg
conclufmos:

A derivada de uma funcio f no ponto xq ¢ igual ao coeficiente an-
gular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa Xg.

v}

132. Quando queremos obter a equacdo
de uma reta passando por Plxg, vo!) €
com coeficiente angular m, utilizamos a
formula de Geometria Analitica:

Yo

Y - ¥o = M- {x - Xp}

Em particular, se queremos a equagdo da tangente t ao grafico de uma
fungdo f no ponto (Xg, Yo). onde f é derivdvel, basta fazer yo = fixg) em = fixg).
A equacdo da reta t fica:

y - fixg) = f'ixg) * {x - Xo)
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EXERCICIOS

H.128 Qual ¢ a equacdo da reta tangente a curva y = x2 - 3x no seu ponto de abscissa 47

Solugao

xg =4 =>flxg) =42 -3 -4-16-12-
=4

entdo P{4,4) é o ponto de tangéncia.

fixg) = (a4} = lim TX- Al

x>4 x - 4
. {x2 -3x) -4
= lim —— =7~ =
x>4 x -4
{x -4){x + 1)

= lim x -4

X>4

=lim {x + 1} =5,
x>4

V“

portanto, o coeficiente angular de t é
5 e sua equagio ¢

y -4 =5{(x - 4),

T

x

H.129 Determinar a equagdo da reta tangente ao gréfico de f(x) = tg x no ponto de abscissa

T
07
Solugio
s m
X0 =7 == f{xg) =tg— =1, entdo
w . A
Py e 1} ¢ o ponto de tangéncia.

4
Y

by T

T
sen{x - ?)

p tgx - tg —
f'(xg) = f'(z) = lim = lim ——-
m
x>z X “a x> X
i
. sen{x ~a—) 1 1
= i|mTr P . = :‘n
> - = . — -
x> 5 x =g £OS§ X+Cos a cos 2
i
-1 = - =
y 2Z(x 4)

s
COS X, COS Y

_r
r

]
[ %)

T

e a equagdc da reta

t

x ¥

é

H.130 Determinar, em cada caso, a equacdo da reta tangente ao grdfico de f no ponto Xg:

a) f(x) =x+1, xg =3
b} fix) = x2 - 2x, xp =1
c) flx) = sen x, xg = 0
1
f = — =
d} fix) = xg = 1

e) f(x)=§/x—, xo = 4
£l £ = V2, xo =2V2

t1l. INTERPRETACAO CINEMATICA

133. Do estudo da Cinematica sabemos que a posicdo de um ponto material em
movimento, sobre uma curva ¢ (trajetdria) conhecida, pode ser determinada, em
cada instante t, através de sua abscissa s, medida sobre a curva ¢ . A expressao
qgue nos dd s em funcdo de t:

s = s(t}

€ chamada equacdo horaria.

Sendo dado um instante ty e sendo t um instante diferente de ¢;, chama-se
velocidade escalar média do ponto entre os instantes t; e t o quociente:

_slt) = sitg) _ As

v, = T SV0l
m t- 1 At
e chama-se velocidade escalar do ponto no instante t; o limite:
. . os{t) - st ) As ,
Vigg) = lim vy = lim stt) - slto} = lim —— = s'{tp)
t>1g trtg U~ 1o rrso At
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Dai se conclui que:

A derivada da fun¢do s = s{t) no ponto t = to € igual & velocidade
escalar do movel no instante 1.

134. Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto material em movimento
pode variar de instante para instante. A equacado que nos dd v em fun¢io do tempo
t:

v = vit)
é chamada equacio da velocidade do ponto.

Sendo dado um instante to € um instante t, diferente de #,, chama-se
aceleracdo escalar média do ponto entre os instantes ¢, e t o quociente:
o = vit) - vitg)  Av
m t -t At

e chama-se aceleragdo escalar do ponto no instante ty o limite:

m am = lim &L(to—) = lim A—: = v'{tp)

a,y = li
0 >t g L1 oo A

Dai se conclui que:

A derivada da fungdo v =v(t) noponto t= to éigual 3 aceleracio es-
calar do movel no instante t,. :

EXERCICIOS

H.131 Um ponto percorre uma curva obedecendo 4-equacdo hordria s = t2 + t ~ 2. Caleular
a sua velocidade no instante tp = 2. (Unidades S.1.)

Solugdo

A velocidade no instante tg = 2 é igual & derivada de s no instante to:

- 2 - - 2 -
s'lt) = §(2) = tim S =802) (2 4t - 2) f t2-2
2 t-2 2 t-

2 - -
ctim T8 oA ed
b2 -2 t>2 t-2
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H.132 Calcular no instante = 3 a velocidade de uma particula que se move obedecendo a

t
—:— . {Unidades: SI)

equacgdo hordria s =
. o . 3 -
H.133 Um ponto material em movimento sobre uma reta tem velocidade v = \/-t_ no instante
t. Calcular a aceleragdio do ponto no instante tg = 2. {Unidades SI)

Solugao

A aceleracdo no instante 1y = 2 & igual 4 derivada de v no instante tg:

3 3
Vitg) =v(2) = tim Y-V V- Vo
-2 vz -2

3/—-\/32 1
= lim = -
t->2(\3/t—-€/2—)(\/3t2 +\/32t+\/322) \/322+\/32-2+\/322
J N
_3% m/s

H.134 Caicular a aceleragdo de uma particula no instante t = 5 sabendo que sua velocidade
obedece 3 equagdo v = 2 + 3t + 5t2. {Unidades: SI)

t>2

IV. FUNGAO DERIVADA

135. Seja f & uma funcdo derivavel no intervaio aberto I. Para cada x; perten-

; 0o o . . fixg + Ax) - f(x
cente a | existe e ¢ Unico o limite f(x,) = lim (xg ) - f{xo) ,
£X>0 Ax

podemos definir uma fungdo f:1 - IR que associa a cada Xo €1 aderivadade f

portanto,

N0 ponto Xo. Esta fungdo é chamada funcéo derivada de f ou, simplesmente, deri-

vada de f.

df
Habitualmente a derivada de f & representada por f', ax ou Df.

Alei f'(x} pode ser determinada a partir da lei f(x), aplicando-se a defini¢do
de derivada de uma fun¢io, num ponto genérico x € I:

f(x) = lim mf(x ¥ Ax) - flx)
Hx>0 Ax

E isto que faremos logo em seguida para calcular as derivadas das principais
fungoes elementares.
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V. DER'VADAS DAS FUNC()ES ELEMENTARES 138. Derivada da fung'a'o seno

Dada a funcdo f(x) = sen x, temos:
136. Derivada da fungio constante Ax Ax
2 -senl—) - cos(x + 7)

. . Ay _sen(x + Ax) - senx 2 B
Dada a fungdo f(x) = c, ¢ €IR, temos: A - Ax = Ax =
ﬂ/=f(x+Ax)—f(x):c—c=o sen(i;) A
Ax Ax Ax = £, ax
é’i cos{x + 3 }
2
f'(x) = lim % =0
AX>Q o Ax)
Logo, . 2 . Ax
fix) = lim = = |; — « lim  cos{x + —) = cos x
ax30 AX axse  Ax AX>0 2
2
;ﬁ,____/
f(x) =¢c == fix)=0 1

Logo,

f{x) = senx == f'(x) = cos x

137. Derivada da fungdo poténcia 139. Derivada da fungdo cosseno

Dada a fungdo f(x) = x", n € N* temos: Dada a fungdo f(x) = cos x, temos:
Ay _ flx + Ax) - f(x) _ (x+ Ax)" ~ x" Ax)

—2-sen(x+%) . sen(7

= Ay  cos{x + Ax) - cos x

Ax Ax Ax = = A = A =
X X X
LW Ny on-1 Ny n-2 2 n n n
{A0xT 4 )x s Ax + ()" PAX)E ¢ L+ O A" - x X
g 1 2 n sen{ —)
B Ax = Ax 2
= -sen (x+7) v
- (?)x"'l + (;)XH . Ax + (;)x"‘3 C{AX)? + o+ (:)(Ax)”'1 27
Ax
'{x) = lim Ay _ AR PLE RN ( Ay ( Ax) sen(?)
) Ax T B Fix) = lim = = - |im n{x + =) - lim ——%_ - _sanx
Ax>0 AX 1 x) lim Ax A)ﬁo senix + =< A|x_>0 i en
Logo, 5
=1
Logo,
f(x) = Xn —_— f'(x) =n - xn'l f(x) = cos x — fi(x) = -gen x
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140. Derivada da fungdo exponencial

Dada a fungdo f(x) = a~, com a€ R e O<a#1, calculemos a sua deri-
vada. Temos:

Ay flx + Ax) - fx} 8% - ¥ Cox @@

Ax Ax - Ax e Ax
. A AX

#(x) = lim =Y _fim o . lim L g - fna
ax»0 DX Axsg axso  Ax

Logo,

fix) =a* == f{x)=a*.2na

No caso particular da fun¢do exponencial de base e, f(x) = e*, temos o re-
_sultado notével:

fix)=e* - ne=¢""

Logo,

fix) = e* == f'(x) = X

EXERCICIOS

H.135:Obter a derivada das seguintes funcdes:
f(x) = 5 glx) = x6 hix} = x15

H.136 Obter a derivada das seguintes fungdes:

fix) = ¢ x" cEIR e n&ENY)
gix) = tgx
hix) = sec x

H.137 Obter a equagdo da reta tangente ao grifico de f{x) = cosx no ponto |{

iy

Solugido

O coeficiente angular da reta procurada é:

Ui V3 .

Ty o gen F_ N3
f(3)—sen3- 3

portanto a equagdo da reta é:

1 Vs

BARYE R
YT 273 73
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H.138 Obter a equacdo da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) = X no ponto de abscissa 2.

H.139 Um mdvel desloca-se sobre um segmento de reta obedecendo 3 equagdo hordria s = cos t
{Unidades Sl). Determinar:

a) sua velocidade no instante t= -s

b} sua aceleragdo no instante t=—s,

[T N

Solugao

a) A derivada de s nos dd em cada instante a velocidade do movel, isto &, v
= s'{t) = -sent.

i

. m
No instante t = ry s, temos:

1 V2

Fid
Z) = —gen o = - 2 2
v(4) sen4 2 m/s

i

b) A derivada de v nos dd em cada instante a aceleracio do movel, isto &, a = v'{t}
= —cos t.

. m
No instante t :ES' temos:

V3

LU r__¥3 a2
a(6)--cose— 2n’1/s

H.140 Um mével desloca-se sobre uma reta obedecendo a equacdo hordria s = t# {Unidades S1).
Determinar:

a) sua velocidade no instante t = 25,

b) sua aceleracdo no instante t = 3s,

¢} em que instante sua velocidade é 108 m/s,
d) em que instante sua aceleragdo 6 48 m/s.

VI. DERIVADA E CONTINUIDADE
141. Teorema

Sejam a funcdo f:A > IR e x5 € A. Se f é derivavel em x;, entdo fé
continua em Xg.

Demonstracao

Notemos que:

f(x) - flxo)

fix) - f{xg) = ——
- Xo

< {x - xp)
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f(x) - fixq)

lim (f(x) - f(xo)) = lim < lim (x - Xo) = Flxe) -0 =0

x>0 X*xp X - Xg X>xq

portanto:

lim  f(x) = f(xo) e, por definicdo, § & continua no ponto  x,. CAPjTULO vir
X+X0

142, Notemos que o reciproco deste teorema é falso, isto é, existem fungdes con-
tihuasem x, e n3o derivveis em x, . DERI 'lf 4 ggo

Exemplos
19 A funcdo f(x) - |x] € continua no PoNto x, = 0 pojs:
,"T:, Ixt=0- fo) Neste capitulo vamos sistematizar o célculo das derivadas Procurando obter

regras de derivacio Para determinar 3 derivada de umga funcdo, sem ter de recorrer

orém, esta funcio ndo é deriviyel no pon Xg = is: ) . N
P ¢ © PONto xo = 0 pois necessarlamenteadeflnlcao.

tim 1xI-0 e tim XI-0
x»0- x-0 x»gt X -0 °
Ixl - o . l. DERIVADA DA soOmA
entdo ndo existe f{0) = lim L;(T
x>0 X - 143. Sejam y = ulx} e v=v(x) duas fungées derivaveis em | - la, bl. Provemos
que a funcdo f(x) = ulx} + v{x) também ¢ derivgvel eM | e sua derivada &
20, A funcdo f(x) =y . 005%9&0 e f(0)=0 € continua no ponto x, = 0: Fix) = u'(x) + v'(x)
. Temos:
linl(x . cos;)=0= f(0) Ay = f{x + Ax) - f(x) = fu(x + Ax) +v(x + Ax)] - lulx) + vix)] =
X+

= [u(x + Ax) - ulx)] + [vix + Ax) - vix)] = Ay + Av
mas f n3o & derivével no ponto x, = Q: .

1 Entgo:
, im fX) - fop X .cos - _ 1
F0) = jim 202 TOM im —__x lim cos — . Ay Au . Av
x>0 X -0 x>0 X X+ 0 X lim 22 o i, 24 iim —

rxxo AX T pl 0 AX ax>o Ax
e este Ultimo limite nao existe.

finitos, portanto, lim 2Y e finito, isto e, f éderivival em I,
Ax+o AX

Calculando og limites, temos:
Fix) = u'(x) + v'{x)

Em resumo:
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Notemos que esta propriedade pode ser estendida para uma soma de n fun-
cOes. Assim:

Fx) = up(x) 4 g (x) + .o+ up(x) == k) = ujlx) + uhlx) + .+ ui(x)

sempre que x € | e u;, uy, .. u, sejam deriviveis em |.

Notemos também que a derivada de uma diferenca de funcdes pode ser obtida
através de formula semelhante 2 da soma pois:
fix) = ulx) - vlx) == flx) = ulx) + [-vix)] = F(x) = u'lx) + [«v" {x)]
== f{x) = u'{x} - v'(x)

144. Exemplos

19) f(x) = x + 1 == f{x) =1+0=1
29 f(x)=x* +3 == f'(x} = 2x + 0 = 2x
39) f({x) = senx + cos x === f'(x) = cos X - sen x
49)  f(x) = x? - & = f{x) = 2x - &%
Ifl. DERIVADA DO PRODUTO
145. Sejam u = u(x) e v=v{x) duas funcies deriviveis em | - la, b[. Provemos

que a funcdo f(x) = u{x} - v(x) também é derivivel em | e sua derivada é
Fix) = u'x) = vi{x} + ulx) « v'(x)
Temos:
Ay = flx + Ax) - f(x} = ulx + Ax) - v(x + Ax) - ulx) - v(x) =
= ulx + Ax) - vix + Ax) - ufx} - v(x + Ax) + ulx) - vix + Ax) - u(x) - vix) =
= lulx + Ax) - ulx)] - vix + Ax) + ulx) « [vix + Ax) - v(x)] =
= Au - v{x + Ax) + u(x) - Av

Entdo:

. A . u . ) ) A

lim Yy _ lim  —— - {im  vix + Ax) + lim  u{x) - lim el
ax»0 DX axso Ax AX>0 AX>0 axro Ax

Como u e v sdo fungBes derivdveis, e portanto continuas, os quatro limites

o . . Ay ... . .
do segundo membro sdo finitos e, assim, !im —A—: é finito, isto €, f é derivdvel em|.
HX>0
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Calculando os limites, temos:
f{x) = u'(x} « vix) + ui{x) - v'(x}

Em resumo:

flx) = ulx) « v{x) == {x) = u'lx) - vix) + u{x) - v'(x)

146. No caso particular em que f{x) = ¢ - v(x}, isto &, ul(x) =c (funcdo constante)
e v(x} & uma funcio derivavel, a regra precedente leva ao seguinte resultado:

Fix) = ulx) « vix) + uix) - vix) = c-vix) + 0-vix) = ¢ - v{x)

Logo,

fix} = ¢ vix) === f'(x) = ¢+ v'(x)

147. Exemplos

19)  f(x) = 3x* == F(x) = 3{4x?) = 12x°
29) flx) = 3x® + Bx == f'(x) = 6x + 5
39 flx) = (xF + D)(x® +2x) == f'(x) =2x - (x* + 2x) +
+(x® + 1)(3x? + 2) = 5x* + 9x? + 2
sen x « cos x —= f'(x} = cos x . cos x+ sen x - (-sen x) =
= costx - sen®x

49} f{x}

148. Notemos que a propriedade da derivada do produto pode ser estendida para
um produto de n fatores. Assim:

fix) = ugp(x) g (x) = . s Uplx) === Fix} = u|(x) - usgix) « Loo» uglx) +
+ug (X} v as{x) « oL . un’(x) oot uplx) - ugix) - e Uplx)

sempre que x €1 e uy, uy, .., u, sejam derivaveis em |.
Em particular, se uy{x} = uy(x} = ... = u,(x) = u(x), esta propriedade se re-
duz a:

flx) = {u)]" === f'(x) = n - [uba ™~ u'(x)
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149. Exemplos

b} fazendo xZ + x + 1 = ulx}, vem gix) = [u(x)]s, entao:

g'lxd = 5+ [ulx) Y e wix) = BIx2 4 x+ 1) (2% + 1)

19 fix) = x® - senx: e, == F(x) = 2% - sen x + e* +

— M ¥ 4 Y ¢) Fazendo e” «cosx - x2 = u(x), vem hix} = l[utx)]*,  entdo:

uy uz us up uz  u3 3 x X X

+ x2 x X 42 X h'ixt =4« [ubd ] - uix) = 44 (e +cosx-x2)3 - {e” +cosx-e »sen x - 2x)

cos e X Sen x - e

uy uh uz Uy ujy uj _ . .

H.144 Obter a derivada de cada funcio f dada abaixo:

2% f{x) = sen*x = (sen x)* == F(x) = 4 - sen’x - cos x al fix) = (3x2 + x)1 + x + x3)
u u? u’ b) fx) = x2(x + x#)1 + x + x3)
0 _ a5X _ XS . B, ad%X, X cl fix) = (2 + 3x + x2)5
32) fix) =e (gr) == f'(x) = 5 ‘Er;"e‘f a) Fx) - (2% + 3)92
u ut v e) fix) = x3 . ¢*
f) flx) = x ¥ + cos x
gl fix) = x4 . g2%
h) flx} = e3*
i) f(x) = @Xrxel
EXERCICIOS i fix) = cosSx
: k) fi{x) = sen7x + cos3x
H.1417 Calcular a derivada da fungdo polinomial f(x} = ag +ayx + apx? + ., + anxn . I} flx) = a-+sen x +b + cos x a, b €ER)
Solugéio H.145 Caicular 2 derivada da funcdo f{x) = (sen x + ¢ }* {cos x + *1* no ponto xg - O.
Trata-se de uma soma em que as parcelas tém a forma apxp, portanto, sua derivada é
p- apxp-l . Assim, temos: H.146 Obter a equacgdo da reta tangente ao grafico da funcdo f(x) = (3 +senx + 4 - cos x}5
n-1 no ponto de abscissa xg = .

f(x) = a; + Za;x + 3a3x2 + .+ n s apx

H.147 Cbter a velocidade e a aceleracdo de um ponto material que percorre um segmento de

H.142 Calcular a derivada de cada uma das seguintes funcGes. reta obedecendo 4 equagdo horéria s=a -e ' - cost, com a S IR. (Unidades: Si).

al f{x) = gxli
7 V3
= - x3 M2
bl f(x) 5 X 5

ct fix} = 5+ x + 3x2

d} f{x) = 3 + 5x2 + x4

e) fix) = x3 +x2 +x+5

f) f(x)=3+2xn+x2n, n &N

Hi. DERIVADA DO QUOCIENTE

H.143 Calcular a derivada de cada uma das seguintes funcdes:

al fix) = e®+senx + 4x3 150. Sejam u = u(x} e v = v{x} duas funcdes derivaveis em | e vix) #0 em |
b) gix} = (x2 + x +1)5 ulx’
c) hix} = (¥ - cos x - x2)4 Provemos que a funcdo f(x) - -(—) também é derivavel em | e sua derivada é
v {x
Solucao ) u'{x) - vix) - ulx) « v'{x)
X) =

a) f deve ser vista como soma de duas parcelas (e* - sen x e 4x3), portanta, f' lv{x}]?

é a soma das derivadas das parcelas, sendo que a primeira parcela é um produto,

- Temos:

entao:

Ut _ X, 3y _ ulx +Ax) ulx)  ulx+ Ax) - vix) - ulx) - vix + Ax)

F'ix} = Df{x) = D(e” « sen x} + D(4x3} Ay = fix + Ax) - f(x) - { n { =

=D(™) « senx + & + Disen x] + Ddx3) = e* - senx + 8% - cos x + 12x2 V(x + Ax} v{x) vix + Ax) 7-71()'() B
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_ uf{x + A’Q,,:’LX)M_"_E_,{X) - vix) + ulx} + vix) - ulx) « vix + Ax)
' vix + Ax) - v(x)

_ [ulx + Ax) - ulx)] « vix) _oulx) - [vix + Ax) - v(x)]

vix + Ax) + vix) vix + Ax) -+ v(x)
- ) v(x) ~ ufx} A
- vix + Ax) - vix) vix + Ax) - v oY
Entdo:
im Y him AU im vix] i utx) m A

= s T AT Ty o im —— . lim —
Axs0 AX  Axsg AX Axsg VIXF AX - vIX) Axso VX + Ax) - vix) Ax»o AX

Como u e v s3o derivaveis e continuas, os quatro limites-do sequndo mem-

I . Ay ,
bro sdo finitos e, portanto, lim 2y e finito, ou melhor, f é derivavel em 1.

fxro AX

Calculando os limites, temos:

vix) ulx)

vix)]? ~ vix)]? - viix)

f{x} = u'(x) -

Em resumo;

u{x) m»k’f'(x} _ WX - vix) - ulx) - viix)

f =
f vix} VO F
151. Exemplos
EX . eX . x2 _ eX . 2x eX(x2 _ 2X)
19 f(x) - = f'(x} = it . x4
2 " ,
o xr doy 12+ 1) - H (1) x4 2x- 1
L R x + 112 ST+ 12
30)  f(x) = 20X o fx) = SOS X a* - sen x - 3%  logpa )
ax (a%)2?

{cos x - sen x -+ logaa)
aX
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152. Conseqiiéncias

12} Derivada da funcdo tangente

sen x

Dada a fungdo f(x) = tgx, sabemos que f(x) = o x e entdo podemos

aplicar a regra da derivada de um quociente:

u{x) = sen x = u'(x) = cos x
vix) = cos x = v'{x}) = -sen x
portanto,
! . - .oy 2y + 2 1
fix) = Y (x) « vix) - u(x) - v'(x) _ cos?x h sen?x __ sectx
(v(xh)? cos? x cos® x
Logo

28} Derivada da funcio fix) = [ufx)]", n € N*

Dada a funcdo fix) = [u{x)]™ = [u(1x)]" ., podemos aplicar a regra da deri-

vada de um quociente:

v = O uea]® - 1 en- [u)]™ - w') R aix)
Xi = [u(x) 2 = [T

= -n - [uGa ] L k)

Em particular, se u{x) = x vem a importante regra:

= N = P(x) = on e x )

EXERCICIOS

H.148 Derivar as seguintes fungdes:

1 2 s
fx) = g(x) =7 hix) = pp— ilx} = X
Solugdo
fix) = x! == f{x} = (-1) » x 2 = 'Lz

X
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glx) = 2+ x =>g'cx)=2-(~4)-x‘5=-?
hix) = {sen x)™ = h'(x) = {~1) + (senx)? + cosx = - coszx
sen? x
ixh = 7+ 97 =it = 7-2) - 9D 2 1Y
e
H.148 Derivar as seguintes fungdes:
2 +1
o) 1) - = 7 ogta - SIBET
x x -2
b) flx) = 3x7° x2 « sen x
gl flx) = ——x—
IR — — ¢
€ x2 +x+1 cos X
hy fix) = =222
db fix) =22 x - X
x -1
e} fix) _x*3 + x+2
x -1 x +1
H.150 Obter a derivada de cada uma das seguintes fungses:
al fix} = cotgx ) flx) = (x2 + 1) « tgx
b) fix} = sec x
t
¢} fix} = cossec x gl fix}) = ;:?l-xg—-:(?;
d) flx) = 1g?x x ®
e) f(x) = secx - tgx b oflx) = (5 )2

. . 1
H.151 Obter a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = x~+ e* no ponto de abscissa

Xp = -1.
. - 1 -
H.152 Calcular o valor da derivada da funcido f(x) =x—2+ e™ + sec?x guando xg = g—.

2
H.153 (MAPOFEI-70) — E dada a fungdo y - "
X
a) Determinar a derivada.

b} Calcular lim vy,

X>+ 00

c} Determinar os pontos do grafico em que a tangente passa pela origem.
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IV. DERIVADA DE UMA FUNGCAO COMPOSTA
(REGRA DE CADEIA)

163, Seja f:A - B uma funcdo dada pela lei y = f(x). Seja g:B + C uma fungdo
dada pela lei z = gly). Existe a fungdo composta F:A - C dada pelalei z = F(x) =
= g(f(x)).

Supondo que f seja derivivel no ponto x e g seja derivavel no ponto y tal
que y =f(x), provemos que F também é derivavel em x e sua derivadaé F'{x) =
= g'ly} - f{x).

Temos inicialmente:

Az Az Ay

Ax T Ay Bx

Notemos que se Ax tende a zero, entdo Ay também tende a zero pois a
fungdo y = f(x} é derivavel e, portanto, continua no ponto x. Assim, para valore:
proximosde x (Ax -» 0) a funcdo f assume valores proximos de y = f(x)
{Ay = 0).

Entdo, temos:

im 2% gim 8% him QY 82 A
x>0 AX axse Ay axe0 AX nyag Ay g AX

" C Az : Ay
Como z =gly) e y = f{x} sdo derivaveis, lim e lim i s30 ambos
y»o0 Ay x>0 OX

- . Az , . Lo . .
finitos, portanto, lim ——— também. Assim z = F(x) € derivavel e sua derivada é:
rx>o AX

F'ix} = g'ly) « f'{x)

Em resumo:

F{x} = glf{x)] === F'(x) = g'(f{x}) - f'{x)

154. Exemplos

19} Derivar F(x) = cos 2x.
Fazendo v = f{x) = 2x e 2z = gly} = cosy, temos:
vy = fix) =2 e 2z =gy = -seny, portanto, vem:
F'ix} = g'ly} - £ix) = (-seny) - 2 = -2 - sen 2x

29} Derivar F(x) = sen®x.
Fazendo vy = f(x) =senx e z = gly} = y?, temos:
y' = fiix} =cosx e z' = gy} = 3y?, portanto, vem:

Fiix) = g'ly) » f{x) = {3y®) + cos x = 3 +sen’x » cos x
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39) Derivar Fix) = e™? X
Fazendo y = 7x* - 2x e z = gly) = ¥, temos:
y' = f(x) = 14x - 2 e 2’ = g'ly) = e¥, portanto, vem:

F'(x) = gly) - F(x) = e « (14x - 2) = (14x - 2} - ™72

EXERCICIOS

H,154 Utilizando a regra da funcdo composta, obter a derivada de cada funcao abaixo:
a) Fix}=cos"x (nEN™) d) Flx) = ()10 ENT)
b) F(x)=senx" (nEN™) el Fix) = cos (sen x}

2 fl Fix) = sen’3x
c} Fix) :a(x ! la© IRy}

Solugdo
a) Fazendo y =f(x)=cosx e z=gly) = v", temos:
y' = f'{x) = -senx e 2z =gyl =n- v"_l, portanto, vem:
Fiix) = g'ly) « f'{x} = toy" ) (-sen x) = -n » cos" x - sen x
b) Fazendo vy = fix) = x" e z - gly) = seny, vem: y' = fi(x} =n: x"1

e z =g'ly) = cosy e dan:

F'ix} = g'ly} - f'{x) = lcos vy} * fnx")

« nax" T ¢ cos x7
¢c) Fazendo vy = fix) = x2 e z =gly) - a’, vem:y = fix) - 2x e
7= g'ly) = a¥ - logga e dai 2]

F'ix) = g'ly) « F'{x} = {a”  logga)(2x} = 2xa "~ *iogea

d) Fazendo vy = f{x} e z = gly} = y", vem: v = f(x) e
2 = gly) = oy, e dai:
Frix) = g'ly) » £0x) = ny™ #tx) = nffea "7 Fix)

e) Fazendo y = f(x) = senx e z = gly} = cosy, vem: y' = f'{x) = cosx e
z' = g'ly) = -seny logo:
F'{x) = g'ly} » f'(x} = {-seny){cos x} = -cos x - sen {cos x)

f) Fazendo y = f(x} = 3x, z =gly) =seny e t = hiz) = z3, temos
v = fix) =3, 2 = g'lyl =cosy e t =h'lz) = 322,

Notemos que Fix) = higlf{x))), isto é, F & a composta de trés funcdes. Como a regra
da composta pode ser generalizada para a composta de n funges, vem:

Fix) = h'{z) « g'ly) - £{x) = (322){cos y)(3)} = (3 » sen?y)lcos y}(3} =

= 9 +sen?3x » cos 3x

H.155 Obter a derivada de cada uma das seguintes funcdes:

a) F{x) = sen 4x
_ cos 7x el Fix) = sene™
bl Flx) = x f) Fix} = x+3 +tg4x
c) F(x) = a+senbx {a, b € R} g) Flx)=a"*"" (a ER+)
d) Fix) = cos{3x? + x +5) h) F{x) = cotg{3x - 1)
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) Flba = 2 o € R,) K Flx) = tgd2x
i) Fix) = tglcos x) D Fix) = e 2x

H.156 Calcular o vator da derivada da fungdo f(x) = cos3x +sen3x no ponto xq = /2.

2
H.157 Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao f(x) = PRt no

ponto de abscissa -1.

H.158 Obter a equacdo da reta tangente a curva y = no ponto de abscissa -2.

H.159 (EPUSP-61} As derivadas dos termos da seqiiéncia:
T nT
sen x, senix +—2~), sen{x + ), ..., sen{x + T)’

também sdo termos da seqiéncia?

V. DERIVADA DA FUNCAO INVERSA

165. Seja a funcdo vy = f(x) bijetora e derivave! em | tal que f(x) # 0 para
x € I. Provemos que a funcio inversa x = f!(y) & derivivel em f(l) e que

(! ).'(y) = sendo y = f(x}.

1
fix) ’
Como f é bijetora e derivdvel temos que Ax # 0 = Ay #0, portanto po-
demos escrever:

M1
Ay-él
Ax

Sendo § derivével e, portanto, continua, se Ax tende a zero, entdo Ay
também tende a zero. Assim, temos:

(F1Y(y) = lim AX i L] -
Ay»0 BY  axso Ay lim Ay  fix)

Ax AX>0 Ax

Logo,

1
#(x)

x=1Hy) = {f1)ly) =
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156. Conseqiiéncias Ja vimos que;

X =seny =——= x'=cosy
1. Derivada da funcao logaritmica

Empregando a regra da derivada da inversa, vem:
s 1 1 1 1

Sabemos que a funcdo logaritmica é a inversa da funcio exponencial:

Y = 10gax == x = a¥ Y :;’7:czw=_¢1—sen2y VAR
Ja vimos que: Em resumo,
x=a == x"=3 .%na

Empregando a regra ora deduzida, vem: y =arcsenx == y' = 7 1« o

Lo T L 1 .
T a @ na x.fna 4. Derivada da funcdo arc cos
Em resumo, Sabemos que a funcdio v = arc cos x, definida em | < [-1, 1] com imagens

‘ em [0, 7] éainversa de x = cos y:
y = logy x :=>y’:x.1m Y = arccosx <= x = cosy

Ja vimos que:

No caso particular em que a = e, temos: X=cosy == x'=-seny

1 l Empregando a regfa da inversa, vem:
y = nx =— y' o= ? l

, 1 1 1 _ 1
y‘x'¥—seny—~\/1-c052y- V1= x2
2. Derivada da fungdo poténcia com expoente real Em resumo,
Dada a funcdo vy = xY onde ac R e x>0, temos:
Y = arccosx —= y' = - -
y:xaz(eﬁnx)azea-ﬂnx , 1-x

Aplicando a regra de derivacdo da funcio logaritmica, obtemos:

1 5. Derivada da funcio arc tg
y’:ea'Q"X-ao——=xa-a-x"1ta-xa" ) ..
Dada a funcio vy = arc tgx, de IR em ]—3 , 5[ , sabemos que:

y =arctgx <= x = tgy
(43 . Q-1

Y =X ==y =q-.x . entio:
, 1 L D
. ~ y_x'_sec2y~‘l+tg"’y‘1+x2
3. Derivada da funcédo arc sen
- . ) Em resumo,
Sabemos que a funcdo v = arc sen x, definidaem | =[-1,1] com imagens
em | T{ TT] é a inversa de x n !
-= ., =] = sen y: = I
27 seny y =arcigx ==y T+ X2
Y = arcsenx —= x = seny
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EXERCICIOS

H.160 Determinar a funcdo derivada das seguintes fungdes:

a) f{x) = logyx
b) fix)
c) fix)

d) f{x} = \3/ x2

e) f(x} = v/sen x

logy cos x f) f(x) = arc sen x2
vVx g} f(x) = arc cos *
h) f{x) = arc tg (€n x)

]

Solugio
1

fr =
a) x + En2
bl Vamos aplicar a regra para fun¢Bes compostas:
1
= z =1 entdo f(x} = z'{y) - y'(x) = . =
Y =cosx e 0gy o f y) -y v e {-sen x)

sen x

=-cosx-lan

1
<1 1
_ _ 1Rk LI 1,771
) flx) = v/x = x ==>f(x)-2 =5 x v
3 131, -2 1
d) f(x)=\/;=x1/3 == fx) = x> = .y 3 _
3 3 3 x2
el Fazendo y =senx e 2 = Vy, temos:
fix) = z'ly) ‘(x) = ! + cosx = 295X
ety _2;)y B 2;;senx
f} Fazendo vy = x2 e 2 - arcsen ¥y, temos:
ix) = 2(y) + y'ix) l_ ., 2x
= . = _x‘ x =
x ziy yix \/?__7 1 -x%

Fazendo y =e* ¢ z = arc cosy, temos:
1 x g
Y o ————— Y e =
Vi1-y? V1 - e
Fazendo y = fnx e 2= arctgy, temos:

1

1 1
T+y2 "% T x(1 +¥nZx)

—

L

f'{x) = z’{y) » y'{x)

h

Filx) = 2'(y} - y'(x) =

H.161 Determinar a funco derivada das seguintes funces:

a) f{x) =%+ €n x

b} fix) = x"« fn x
c) fix) = {ax +b) « €nx
d} f(x) = senx « €nx
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& x
Cos x

e) f(x) =

f) f{x) = €n (ax® + bx + ¢)
gl fix} = €n sen x
h) #(x) - logglogyx

{n € N)

H.162 Determinar a fungdo derivada das seguintes fungdes:

H.163

al flx) = x¥7

bl fix) = /x8

¢} fix) < x \/:7-

dl fix) = s ;35

e} flx) = V3 X Vx

f} fix) :\/; + \3/; x2
g) flx) = Vax+b {a, b €IR)

h) f(x) = V3 ax2 +bx+c (a, b €R)
i fix) =vVa+bVx {a, b €EIR)

2 +bx +
Dotx) < fEEIOXTC e
CX4 +bx +3
kD Hx) = 3/ (2D 2 e R
ax - b

N fi{x) = \/3 (1+x+x2)4
m) flx) = x - Vx2 47

n) fix) = (x2 +1) *V3x+2
3+ X
f( =TT =
0) X) 2_\/:
+ 1
P) fix) = - ==

. 1
al fix) = cos/x
1) fx} = v/cos x

s} flx) = 0/ Trx
T-x

1) flx = loggn/1 + x

Determinar a fungio derivada das seguintes fungdes:

a} fix) = arc sen 3x h) fix) = ¥n arc cos x

b) fix) = arc cos x3 i} flx) = v/arc tg x 3

it fix} = x+arc sen x2 -

Vx

ki fix} = arc cos ox

c) fix) = arc tgl
x

d) f{x) = x2 +arc sen x
&) fix) = arccos x - v/x
fl flx} = x «arctg x
\3/—“
X
gl fix) =—
arc sen x

1) fix) = &n arc sen x
arc cos x
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H.164 Obter a equacdo da reta tangente a curva y = x - x+1 no ponto de abscissa
Xg = 3.

s X+ 1 .
H. 165 Obter os pontas em Que a reta tangente d curva y = UT:f € paralela ao eixo dos x.

H.166 Obter o valor da derivada da inversa da fungdo fix} =x3 +x ng ponto xg = 1.

Solugido
dy dx 1
= x3 —— = 3x2 v =1, temos
VY = x +x—_=>dx 3x +1=dy 32T para x m
[dx} o1
dy o=1 3+1 4

H.167 (EPUSP-67) Dada a fungdo y = x3 + x2 +4x, calcular a derivada de sua fun¢do inversa
No ponto yg = 6,

H.168 Dada a fun¢io f(x) = [u(x)]v(x), calcular sua derivada.

Solugio
fix) = [u(x)]v(’d _ [e!?n ufx)] vix) QVix) - 2n ulx)

Aplicando a regra de derivagdo da funcdo composta, temos:
y=vix) » nulx) e z =g
entdo:

1
{x)

Flx) = 2y} = y'(x) = e« [vix) - @0 ulx) + vix) ]

e finalmente:

0 = [t ™ s [vix) « 20wt + vix) o]

H.169 Obter a derivada da fungdo f{x) = (cos x)*.
Solugio

Empregando a regra que acaba de ser deduzida, vem:

"(x) = .. Lsenxy
£(x) = (cas x)* « [1 + €n cos x + x cosx]

= (cos x)* + (2 cos x - x * g x)

H.170 Obter a derivada de cada uma das seguintes funcdes:

a} f(x} = (sen x)(xz)

b) fix) = xX3

X
o) flx) = x(€")
d) f(x) = (gX)193x

150-H

Vi. DERIVADAS SUCESSIVAS

157. Seja f uma tungdo continua em um intervalo | e sefa |; o conjunto dos
pontos de | em que f ¢ derivdvel. Em I ja definimos a fungdo ', cha-
mada fungdo derivada primeira de f. Seja l2 o conjunto dos pontos de || em que
' é derivével. Em Iz podemos definir a fungio derivada de f’ que chamaremos de
derivada segunda de f e indicaremos por .

Repetindo o processo, podemos definir as derivadas terceira, quarta, etc de f.
A derivada de ordem n de f representaremos por 0,

158. Exemplos

19)  Calcular as derivadas de f(x) = 3x2 + 5x + 6.

Temos:

fix) =6x + 5

f"(x) = 6

) = 90 = f80g - g

29} Calcular as derivadas de f{x) = sen 2x.
Temos:

f'{x} = 2 - cos 2x
f'(x} = -4 < sen2x = 22, cos (2x +%)

F(x) = -8 cos 2x = 2% . ¢os {2x + )

flm) o o0, cos (2x +‘i_;—m

EXERCICIOS

H.171 Calcular as derivadas sucessivas para cada uma das seguintes funcdes:
a) fx) = x% +5x2 + 1

b) fix) =
.4

c) fi{x)=g*

d) fix)=e™

e} flx} = cos x
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H.172 Um ponto moével sobre uma reta tem abscissa s dada em cada instante t pela lei
s=a-cosiwt+y) onde a, &0 e ¢ sdo nimeros reais dados. Determinar:

a) a lei que da a velocidade do ponto em cada instante;
" b) a velocidade no instante t=0;

c) a lei que dé a acelera¢do do ponto em cada instante;

d) a aceleragdo no instante t=1.

H.173 (EPUSP-67) A fungio y = A -sen kx, com A >0, e sua derivada segunda y"’ satisfa-

zem identicamente a igualdade y'' + 4y = 0. O valor da derivada primeira y’, para
x =0, & 12, Calcular as constantes de A e k.
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CAPITULO VIIT

ESTUDO DA VARIACAO
DAS FUNCOES

Neste capitulo mostraremos algumas aplicagdes das derivadas. Veremos que,
a partir da derivada de uma funcdo, muitas conclusdes podem ser tiradas sobre a
variacdo da fungdo e, portanto, sobre seu grafico.

i. MAXIMOS E MINIMOS

159. Definigoes

i) Seja a fungdo f:D > IR e seja xo € D. Chamamos vizinhanca de x5 um
intervalo V=]x5 -8, %o + 8], onde & é um niamero reat positivo.

il) Dizemos que xo €& um ponto de mdximo local de f se existir uma vi-
zinhanga V de xp tal que )

(¥x)(x EV = fix) < tixy))

Neste casv, o valor de f(xo) & chamado mdximo local de f.

I{1) Dizemos que xg € um ponto de minimo local de f se existir uma vi-
zinhanga V de x¢ tal que

(¥x)x € V. == f{x) = f(xo))

Neste caso, o valor de f(xy) é chamado minimo local de f.

IV) Dizemos que .7, & um ponto extremo ou um extremante se Xq for um
ponto de maximo local ou de minimo local de f. Neste caso, o valor de f(xq) é
chamado valor extrero de f.
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160. Exemplos

b (x)

b f(x)

19}
1
-1 0

29)
0

39)

Aeix)

154 -H

x = 0 ¢é ponto de maximo local da fun-
cdo fix) =1-x?; o maximo local de f

é f{0) =1

x = 0 é o ponto de minimo local de
f(x) = Ixl; ominimolocalde f é f{0Q) =
0.

o, .
X =5 e paonto de maximo local de f(x) =

= sen X, 0 maximo local de f é f(%) =

7r
= sen 5 = 1.
3T . ..

=5 e ponto de minimo local de
f(x) = senx; o minimo local de f &

3 3
fl—} = = - .

( 5 } 5 1

49) ‘rf(x)

|

|

‘ a, X7, X5 e b sdo pontos de minimo lo-

‘ cais de f, enquanto x;, X3 e X5 sdo
| l | pontos de maximo locais de f.

]

a X1 X7 X3 X4 Xg b x

Os pontos de méximo ou minimo locais que n3o s3o extremos do intervalo
em que a fungdo estd definida sdo chamados pontos de méximo ou minimo locais
interiores. No 49 exemplo, x, e x; sdo pontos de minimo locais interiores.

59) As nocdes de maximo e minimo
f(x) locais referem-se a uma vizinhanca do

ponto considerado. Na funcao represen-
‘ tada ao fado, existe uma vizinhanca V.
| de x; em que f(x) < f{x,]), ¥x, por
' outro lado, existe uma vizinhanga V, de
| X, em que f{x) = f(x,), ¥x. Isto leva
| a conclusdo (aparentemente contraditéria)
' de que x; ¢é ponto de maximo local,
- X, & ponto de minimo local e f(x,) <
X1 x3 b x < f(xz)-

PO p—

161. Definicdo

Dizemos que f(xo) & um valor maximo absofluto de f se f{xy) = f(x} para
todo x do dominio de f, isto &, f(xg) € o maior valor que f assume.

Dizemos que f(xg) é um valor minimo absoluto de f se f{xq) <f(x) para
todo x do dominio de f, istoé, f(xq) €& o menor valor que f assume.

Voltando aos cinco exemplos anteriores, ‘temos:

19) o valor maximo absoluto de fix) = 1-x* & 1;

29) o valor minimo absoluto de f{x}) = Ix| é 0;

39) fix) = sen x tem um maximo absoluto que é 1 e um minimo absoluto
queé -1;

49) f{xs) e f(b) sdo, respectivamente, o maximo e o minimo absolutos
de f.
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Observemos gue s3o muitas as fungdes que tém maximos ou minimos locais
mas ndo apresentam um maximo ou minimo absoluto.

by

Por exemplo, observando o gréfico
ao lado, vemos que a e ¢ sao pontos de
maximo local, b e ¢ sdo pontos de mi-
nimo local, porém, a funcdo ndo tem ma-
ximo absoluto nem minimo absoluto. /

/

162. Teorema de Fermat

Se f:D - IR é uma funcdo derivavel no ponto x, €D e x, é ponto ex-

tremo local interior de f, entdo f'(xg) = 0.

Demonstracédo

Suponhamos que X, seja ponto de minimo local interior de f. Existe uma
vizinhanca V de x, tal que, para todo x €V, tem-se:

fix) - flxo} < 0 para x < Xg
X - Xg
fixg) < f{x) =
fix) - f(xg)
X - Xg => 0 para x > Xg

Sendo f derivavel em x,, existe e é finito o limite:

lim f{x) - f(xp)

X>Xg X - Xp

= f'(xo)

que coincide com os limites laterais a esquerda e a direita de x,. Lembrando do
teorema da conservacao do sinal para limites, temos:

lim ﬂ’f_)___f(_xg)_ = f‘(xo) < 0
XF Xy X - X
_— f'(xo) =0
lim o) >0
x>, X - Xg

Se x, for ponto de maximo local de f, a demonstracdo é analoga.
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Interpretacdo geométrica

O teorema de Fermat garante que num extremo local interior de uma funcéo
derivavel f, a reta tangente ao grifico de f é paralela ao eixo dos x.

f(xg) & maximo local interior flxy} & minimo local interior

f(x)‘ f(X) }

X
(=]
x
Jo L VR

bix) = (x-1)°
Observemos, porém, que © reci-
proco do teorema de Fermat é falso,
isto é, existem funcdes f derivaveis no
ponto xo do seu dominio, f'(xg) = O e
Xo ndo é ponto extremo de f. E o caso, /l
por exemplo da fungdo f(x) = (x- 1)°.
Sua derivada é f(x) = 3(x- 1)?, entdo
f'(1) =0 e 1 ndo é ponto extremo.

xVy

Observemos ainda que o teorema de flx) = x|

Fermat ndo exclui a possibilidade de x, .
ser ponto extremo sem que se tenha
f'{xg) = 0. Isto pode ocorrer se f ndoé
derivavel em xq. Por exemplo, O é pon-
to de minimo de fungdc f{x) = Ix| e
nao existe f'(0).
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Il. DERIVADA — CRESCIMENTO — DECRESCIMO

163. Neste item vamos provar alguns teoremas que terminam por estabelecer um
elo de ligacdo entre a derivada de uma funcdo e crescimento ou decréscimo desta.

164. Teorema de Rolle

Se f é uma funcio continua em |a, b], é derivévei em Ja, b| e f(a) = f{b),
entao existe a0 menos um ponto %, € Ja, bl tal que f(x,) = 0.

Demonstracdo

19 caso: f é constante em |a, b]
Neste caso f'{x) =0 em Ja, b[, isto & para todo x, € la, b[ temos
fixg) = 0.

29 caso: f ndo é constante em |a, b]

Neste caso existe x € |a, b] tal que f(x) # f(a) = f{b). Como f é continua
em [a, b], f tem um minimo e um méaximo em |[a, b]. Se existe x € Ja, b| tal que
f{x) > f(a) = f{b), entdo ovalor f(a) = f{b) ndo ¢ o maximo de f em [a, b], por-
tanto, f assume valor maximo em algum ponto xu € la, b| e, sendo f, derivavel
em Ja, bl, temos fi{x,) =

Se existe x € Ja, b|l tal que fix) < fla) = f(b), a prova é analoga.

Interpretacdo geométrica

O teorema de Rolle afirma que se uma funcéo é derivavel em Ja, b|, continua
em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, entdo em algum
ponto de |a, b| a tangente ao grafico de f é paralela ao eixo dos x.

fix) b fix) 4

tfa) = f(b) fla) = flb——-

/ i
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f(X)‘

fla) =fib)

Y

|
-
i i
| | |
! | |
1 T T T
a X0 %0 xg b x

165. Teorema de Lagrange ou Teorema do valor médio

Se t é uma funcdo continua em [a, b] e deriviavel em Ja, b|, entio
fib) - f{a)

existe a0 menos um ponto X, € |a, bl tal que b-a = f'{xq).
Demonstracédo
19 caso: fla) = f(b)
f - f .
Neste caso —“2—% = 0 e, pelo teorema de Rolle, existe x, € |a, bl
. f(b} - f(a)
tal que f'{xg) = 0 TR

20 caso: tla) # f(b)

Consideremos a fungdo g(x) = f{x) - f(a) - (—b-u_—ff(i’ {x - a)
Observemos que:
I) g é continua em [a, b] por ser a diferenca entre f{x) - f(a) e
i%};@,_ - {x -a) que sdo continuas em [a, bl;
fib) - fla) |

1) g é derivavel em Ja, bl e sua derivada é g'(x) = f'{x} - bl

1) nos extremos do intervalo |a, b], temos:

(a) - fla) - fla) -2 f@ Lo
b - a
f(b} - fla} _
olb) = fib) - fa) - == (b - a) = 0

portanto, gfa} = g(b) = 0.
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Sendo assim, é vélido para g O teorema de Rolle: existe x, € Ja, b[ tal
que g'{xg) = 0, isto é,

lxo) = Flxg) - 10V FE g
b - a
ou ainda,
, f(b) - fla)
f _—— .
o] b-a
k
fix}

Interpretacdo geométrica

Segundo o teorema de Lagrange,
se f é funcdo continua em [a, b] ede-
rivavel em Ja, b|, entdo existe um ponto
xo € Ja. bl tal que a reta tangente ao
grafico de f no ponto Plx,, f(xy)) ¢ é
paralela a reta determinada pelos pontos
Ala, flal) e Blb, f{b)), por terem
coeficientes angulares iguais.

EXERCICIOS

H.174 Dada f(x) = 4x3 - 9x2 + Bx, verificar se estdo satisfeitas as condicSes para validade

do Teorema de Rolle em cada um dos sequintes intervalos: [0, 1}, [‘l. %] e

5 . , .
[0“2“] Determinar um nOamero & em cada um desses intervalos de modo que

i = 0.

Solugdo

Notemos que f é derivdvel e continua em IR, portanto, também € nos intervalos dados.
Temos f{0) =0, f{1) =0 e f(-g—) = 1—5 Assim, o teorema de Ralle é vélido sé no in-

tervalo |0, 1]. Determinemos & € [0, 1] tal que 'l = O:

XA9+\/21 o 9 - V21
T2 ’

fix) = 12x2 - 18x+5 = 0 u x = 2

9 -V
portanto, & =< .

12
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Nos exercicios H175 a H.177 verificar que hipoteses do teorema de Rolle estdo sa-
tisfeitas pela funcdo f no intervalo |,

2x2 - 3x +1
3x -4

x+3 se x <2
H.176 f(x) :{ e 1 =[-3, 7]

7-%x se x >2

H.175 f(x)

i
1
——
N| =
N
e d

HA778x) =1 = x| e | =[-1,1]

H.178 O reciproco do teorema de Rolle ndo é vélido. Dar exemplos de fun¢des para as quais
a tese do teorema é vadlida, porém, uma das hipdteses ndo é.

Nos exercicios H.179 a H.181 verificar que as hipGteses do teorema de Rolle sdo satis-
feitas pela funcao f no intervaio |. Em seguida, obter um ¢ &1 que satisfaca a tese do

teorema.
H.179 f{x) = x2 -6x + 8 e 1 =2, 4]
HA80 f(x) = x3 -2x2 -x+2 e 1 =[-1, 2]
H.181f(x) = x3 -16x e I - [o, 4]

H.182 Dada fi(x) = x3 + 3x2 - 5, verificar que as condicdes para validade do teorema do valor
médio estdo satisfeitas para a = -1 e b = 2. Encontrar todos 0s numeros ¢,
f(2) - f{-1)
a & |-1, 2|, tal e flla) = ——-——
k2l av Ty
Solugdo

Notemos que f & derivivel e continua em IR, portanto, também € no intervalo
[-1, 2]

Sua derivada é f'(x) = 3x? +6x. Entdo:
fle) = ;(22)__(_:()"” = 302 + BQ = ——125:((:?))— = 302 +60-6 = 0 —

=>ar—1+\/; ou 01:—1—\/2_

Como queremos & no intervalo }—1, 2[, sO convém &= -1+ 2 .
Nos exercicios H.183 a H.186 verificar que as hipoteses do teorema de Lagrange sdo

satisfeitas pela funcdo f no intervalo |. Em seguida, obter um c & | gue satisfaca a
tese do teorema.

HA183f(x) = x2 +2x -1 e 1| =10, 1}

HABA£x) = Vx2 e 1 -0, 1)
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H.185f(x) = V100 -x2 e | = [-8, 6]

X2 + 4x

H.186 f(x) = ~— e | =2 6]

H.187 Dada f(x) = x2/3, esbocar o gréfico de f e mostrar que ndo existe um ndmero ¢,

oy = 13 - f(-3)
a € |3, 3] tal que (o = 3) = (<3)

Qual a hipdtese do teorema do valor médio
que nao se verificou?

Solugido

Dando valores a8 x e calculandc os
correspondentes valores de f(x), pode- -+
mos obter pontos e esbogar o grafico ao

lado.

Temos f'{x} =—§‘- x-lfa, entdo:

g - B - 13) 2 3P
& =3y 3o 3-C3

e nao existe (& satisfazendo esta Gltima igualdade.
A fungdo f é continua em IR mas ndo & derivavel no ponto x = 0 que estd no intervalo
]—3, 3[‘ Isto invalida uma das hipéteses do teorema do valor médio.

Nos exercicios H.188 a H.190 verificar que hipdtese do teorema de Lagrange ndo estd
satisfeita pela fungdo f no intervalo |.

4
N N 1=[1,86
HABBHx) = ——37 (1, 6]
2x -1
- 1 -, 2
H189flx) = —2 e 1=[12]

3x +2 se x <1
H.190 f(x) = e | =[-2, 4]
8- 3x se x 21
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166. Lembremos agora os conceitos de fungdio crescente e de fungdo decrescente
num intervalo |. A
Y

. . fixale
Uma fungdo f:D - R é crescente

num intervalo | (I C D} quando, qual-
quer que seja Xy €1 e x, €1, temos:

X < Xy == f(x;) < fix;)
f(Xl)lV

fixi)g

Uma fungdo f:D — IR é decrescen-
te num intervalo | (I C D) quando,
qualquer que seja x; €1 e x; €1, te-

mos:
MEZRE

Xy < %Xy == f{x;) > f{x3)}

Podemos também dizer que f & uma funcio crescente num intervalo |
qguando, aumentando o valor atribuido a x, aumenta o valor de f(x).
fix;) - fixy)
T
X1, X3 €1, com Xx; # x5, pois numerador e denominador tém necessariamente
sinais iguais,

Podemos também dizer que f & uma fungdo decrescente num intervalo |
quando, aumentando o valor atribuido a x, diminui o valor de f{x).

fxg) - f(x,)

Notemos ainda que se f ¢é decrescente, entido T < 0 para todos
1 = X2

Notemos ainda que se f é crescente entio > 0 para todos

X1, X €1, com x; #x,, pois numerador e denominador tém necessariamente si-
nais contrarios.
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167. Teorema

Seja f uma fungdo continua em [a, b] e derivivel em J]a, b[. Entdo:
Df(x) >0 em Ja, b & f & crescente em [a, b]
N f{x) <0 em Ja, bf & f é decrescente em [a, b]

Demonstragdo
19 parte;. <«—

I} Seja xo €| = Ja, b[. Dado um outro ponto x €1, consideremos o quo-

. f(x) - f(xp) . . . ,
ciente = x. - Conforme vimos no item anterior, se f € crescente em |, este
= %o
quociente é positive. De acordo com o teorema da conservagao do sinal, decorre
. fix} - f(x
que lim u: f'ixe) = 0.

x+xg X ~ %o

1) Pode-se provar analogamente.

22 parte:. ——

I} Sejam x,, x; € [a, b] com x; < x,.

Como [x;, x,] C [a, b], f 6 continua em [x;, x,] e derivavel em
Ix;, x,|. De acordo com o teorema de Lagrange, existe x¢ € ]x;, x5 tal que

- f
Flxg) = 02l =Ta) 0 6 i) = fxg) = (xa - x1) - F{xo).
Xz =X,
Sendo f(x) > 0 em la, b[, decorre f(x3} > 0. Como x; -x; >0, vem:
f(xy) - fixy) = 0, isto é: fixy) = flx,} e, portanto, f é crescente.

11} Analogamente.

Interpretacdo geométrica

O teorema acaba de maostrar que:

I) Uma funcdo f ser crescente em
[a, b], quando f é derivavel, equivale a
f'(x) > 0 paratodo x € ]a, b[, isto é, os
coeficientes angulares das retas tangentes
ao grafico de f sdo ndo negativos.
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) Uma funcdo f ser decrescente
em [a, b], quando f & derivavel, equi-
vale a f'{x} < 0 para todo x € ]a, bf,
isto é, os coeficientes angulares das retas
tangentes ao gréfico de f sdo ndo positi-
vOs.

168. Exemplos

19) A funcdo f(x) =2 éconstan-
te em IR. Sua derivada é f(x} = O,
¥x € R.

29 A fungio f(x) = x> é cres-
cente em IR. Sua derivada é f(x} =
=3x* 2 0, ¥x € R.

39 A funcio f(x) :% é decres-

cente em qualquer intervalo que ndo con-
tenha o zero. Sua derivada é

f{x) = ~—12— < 0, ¥x € R".
X

£(x)

tixf

tix)
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H.193 Para que valores de x ¢ decrescente a fungdo f(x) = |2 ‘ixl-al?

fix
49) A funcdo f(x) = x? -4 é de- Solugdo
crescente em qualquer intervalo contido Vamos definir f através de vdrias sentengas. Como primeiro passo, temos:
em IR_ e crescente em qualquer intervaio l2x -4l se x =0
de IR,. Sua derivada é f'(x) =2x tal -2 2 X fxd = |-2x-4| se x <0
que:
e finalmente vem:
f'ilx) S0 se x €R. -
2x -4, se X
f, X E £ =
(x) >0 se xER, o fix) = 2x+4, se 0 <Tx <2
B 2x +4, se -2 <x <0
2x -4, se x < -2
59) Afuncdo f(x)=x3 - 3x? tem f(x) A derivada de f é, portanto:
derivada f'(x) = 3x* - 6x, entdo: 2 se 2<x<0ou x>2
x<0 ou x>»2==f(x) >0 ol 1 2 3/ fx) =
0 x<2 fix) < 0 ; i : -2, s8e 0<x<2 ou x<-2
ortanto: | e ndo ¢ definida para x = 0 ou 2 ou -2,
P ' | Assim, f é decrescente para X pertencente ao conjunto [0,2] U ]-oe. -2],
f é crescente <= x <0 ou x =2
. H.184 Determinar o conjunto dos valores de x para 0s quais cada funcdo abaixo é decres-
f é decrescente & 0 < x 2 cente:
fix} = 3x% + 4x3 - 12x2 + 1;

gix) = e - x,

Ix -2
h{x} = el
i{x} = arc sen x.

EXERCICIOS

H.191 Determinar o conjunto dos valores de X para os quais a fungdo f(x) = x2 - logyx 6
Em cada um dos exercicios de H.195 a H.203, determinar os intervalos em que f é

crescente.
crescente e os intervalos em que é decrescente.
Solugao
Devemnos calcular a derivada de f e determinar em que conjunto a funcdo f' é ndo H.195 f({x) = x3 - 9x2 + 15x - 5
negativa. Temos:
2 . H.196 f(x) = x* + 4x

£ix} = 2x 1 2k -1

* X 5 3 420 2

H.197 f(x} = x5 - 5x3 +20x -
2 _ N N4

P20 =21 50 = X2 <x<0 ou x> ¥z

v H.198 f(x)

Lembrando que DIf} = IRy, vemn a resposta: f & crescente para x > -5 -

L
x
+

H.199 fix) = x V9 - x2
H.1982 Daterminar o conjunto dos valores de x para os quais cada fungio abaixo & crescente. ) = x V9 -x
3
f(x) = 2x3 - 15x2 - 8B4x + 13 H.200 fix) = 2 ~Vx - 1
glx) =2-cosx - x + 1
h{x) = sen x - cos x 2k + 1, se x K2
5 f = :

ix) = hxi- 1} H.201 f(x) {7—x, se x> 2
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' x2 -1, se x <1
H.202 f(x) = : N
() {x2+2x—3, se x > 1

: x2 +x, se x<0
H.203 f(x} = x, se 0 <x<1
2x - x3, se x > 1

H.204 Estudar a fungdo IR, > IR tal que f(x) = logex + logg(x + 2}, determinando os in-

tervalos em gue é crescente ou decrescente.

H.205 Descrever o crescimento e o decréscimo da funcdo fiIR - IR tal que:

-X, s x & -1
f(x} = x2, se -1 <x <1

x-1
e, se x >1

H.208 Descrever o crescimento e o decréscimo da fungdo f:lO,2Tr] - R tal que f(x) =

=2 +3 + sen{2x —g).

H.207 Determ::r::;rxpara que valores de x & crescente ou decrescente a funcdo f:R — R tal que
fix)=¢ .

H.208 P z i 7 X &
rovar que se xE] 0, 5 l: entdo a fun¢do fi{x) = " X € decrescente.

H.209 Provar que o polinémio f(x) = 3x5 +5x3 + 1 admite um Unico zero real

Sugestdo: calcular lim  fix), lim f(x) e estudar f'{x).
X>- 00 X3+ 0o

H.210 Esbocgar o grafico de uma funcdo f para a guat sdo verificadas as seguintes hipoteses:

al f é continua em R

b} f(3) = 2

¢l fiix) = -1 se x <3
fiix} =1 se x >3

H.211 Provar que se f é uma fungdo crescente em |, entdo g = —f é decrescente em ]
Solugao
Sejam x; €1 e x3 €1 com x; < x5. Temas:

xp <Xy = flxy) <flxy) == -fix)) > flx;) === g(x,) 2 gix,}

entdo g ¢ decrescente em |.

H.212 Provar que se f é uma funcdo crescente em | e h & definida em | pela lei hix) =

1 ~
=, ent :
00 a0 h é decrescente em |,

H.213 FlOVaf que se € crescente nur ntervaio | g e crescente xiste iOg entao
B scente em | e exist
QOg e crescente em |.
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Hl. DETERMINAGAO DOS EXTREMANTES

169. Dada uma funcdo f, definida e derivavel em | = Ja, b[, o teoremade
Fermat garante que os valores de x que anulam f', isto €, as raizes da equagdo
f(x) = 0 sdo possivelmente extremantes de f.

Assim, por exemplo, os possiveis extremantes da fungdo f(x) = x* - 4x® sdo
as raizes da equacdo f'(x) = 4x® - 12x* = 0, isto é, 0 e 3. Em principio, tanto
0 quanto 3 podem ser ponto de maximo ou ponto de minimo ou nao ser extre-
mante. Com toda certeza nenhum namero diferente desses dois é extremante por
ndo anular f. A questdo agora é saber qual das alternativas é correta para 0 ou

para 3.

170. Mais geralmente, dado um nimero xo € Ja, bl tal que f'(xo) =0, como
determinar se xo & ou ndoextremamente de f e ainda, sendo extremamente, como
saberse x, € ponto de maximo ou de mfinimo?

19 resposta: xg € ponto de maximo jocal de f se existir uma vizinhanca
V de x, tal que f'(x) é positiva a esquerda e negativa a direita de Xq.

De fato, se existir uma vizinhanca V de x, com a propriedade citada,
temos para todo x € V:

x < xg == f'(x) >0 == f(x) crescente == f(x) < fxo)

x > xo = f{x} <0 = f(x] decrescente == fix) < fixg)

e entdo, X, & um ponto de mdximo local.

O gréfico ao lado mostra gue, numa )
vizinhanga de um ponto x, de maximo |
local, as retas tangentes & curva passam de }
coeficiente angular positivo {(a esquerda ‘
de x,) para negativo (a direita de xg). |
E o coeficiente angular é justamente a de-
rivada de f. I

|
1

28 resposta: X ¢ ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga
V de x tal que f{x) & negativa & esquerda e positiva a direita de X,.
De fato, se existir uma vizinhanga V de Xo com a propriedade referida, te-

mos para todo x € V:
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X <xXg =1t(x) <O == f(x} decrescente = f(x) > f(x,)
X >%y == f{x} >0 = f{x) crescente = f(x) > flxq)

e, entdo, X, é um ponto de minimo local.

F
Yy

O grético ao lado mostra que, numa
vizinhanga de um ponto x, de minimo
local, as retas tangentes a curva passam de
coeficiente angular negativo {d esquerda
de x,) para positivo (3 direita de xg).

|
|
[
.

Xo x

3 resposta:  xy ndo é extremamente de f se existir uma vizinhangca V de
Xo tal que paratodo x €V e x #x, temse f(x) sempre com mesmo sinal.
A figura 1 mostra que se existir uma vizinhanga V de xo tal que f'(x) >0
para todo x €V e x # x4, entio Xg ndo é extremamente. A figura 2 mostra,
analogamente, para o caso em que f'(x) < 0, gue Xg n3o é extremamente.

k
Yy y"}

F+—————

171. Exemplos
19} Verificar se f(x) = x* - 4x> tem extremante.

J& vimos que f'(x) = 4x® - 12x* tem raizes 0 e 3.
Analisemos a variacdo de sinal da fungdo f'(x) = 4x® - 12x? = 4x?(x - 3}:

170-H

0 3
2
x + + +
x-3 - - +
fix) - - +
] |
Y

Existem vizinhancas de 0 em que
t'(x} < 0, portanto, 0 ndo é extrema-
te de f. H4 vizinhangas de 3 em que

I~

f'(x) passa de negativa a positiva, isto é,
3 é ponto de minimo local.

O grafico ao lado ilustra como varia
a fungdo f.

x

29)  Quais sdo os extremantes da funcio f:]0,27[ - IR dada por fix) =

= 2 sen x + cos 2x?
Calculando a derivada:

fix) =2+cosx-2+sen2x=2+cosx -4 + sen X » cCOs X =

=2-cosx+ (1 -2-.senx)

Os valores de x que anulam f'(x)}

1r31r7rﬂ

nx= isto é, —, —,—= @ .
¢ e 2'2'6 6

1
2 ’

Analisando o sinal de f'(x), temos:

sd0 as rafzes das equacbes cosx = 0

0 /6 2 57/6 3nr2 i:s f
cos x + + -
1-2 sen x + - -
£ix) + - +
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. m 57 . L.
Verificamos que 5 e 3 sao pontos de maximo local, enquanto

sd0 pontos de minimo local.
O gréafico da fungdo f confirma nossa analise.

.

m
— g —

2

0 T A + + + ?ﬂ

14

2
EXERCICIOS

Nos exercicios H.214 a H.224, determine os extremantes da fungdo f.

H.214f(x) = -x2 - 5x - 4
H.215 f(x) = 2x2 - 8x + 11
H.216 f(x) = x3 - 27x + 1
H.217fi(x} = -x3 + 6x2 - 12x + 8

H.218 fix) = (x-8)° (x-6)*

1

H.219 f(x) = 2 +5% -6

H.220 f(x) = cos 3x

H.221 f{x} = sen(2x —7—:)
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3r
2

H.222 f(x) = x » 2n x

H.223 f(x} = Un (x2 + 1)

3
H.224 f(x) = ¢

-(x-3)2
H.225 Calcular o valor mdximo assumido pela funcido f(x) = e (x-a) .

Solugio
f(x) = ~2(x-a) - ¢~ ¥2 ,
f'ix) =0 == -2(x-a) = e_(x_a) =0 ==x-=a

—{x-a)2
Como e(xa)

x<a ==>x-a<0 =={(x}>0
x>a ==x-a>0 ==f(x <0

>0 paratode x € IR, temos:

Assim x = a é um ponto de maximo local de f. O valor mdximo de f é:

fla} = e"a—a,2 =¥ -1,

Nos exercicios H.226 a H.231, calcule os valores extremos de f:

H.226 f(x) = x2 - 4x - 1

I

H.227 f(x) = x% + 8x

X
H.228 f{x) = T+x2

H.220 f(x) = x2e"

X -X
e - e

e* + e

n

H.230 f(x)

H.231 f(x) = (x - 1)%/3

Nos exercicios H.232 a H.235 determinar as coordenadas dos pontos extremos da fun-
¢io f.

H.232 f(x} = x3 - 9x

14+ x-x2
H.233 f(x} = T x+x?
- x3
H.234 f{x) = -
X
Qn X

H.235 f(x) = —5—
b3

H.236 Calcular a e b de modo que a funcdo f{x) = x¥ + ax2 + b tenha um extremo relativo
em (1, 5).
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H.241 Um mével desloca-se sobre um eixo de modo que sua abscissa s na instante t é dada

H.237 Obter os extremos absolutos de f(x) = x® + x2 - x + 1 no intervalo | -2, 15] por s = a-cosikt + £), sendo a, k, £ constantes dadas.

Determinar:

Solugdo . . . .
¢ a} instantes e posi¢es em que é maxima a velocidade do maével;

‘ 1 ) . o PR -

Co f & derivdvel em [_2’ 1 ] apliquemos o teorema de Fermat: b) instantes e posicSes em que é minima a aceleragdo do mével.

2
H.242 Um tridngulo estd inscrito numa semi-circunferéncia de raio R. Seus lados medem a,

. 1 - , 1
f{x) = 3x2 + 2x - 1 = 3{x + 1Hx -5) @ os 2eros de f' sdo os ndmeros -1 e R b e 2R. Calcular a e b quando a 4rea do tridngulo é maxima.

Analisando a variacdo de sinal de f', temos Solugdo

-1
| T
ix) + Cli - + A B a b b\\b
2R s 2R - 2R

entdo -1 & ponto de méximo interior e 1/3 ¢ ponto de minimo interior. Calculemos o

valor de f nesses pontos criticos  nos extremos do intervalo |-2, = |: Notemos primeiramente que numa semi-circunferéncia de raio R ¢é possivel inscrever di
2 ferentes tridngulos, todos retangulos. Observemos gue a e b, medidas dos catetos, variam

de um triangulo para outro e percorrem o intervalo ]O,ZR[, isto 8, 0<a<{2R e

0 <b < 2R. Para um mesmo tridngulo sdo verificadas as seguintes relages:

—
-~
(&)

_— o —

f«2) =-8+4+2+1 =1, f(-1) = -1+1+1+1 = 2,

O SN

3 27 2 1

N =

.1.) = l + 1 - 7

3'727 9 3 :%Eeaz+b2=4nz

by onde S ¢ a drea do tridngulo.

Para determinarmos o médximo de S devemos colocar § como fungdo de uma variavel

O valor méximo absolutc de f no in-
s6 (a ou b). Eliminando b, pois b = V4R2 - a2 , temos:

tervalo [—2, 12] é o maior dos nameros

1 1 PR 1 a4
£-2), f(%) e f(-1), portanto, é §-zrab=3- aVaR? - a2 =5 - V4RIl -4t
fl-1) = 2. Provemos que S tem um ponto de m@ximo:

O valor minimo absoluto de f no in- 8R2a - 4a3 2R24 - a3

l
i
1 | o 1. ]
tervalo [—2,3] ¢ o menor dos nimeros )l _% T2 2¢/aR%2- g% \/4R232 - g4
1
1

§ =0 ==2R2%23-a3 =0 =2a=RV2
0<a<<RV2 =32 <2R2 ==33 <2R%2s =8 >0
RV2 <a<2R ==2R? <a? ==2R%2a<a® =5 <0

1 1
f{-2), f(2) e ”5)' portanto, é

4

M"'

w|——

(-2} = -1 +
O grifico da fungdo ilustra o exposto. _2| -1
e, entdo, a = RV 2 ¢ um ponto de méximo local.

Conclusdo: o tridngulo de drea médxima € aquele em que a = RV2 e b =

2/3 R
- 2)*"% no intervalo [1, 5] = V4RZ -2R2 = RV 2, isto & é o triangulo isosceles.

H.243 Um retdngulo de dimens8es x e y tem perimetro 2a (a é constante dada). Determi-
nar x e y para que sua drea seja maxima.

H.238 Cbter os extremos absolutos de f(x} = {x
H.239 Dada a fungdo f(x) = ;(1#2 . obter os extremas absolutos de f no intervalo [2, 6].

H.240 Uma pedra é lancada verticalmente para cima. Sua altura h (metros) em relagio ao H.244 Calcular o perimetro mdximo de um trapézio que esta inscrito numa semi-circunferéncia

solo, é dada por h = t3 -3t2 -9t + 1, onde t indica o nimero de segundos decorridos de raio R.
apds o langamento. Em que instante a pedra atingird sua altura mdxima?
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H.245 Calcular o raio da base e a altura do cilindro de volume méximo que pode ser inscrito
numa esfera de raio R,

Solugdo

A figura ao lado é uma seccdo da esfera

e do cilindro inscrito, feita por um plano i
contendo o eixo de simetria do cilindro. A N
Observemos que numa esfera podem ser |
inscritos diferentes cilindros, portanto, |

h e
re 2 sao varidveis. Para um dado cilin- I h
dro sdo verificadas as seguintes condi- Ch
oes: R n
¢ |2
h2 i
V=m2h 0<h<2R e r2+2—: ‘_!
= R? ro

onde V é o volume do cilindro.

Para determinarmos o maximo de V devemos colocar V comao fungdo de uma varidvel

. . h2
s6 {r ou h). Eliminando r, pois r? = R2 -4+ temos:

h2 Th3
V = nirth = mR2 —-Z)h = 7RZh -

Provemos que V tem um ponto de mgximo:

"~ 3mh?
L 2 _ 27
\ mR 2
amh? 2R
V=0 =" -7TR? ==h = i
0 kg 5
2R 4R2 3mh2
LA 2 2 2 2 !
0<h< r—s = h < 3 3 <17R = >0

R R2 2
2—\/?<h<2ﬂ ==>h2>4—3« =>?L’£-"—<m=:2 — V' <0

e, entdo, h —% é um ponto de maximo local
’ ¥ - 3 .

Conclusdo: o cilindro de volume mdximo é aquele em que h =% e r=

2R
Ve

H.246 Calcular o raio da base e a altura do cone de 4rea lateral maxima que é inscritivel numa
esfera de raio R.

H.247 Calcuiar o raio da base e altura do cone de volume minimo que pode circunscrever uma
esfera de raio R.

176 -H

H.248 Um fabricante de caixas de papeldo pretende fazer caixas abertas a partir de folhas de
cartdo quadrado de 576 cm?, cortando quadrados iguais nas quatro pontas ¢ dobrando
os lados. Calcular a medida do lado do quadrado que deve ser cortado para obter uma
caixa cujo volume seja o maior possivel.

H.249 Uma ilha estd em um ponto A, a 10 km do ponto B mais préximo sobre uma praia reta.
Um armazém estd no ponto C, a 7 km de B sobre a praia. S¢ um homem pode remar a
razdo de 4 km/h e andar a razdo de 5 km/h. aonde deveria desembarcar para ir da ilha
a0 armazém no menor tempo possivel?

H.250 Um fio de comprimento L é cortado em dois pedagos, um dos quais formard um circulo
e o outro, um quadrado. Como deve ser cortado o fio para que a soma das dreas do
circulo e do quadrado seja maxima?

H.251 Um funil conico tem raio r e altura h. Se o volume do funil ¢ V {(constante), calcular
arazdo r/h de modo que sua drea lateral seja minima.

H.262 Um fazendeiro precisa construir dois X X
currais lado a lado, com uma cerca co-
mum, conforme mostra a figura. Se cada
curral deve ter uma certa area A, qualo
comprimento minime que a cerca deve
ter?

H.253 Uma calha de fundo plano e lados igual-
mente inclinados vai ser construida do-
brando-se uma folha de metal de largura
€. Se os lados e o fundo tém largura & 2 4 &
€/3, calcular 0 dngulo & de forma que a 3
calha tenha a mdxima sec¢do reta. [

172. Um outro processo, para determinar se uma raiz X, da equacdo f(x} =10
é extremamente da funcdo f, consiste em estudar o sinal da derivada segunda de f
no ponto Xxu. O teorema seguinte explica o processo.

173. Teorema

Seja f uma fung¢do continua e derivdvel até segunda ordem no intervalo
| = Ja, b[, com derivadas f e f* também continuas em I. Seja x, €| tal que
f'{xq) = 0. Nestas condigdes, temos:

a) se f"{xg) <0, entdo xo ¢é ponto de maximo local de f;
b) se f'(xg) >0, entdo X, € ponto de minimo local de f.
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Demonstracéo
a) se f"(xg) << 0 e f” écontinua, existe umavizinhanga V de X, na qual
f{x) < 0, ¥x € V.

Se f'(x) < 0, entdo f & decrescente em V, portanto, como f'(xy} =0
decorre que em V, a esquerda de x; temos f'(x) > 0 e adireitade x, temos
'(x) < 0. Concluimos assim que Xy € ponto de maximo local.

b) Prova-se analogamente.

174. Exemplos

19)  Determinar os extremantes de f{x) = x* - 4x°.

flx) = x* - 4x3 = F{x) = 4% - 12x® == "(x) = 12x* - 24x

As raizes da equacdo f'({x) = 4x> - 12x? =0 sdo 0 e 3. Substituindo esses
nimeros em f"'(x), vem:

f{0) = 0 == nada se conclui sobre 0.

f43) = 12.32 -24.3=36>0 —= 3 & ponto de minimo.

20}  Achar os extremantes de f(x) = 2 .senx *+ cos2x, no intervalo
[0, 2n].
f(x) = 2 senx + cos2x == f'(x} = 2-cosx - 2 -sen2x —
= f"({x) = -2 - sen x - 4 + cos 2X

As raizes de f'{x) =2 .cosx -2-sen2x =0 sdo 7/6, n/2, 57/6 e 37/2.
Testando cada uma em f’(x), temos:

m n i
"y = 2. —_-4. Z-1-2=-
f(6) sen6 4 coz;3 1-2 3<0
f”(£)=-2-sen1—4-cosn=—'2+4:2>0
2 2
b b 5n
20y 2 o, 2 _4. o 12=-3<0
f(G) 2 sen6 4 cos3 <
f"(§21r3=—2-sen3—2n—4-cos31r=+2+4:6>0
. m 5 . , . T 3 . ..
entao 8 e 3 530 pontos de maximo e > e ) sdo pontos de minimo.
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175. Observagdo

Devemos observar, nas condigdes do Ultimo teorema, que se f'{x,) =0 e
f"{xg) = 0, nada pode ser concluido sobre x,. Um teorema mais geral que o an-
terior estabelece finalmente um critério para pesquisar maximos e minimos locais
sem chegar a impasse.

176. Critério geral para pesquisar extremantes

Seja f uma fungdo derivdvel com derivadas sucessivas também derivéveis em
I =Ja, bl. Seja xqg € ! tal que

fiixg) = '(xg) = ... = f{n'l)(xo) =0 e

M (x4) # 0

Nestas condigOes, temos:

l}) se n é pare f(")(xo) < 0, entdo x, é ponto de maximo {ocal de f;
I} se n épare f("’(xo) > 0, entdc xo € ponto de minimo local de f;
I} se n é impar, entdo X, nao é ponto de maximo local nem de minimo

local de f.

A demonstragdo deste teorema nao cabe num curso deste nivel,

177. Exemplo

Pesquisemos os extremantes da funcdo f(x) = x® - 3x* + 3x® - x2 +1
Calcutando as sucessivas derivadas de f, temos:

ix) = 5x* - 12x% + Ox* - 2x = x{x - 1)} (6x - 2)

£(x) = 20x3 - 36x> + 18x - 2 = (x - 1){20x> - 16x + 2)

Fix) = 60x? - 72x + 18

' {x}) = 120x - 72

00 = 120
#n(x) - 0, para todo n > 5.

As raizes de f{x} =0 sdo 0,1 e 2/5
Temos ainda:

f{0) =0 e f1{0) =-2<0

(1) =0, (1) =0 e f"'(1) =80
(2 w2y 18

f(—5—) =0 e f (5) = >0

25
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. . 2, , . . ..
portanto: 0 é ponto de maximo, E & ponto de minimo e 1 nao é ponto de maximo

nem de minimo.

EXERCICIOS

Nos exercicios H.254 a H.2539 determine os extremantes da fungdo f, utilizando o
critério da segunda derivada.

H.254 f{x) = x{x -2)3

X

* H.255 f(x) 14 x2

It

X

H.256 f(x) = xZe

1l

H.257 f(x) LFIPa

n
-]
+
[ ]

H.258 f(x) = loggl1 + x2)
H.259 fix) = (x - 11273

H.260 Calcular as coordenadas dos pontos extremos do grafico da fungio

® =00 )2

H.261 Dada a fungdo f(x) = -(x - 1)2, determinar os extremos absolutos de f no intervalo
[-2, 3]

H.262 Obter os extremos absolutos de f(x) = x* - 4x + 8 em [-1, 3]

H.263 Dada a fungdo f tal que:

X+ 2 se x <1
fix) =
x2 -6x+8 se x=1

determinar os extremos absolutos de f em [—6, 5].
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H.264 Achar o ponto Py situado sobre a hipérbole de equagdo xy = 1 e que estd mais proxi-
mo da origem.

Solugio
Seja Pg = Ix,y). A distdncia de Py & origegm é d =V x2 + y2 . Estando Py so-

. 1 ~ /
bre a hipérbole, y = % e, entdo, d = Vx2 + A Calculemos x para que d se-

x2°
ja minima.
1 1.3 "'if
d'== ¢ 2 4 2 . - . -3 = X
3 {x ;i) {(2x -2 » x7) .
X +—i
X

d =0 =>x-%=0 = x4 -1 =0 =>x = £ 1
e, portanto, Py = {1, 1) ou Pg = (-1, -1).

H.265 Achar o ponto da curva x-3)2 « (y-G)2 = 20 que estd a distdncia minima do ponto
(-2, -4).

H.266 Um tridngulo isésceles de base a estd inscrito numa circunferéncia de raio R. Calcular
a de modo que seja maxima a drea do tridngulo.

Solugio

Seja ABC o triangulo isdscelas de base
a=AB ealtura h = CE. Sua drea é dada
pela férmula

$ =~ ah

N

No tridngulo retangulo BCD, a altura
BE é média geométrica entre os segmen-
tos que determina hipotenusa CD, en-

tdo:
2
(BE)2 = (ECHED) ==>% =h-{2R-h)  =a=2V2Rh-h?
1
§=ah - hv2Rh-h2 = v/ 2Rh3 -ht
Procuremos o valor maximo de S para 0 < h < 2R:
6Rh2 - 4h3 3Rh2 - 2h3
T 2v2RR3 -4 +/2Rh3 _hd
R
§ =0 ==3Rh2 -2h3 =0 ==h:37

Como S =0 para h=0 ou h=2R e
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3R 3 4 4 2
. 3R :S'=\/2R 27R?  BIR* _ f27R* _ 34/3 =
2 8 16 16 4

- 3R .
entdo h = > é ponto de maximo para S e, neste caso,

r»  gR?
NEPIVELRE L BVey

4

H.267 Calcular o raio da base e a altura do cone de maximo volume que se pode inscrever numa
esfera de raio R.

H.268 Determinar as dimensGes do cone de drea total minima que pode circunscrever uma es-
fera de raio R.

H.269 Um fabricante de caixas pretende produzir caixas com tampa de um certo volume V,
cuja base é um retdngulo com comprimento igual ao triplo da largura. Calcular as di-
mensdes mais econdmicas que deve usar. ‘

H.270 Uma pagina para impressio deve conter 200 cm? de &rea impressa, uma margem de
2 e¢m  nas partes superior e inferior € uma margem de 1,5 ¢m nas laterais. Quais sdo as
dimensdes da pagina de menor drea gue preenche essas condigdes?

H.271 Um fazendeiro tem 80 porcos, pesando 750 kg cada um. Cada porco aumenta de peso
na proporcio de 2,5 kg por dia. Gastam-se Cr$ 2,00 por dia para manter um porco. Se
o preco de venda estd a Cr$ 3,00 por kg e cai Cr$ 0,03 por dia, quantos dias deve o fa-
zendeiro aguardar para que seu lucro seja maximo?

H.272 O custo de producdo de x unidades de uma certa mercadoria é a + bx e o prego de
venda é ¢ - dx por unidade, sendo a, b, ¢, d constantes positivas. Quantas unidades de-
vemn ser produzidas e vendidas para que seja mdaximo o lucro da operacdo?

IV. CONCAVIDADE
178. Definigao

Seja f uma funcdo continua no intervalo 1 = {a, b] e derivdavel no ponto
%y € la, bl. Dizemos que o grafico de f tem concavidade positiva em X, se, e
somente se, existe uma vizinhanca V de x, tal que, para x € V, ospontos do
grafico de f estdo acima da reta tangente a curva no ponto Xg.

Analogamente, se existe uma vizinhanca V de X, tal que, para x€ V, os
pontos do grafico de f estdo abaixo da reta tangente a curva no ponto Xxq, dize-
mos que o grafico de f tem concavidade negativa.
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Nos gréficos seguintes, a figura 1 mostra o gréfico de uma funcdo que tem
concavidade positiva em xo, enquanto a figura 2 ilustra uma concavidade ne-
gativa em Xp.

O "t ©

e — — —

'
O ———
<

=¥

[=)
x

Um critério para determinar se um grafico tem concavidade positiva ou ne-
gativa em x, é dado pelo seguinte teorema.

179. Teorema

Se f ¢é uma funcéo derivavel até segunda ordem no intervalo | = [a, b], x4 &
internoa [a, b] e f’{xy) # 0, entdo:

a) quando f"{xqy) >0, ograficode f tem concavidade positiva em xg;

b) quandoc f'(xq) <0, o grafico de f tem concavidade negativa em xg.

Apenas mostraremos geometricamente que o teorema é valido.

vl

Se f'{xo) >0, entdo f' écrescente
nas vizinhancas de xy, portanto, as tan-

gentes ao grafico tém inclinacdo crescente .
e isto so possivel sendo positiva a conca-
vidade.

X‘r

Xo
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Analogamente, se f'{xy) < 0, en-
tio f' & decrescente nas vizinhancas de
Xg, isto é, as retas tangentes a curva tém
inclinagdo decrescente, portanto, a conca-
vidade é negativa.

180. Exemplos

x4+

1% Como é a concavidade do grafico da funcdo f(x} = cos x, para

x € {0,27]?

Temos f(x) = -senx e f'(x} = —cos x.

Notando que:

f'ix) < 0 = ~cosx < 0+<= 0« x <

s
2 2

' {x) > 0 <= -cosx >0 @%( X <_32_7r

Concluimos que nos intervalos
T 3n
050 e 15

"3 7 ., 2m] acurvatem conca-

. . . n 3n
vidade negativa e no intervalo ]5

S
a concavidade é positiva. Confira com o
grafico ao lado.

Y

b

N /]

0 3m  omox
2 2

29) Como é a concavidade da curva y = x* - 4x3?

y = x* - ax® =y’ = 4x3 - 12x?2 ==y = 12x% - 24x

Notando que y"' =12« x - {x-2), temos:

x<0 ou x>2 ==y”">0 == concavidade positiva.
0<x<2 ==y"<0 = concavidade negativa,

Confira com o grafico do item 171.
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V. PONTO DE INFLEXAO
181. Definigdo

Seja f uma funcdo continua no intervalo | = [a, b] e derivével no ponto
xo € Ja, b[. Dizemos que Pq({x,, fixe)) & um pornito de inflexdo do grafico de f se,
e somente se, existe uma vizinhanca V de x, tal que nos pontos do grafico f para
X €V e x<xg aconcavidade tem sempre o mesmo sinal, que é contrério ao sinal
da concavidade nos pontos do grafico para x > x.

Em outros termos, Py ¢ ponto de inflexdo quando P, & ponto em que a con-

cavidade ‘‘troca de sinal’’. Eis alguns exemplos:

\1l flx}

\ [}
fix) f{x)

\io(xo, fixo }}
I~ . \
X0 x \;

Retomando os exemplos do item 180, vemos que os pontos de inflexdo de

Poixg. fixg)}

p P ixg, fixg))

x ¥

|
l
xo

. . . 7 3
f{x) = cos x no intervalo [0,27] sdo os pontos de abscissas 5 © i Ospontos de
inflexdo da curva y = x* - 4x* s3o os de abscissas 0 e 2.
Os seguintes teoremas permitem localizar os pontos de inflexdo no grafico

de uma fungao.

182, Teorema

Seja f & uma fungdo com derivadas até terceira ordem em | = [a, b]. Seja
xo € Ja, b[. Se f'ixo) =0 e f"(xq) # 0, entdo x, & abscissa de um ponto de in-
flexdo.

Demonstragdo

Supenhamos, por exemplo, f“(xg) = 0 e f"'{xg) > 0. De acordo com o
teorema do item 173, %, é ponto de minimo local da fungdo . Assim sendo, exis-
te uma vizinhanga V de x; tal que:

(XEV e x<x) == t"[xe)} < 0

XEV & x>x5) == (%) >0
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isto é, em x, afuncdo f" “troca desinal”, ou ainda, em Pgy(xg, fixg}) aconcavi-
dade do gréfico de f troca desinal, portanto, x, ¢ abscissa de um ponto de infle-
xdo.

183. Teorema

Se f é uma funcdo derivavel até seqgunda ordem em | =|a, b|, x4 € la, b| e
Xg ¢ abscissa de ponto de inflexdo do gréfico de f, entdo f'{xy} = O.
Demonstracdo

Suponhamos  f"(x,} # 0; por exemplo, admitamos f”"(xy} > 0. Temos:

R f’ - f
F(xo) = lim ) = flxol (g
X>Xg X - Xg
5 i . e f’ _ f,
“entdo existe uma vizinhangca V de x, tal que (—):"M> 0, ¥x EV,
X
X F£ Xq.

Assim, em V, a funcdo f' é crescente, portanto, em V o grafico de f tem
concavidade sempre positiva, isto é, em Pgyixg, fixg)) aconcavidade nfo troca de
sinal e Py deixa de serponto de inflex3o.

184. Observacoes

Este Gltimo teorema mostra que uma condicdo necessdria para Xo ser a abs-
cissa de um ponto de inflexdo do grafico de f éanular f”. Entretanto, nem todas
as raizes de f”(x) = 0 sdo abscissas de pontos de inflexdo. Se uma raiz xy de
f{x) = 0 ndo anular "', o teorema do item 182 garante que x, & abscissa de
ponto de inflexdo. Se, parem, f'(xy) =f""{xy) =0, nada podemos concluir, usando
a teoria dada.

185. Exemplo

Determinar os pontos de inflexdo do grafico da fungdo f:IR - IR tal que
fix) = x* - 2x? - 12x* +12x - 5.

Temos:

f(x) = 4x> - 6x* - 24x + 12

f{x) = 12x* - 12x - 24

As raizes da equacda f"(x) =0, isto é, 12x® - 12x -24 = 0 sdo 2 e -1.

186 -H

Notando que f''(x) = 24x - 12, vemos que:
t(2) - 48 -12=36+0 e f"(-1)=-24-12=-36#0

portanto, 2 e -1 sdo abscissas de pontos de inflexio e esses pontos sdo:
P =12 1(2)) = (2, -29) e Q = (-1, f{-1)) = (-1, -26)

EXERCICIOS

Nos exercicios H.273 a H.277 determinar onde o grafico da funcdo dada tem concavi-
dade positiva, onde a concavidade € negativa e obter os pontos de inflexdo, caso existam,

H.273 f(x) = x3 + 9x

H.274 1(x) = 2 -1
5

H.275 f(x) = Vx -2

2%

H.276 f(x) =W3—

{xz, para x <1

H.277 1(x) x3 - 4x2 + Ix - 3, para x =1

H.278 Determinar os intervalos em que x deve estar para que o grafico da funcdo fix) =
= sen x - cos x tenha concavidade positiva.

H.279 Determinar as abscissas dos pontos do grafica da funcdo fix) = x5 - x? nos quais a
concavidade ¢ negativa.

H.280 Quais sdo os pontos de inflexdo no grafico da fungio f(x) = (x2 - 1)(x2 - 4)?
Nos exercicios H.281 a H.283, supondo que f & continua em algum intervalo aberto

que contém c, faga uma parte do grifico de f numa vizinhanga de ¢ de modo que fi-
quem satisfeitas as condi¢Ses dadas.

H.281 Para x >c, f{x) <0 e f'(x) >0 e
para x <¢, flx} >0 e f"(x) >0

H.282Para x > ¢, f'ix) >0 e f"(x) >0 e
para x <c, fix} >0 e t"{x) <0

H.283 t'(c) = f'{c) =0 e f'(x) >0 para x <{c ou x >c.

H.284 Esbogar o grédfico de uma fungdo f tal que, para todo x real, tenhamos f(x) >0,
f'{x) <0 e f"{x) >0.
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H.285 Esbocar o grifico de uma fungdo f para a qual fix}, f'{x) e f"{x) existem e sio
positivas, ¥x € IR.

H.286 Se f{x) = ag + a;x + agx? + a3x3, determinar ag,ay,a; € az de modo que f tenha
um extremo relativo em (0, 3) e um ponto de inflexdo em (1, -1).

H.287 Se f{x) = ag + a;x + azx2 +azx3 + agx?4, calcular ag,ay,ap, a3 e a; de modo que o
grafico de f passe pela origem, seja simétrico em relacdo ao eixo y e tenha um ponto
de inflexdo em (1, -1).

VI. VARIACAO DAS FUNCOES

186. Um dos objetivos da teoria deste capitulo é possibilitar um estudo da variacio
de uma funcdo f. Para caracterizar como varia uma funcdo f procuramos determi-
nar:

al o dominio,

b} a paridade,

¢) os pontos de descontinuidade;

d) as intersececdes do grafico com os eixos x e v,

e} o comportamento no infinito;

f) o crescimento ou decréscimo;

g} os extremantes;

h) os pontos de inflexdo e a concavidade;

i} o grafico.

187. Exemplos

19)  Estudar a variacéo da funcdo fix) = x> + x® - Bx.
a) Seu dominio é IR.
b) A funcdo ndo é par nem impar pois:

fl-x) = (-x)3 +(-x)? - 5(-x) = -x3 + x? +5x

ndo é idénticaa f(x) nem a ~f{x).
c) A fungdo polinomial f é continua em R.
d) Fazendo x =0 temos f{0}=0.

Fazendo f(x) =0 temos x> + x? -56x =0, istoé, x=0 ou x -

! *\/"ﬁ_.
x= 2

2

ou

o . . -1 -V 21
As interseccdes com os eixos s3o os pontos (0, 0); { 7L 0) e

-1+

( 2

., 0).
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~1-v 21

e} lim  fix) = lim
X>+ 0O
lim f(x) = lim
X> - oo

f) fix) = 3x2 + 2x - 5 = 3(x - 1)(x +%)

entio:

gl f{x) =0 == x

f{x) = 6x +2 =

entdo f tem um minimo em
h) f’{x) = 6x + 2, entio:

x<—1~=f"(x)<0

3

x>-—%=>f”(x)>0

. . 1
Como o sinal da concavidade muda em x = - —

1
inflexdo em -3

i) grafico de f:

X9 - 00

X

X3 = +oo
X*+ 00

-0

(1) =8 >0
fri- =)

g um maximo em

== f'{x) € 0 == f decrescente

== f'{x) 2 0 == f crescente

== concavidade negativa

== concavidade positiva

Wl

‘
w|=

, o grafico tem um ponto de
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- x -1
29) Estudar a variacdo da funcado f{x) ol
. 5
a} Seu dominio ¢ D(f) = R - 7
b) A fungdo n3o é par nem impar pois:
f{-x) :5;—%5— nao é identica a f(x) nem a -f(x).
c) Como gi{x) =x -1 e hix}=2x -5 sdocontinuas, f(x) =% é
continua em todos os pontos do seu dominio. Notemos que fim _f(x) = - oo e
x->%
lim  fix} = +oo.
x> 3F
: 0-1 1
d) Fazendo x = 0, temos f(0) = 2.0-85 5"
Fazendo f{x) = 0, temos x -1 =0, istoé, x=1.
2x - 5
As intersec¢bes com os eixos sdo os pontos (0, %) e (1, 0}.
1
X - ! T x 1
e) lim fix) = lim = =lim ———=—= e
x>+ 00 x>+ o0 2X = xr+o0 5 D 2
X
lim  fix) =;— (analogamente)
X~ 00
1.{2x-5)-(x-1})-2 -3 5
x) = = 0, ¥x #
f) {x) Zx —B)2 (2x - B)2 <0, ¥ 3
5
entdo f é decrescente em todo intervalo que ndo contenha 7
g) f é derivdvel em seu dom(nio e ' nunca se anula, entdo f ndo tem
extremantes.
" 12
) = 5, )
entao:
X < g* = 2x-5 < 0 = {"”{x) < 0= concavidade negativa
x > g = 2x - 5 > 0 = f’"(x} > 0= concavidade positiva

. . . 5 -
Como o sinal da concavidade muda no ponto de abscissa 5 {em que f ndo

¢ definida}, concluimos que o grafico de f ndo tem ponto de inflex3o.
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it graticode f:

k‘f(x)

EXERCICIOS
Nos exercicios H.288 a H.297 determinar o dominio, a paridade, os pontos de descon-
tinuidade, as interseccles do gréfico com os eixos, o comportamento no infinito, o cres-
cimento ou decrescimento, 0s extremantes, a concavidade, os pantos de inflexdo e ogra-
fico de 1.

H.288 f(x) = 2x3 -6x

H.289 f(x) = 4x3 - x2 - 24x - 1

H.290 f(x) = 3x% + 4x3 + 6x2 - 4

H.291 f(x) = (x - 1)2{x +2}3

H.202 #(x) = 3x*3 - 2x

H.293 flx) = x/3 + 2. x%/3

H.294 f(x) = 1 + (x-2)"/3

H.295 fix}) = xV 1-x

H.206 fix) = X7
x-3
9x

H.297 flx) = x o
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CAPITULO IX

NOCOES DE
CALCULO INTEGRAL

. INTRODUGAO — AREA

188. Historicamente, foi da necessidade de calcular areas de figuras planas cujos
contornos ndo sdo segmentos de reta que brotou a nogao de integral.

A

Por exemplo, consideremos o pro-
blema de calcutar a drea A da regido
sob o gréfico da funcdo f:[a, b] = IR,
onde f{x) > 0 (ver figura).

fix)

Admitindo conhecida uma nogdo in-

tuitiva de area de uma figura plana, e ain- @
da, que a area de um retingulo de base b -
e altura h é b . h, vamos descrever um a b X
processo para determinar a drea  A.

Se f(x) fosse constante e igual a k Y
em [a, b], a érea procurada seria a area
de um retangulo e teriamos:

A=k-{b-a)
Nado sendo f(x) constante, dividi- @

mos o intervalo [a, b] em sub-intervalos
suficientemente pequenos para que neles

f{x) possa ser considerada constante com >
uma boa aproximacao.

192 -H

Em cada sub-intervalo podemos cal-
cular, aproximadamente, a drea sob o gra- A
fico, calculando a drea do pequeno retan- 7‘7‘
gulo gue fica determinado quando supo- g
mos f(x) constante; a drea procurada
sera, aproximadamente, a soma das areas
destes retangulos.

all b X

Vamos descrever mais precisamente o procedimento acima relatado. A divisio
de [a, b] em sub-intervalos ¢ feita intercalando-se pontos X, X3, ..., X,_; entre
aeb como segue:

a=xy <X <% < oo < Xjgy <x <o <x _, <x, =b

Os n sub-intervalos em que [a, b] fica dividide tém comprimentos
Ajx = xj-%;4,i=1,2, .., n. Escolhemos % € x4, x;] esupomos f(x) constan-

te e igual a f(x;) em [xiy, x;], i =1 2 .. n Graficamente, temos:
vt
/|
<ill}
£ix.) | _,/T/T‘I | |
s g
T
x| |
| ]! L N
xp=a Xy X2 XX X,y b=xg X

A area A ¢ aproximadamente a soma das areas dos retangulos, e escrevemos:
A = fix)Arx + flX)Ax + ..+ FIX)Ax + ... + F(Xn)AnX

ou seja:

n
A = Z %) Aix
i=1
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A soma que aparece no 29 membro das igualdades anteriores se aproxima EXERCICIOS ‘
mais e mais da drea procurada 4 medida em que dividimos mais e mais [a, b], ndo

\ . . 0 < x <50
deixando nenhum sub-intervalo grande demais. SX S

2
H.298 Faca uma estimativa da drea A sob o grdfico de f{x) = 250 - %

dividindo o intervalo [0, 50] em sub-intervalos de comprimento 10.

Soiugdo
189. De um modo geral, se f é uma fungdo continua definida em [a, b], o nime- y
n _ . . . 250
ro do quat as somas Z f(x;)A;x se aproximam arbitrariamente 3 medida em que
i=1
todos os A;x se tornam simultaneamente pequenos é chamado integral de f em A
b
[a, b] e é representado por fix)dx.  Assim, podemos dizer que, sendo A;x
a
pequeno, i =1, 2, ... n, temos a igualdade aproximada: 50  x

Facamos xg = 0, x; = 10, x3 = 20, x3 = 30, x4 = 40, x5 = 50 e escolhamos, por exem-

b n plo,.§|=5,§2=15,i3=25,i4=35 e is=45.
f(x)dx = z f(ii)AiX . Graficamente, temos:
a i=
i=1 v |
[ ——

I\\
TS
.
| |

No caso da area A que estavamos calculando, podemos escrever:

b
A=f f(x)dx
a

ls 10 lis ko s
xo=0 i 31 % X2 X3 X3
190. Em muitas outras situagdes ndo diretamente ligadas ao célculo de areas, so-
mos levados através de um raciocinio semelhante ao exposto acima, a considerar . . .
uma funcdo f definida em [a, b], subdividir [a, b], formar somas do tipo A drea A terd o valor aproximado:
n A = Fx)A x + flxg Agx + F(R3)Agx + H(Rq)Agx + FlXs)Agx
Z f(x;)A;x e determinar o nimero de gue tais somas se aproximam a medida em Efetuando os cilculos, resulta:
i=1 A = 8375
que o5 Ajx diminuem, ou seja, somos levados a um processo de integracdo. Estabe- 1
lecer a nogdo de integral desta forma geral é o que pretendemaos a partir do préximo O valor correto, conforme veremos, ¢ 8 333, sendo o erro cametido da ordem de
item. 0,5%, apesar do nimerc de subdivisGes ser t3o pequeno.
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- 200 ..
H.299 Obtenha uma estimativa da drea sob o grafico da funcio fix) = x€[10,50] divi-

dindo o intervalo em 4 sub-intervalos de comprimento 10. (O valor correto das dreas
procurada é 321,9).

ll. A INTEGRAL DEFINIDA

Vamos agora estabelecer de um modo geral a nog&o de integral de uma funcio
f definida em um intervalo [a, b].

191. PARTICAO

, . (0
Uma particdo de [a, b} & um conjunto @° = {xg, X1, %3, .., Xits Xis oo Xp ]
com x € [a, b, i=1,2 ..n e

a=Xo <X <X <o <KXy <X <o Xy =b

192. Norma

" . . .
Chamamos norma da particio ¢° o nimero 4, maximo do conjunto
{A; x, Agx, ..., Ajx, .., Apx) onde Ajx = Xj~Xj4, i=1,2, ..n

193. Soma de Riemann

Sendo X; escolhido arbitrariamente no intervalo (x4, %] i=1,2 .. n,
asoma f(X)A;x + f(x;)A,x + .. + fH(X)Ax + ... + f(xn)Anx

n
ou seja, Z f(xj)Aix se chama soma de Riemann de f em |a, b] relativaa par-

i=1
ticdo & e 4 escolha feita dos Xx;. .

194. Fungdo Integravel
Sob certas condi¢es bem gerais, que estabeleceremos a seguir, as somas de

Riemann se aproximam arbitrariamente de um namero fixo |, quando a norma
da particdo J° se torna cada vez menor, independentemente das escolhas dos X;.
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Quando isto ocorre, dizemos que a funcdo 7 & integravel em [a,b] el éa integral
de f em [a, b].

Precisamente, dizemos que f & integrivel em [a, b] se existe um namero
real | satisfazendo a sequinte condicdo:

Dado € > 0, existe &> 0 tal que toda particdo OJ@ com norma 4 < §

n
temos |z fx;)4ix - Il < ¢, qualquer que seja a escolha dos X; em [x;,, x;].
i=1

195. Integral

Sendo f integravel em [a, b], o namero | & chamado integral/ de f em
b

[a. b] (ou integral definida de f em la, b]) e & representado por j fix)dx ; resul-
a

ta que, dado € > 0, existe & > 0 tal que

b
U< == |% fix; A x —j fix)dx| < ¢
a

Vamos, agora, estabelecer uma condicdo geral de integrabilidade.

196. Teorema 1

Se f & continua em |a, b], entio § & integravel em [a, b].

A demonstracdo deste teorema ests além dos objetivos destas nocdes iniciais
e deixaremos de apresenta-la. Ela pode ser encontrada, por exemplo, no livro
Célculo e Algebra Linear, Kaplan — Lewis — Vol. 1, Cap. 4.26, Livros Técnicos e
Cient. Edit.

EXERCICIOS

H.300 Calcule, pela defini¢do, a integral de f(x) = 5x + 7 em [1, 5],
Solugio
5
Devemos calcular (5x + 7)dx. Como a fungdo fix) = B5x + 7 & continua em
1
[1, 5], sabemos pelo Teorema 1 que a integral existe. Dividindo [1, 5] em n sub-inter-

L ) 4
valos iguais de comprimento o temos:
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4 4
X0=1,X1=1+;‘,X2=1+2':,._.,Xi_1:1+(i-'”%,

a4
'F]'-, vy X = 53

Xp=1+i-

Escolhendo, por exemplo, em cada sub-intervalo, Xj como sendo o ponto medio, resulta:

l+i(i—1)+1+ii
n

- Xig +toX; 4 . 2
Xj = I12 Lo 2 11+7I-";—
Segue que f(ii):5§i+7=12+—2;qi—%,
-~ 2
Hx)Ax = (12 +—Oi - 1—O-)i ou seja,
n n n
_ 48 40 80 .
f(Xi)AiX:7—F5 +FI
Logo,
= 2\ 48 40 80 48 40 80 &
Zf(Xi)AiXZZ(T-'n—Z+n—2|)=H' " ~n'n2+:2—~2i—'
=1 i=1 i=1
n
= 48 _-4£+8—2 i
n n
=1
- neln+1)
Como Zi =~2n—, resulta que

i=1

n

Zf(ii)Aix ~ag 20,80 nlav ) e 40, 4oLt
4 n o n n n
t=1

4 . 4
Como Apx=Syx=..=Ax=..-4x-= — - @norma i serd igual a - logo,
quando M se aproxima de zero, temos:

1} n cresce arbitrariamente

4
2) 70 se aproxima de zero

3) n+1

se aproxima de 1

n
4) Z f{xj)4jx se aproxima arbitrariamente do nimero 48 - 0 + 40.1
i=1

ou seja,

n
pEo== ) (XA = 88

=1
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Temos, entdo:

{5x + 7idx = B8
S !

De fato, calculando a drea sob o gréfico
de f{x) =6x+ 7 entre x=1 e x=5,

Temos:
1 5
+32
A-(12132, 4 _gs
2
5
H.301 Calcule, pela definicdo, conforme o exercicic H.300, {6x + 7}dx, escolhendo em
1
cada sub-intervalo [xi-l, xi] um ponto X tal que
al Xj = xjq
bl Xj = xj
6
H.302 Calcule, pela definigdo, conforme o exercicic H.300, x2dx.
3

n
Dado: Zi2 =n-(n+1()5-(2n+1)

i=1
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. X . ’
'l 0 CALCULO DA INTEGRAL (Evitamos escrever A(x} = S f(x}dx para poder destacar que a varidvel x

a
197. Vamos agora procurar um processo para calcular a integral de f em [a, b] € um dos extremos do intervalo de integragdo).
sem termos que recorrer & definigéo. Com as hipéteses jé admitidas anteriormente, vamos mostrar que a derivada
da fungdo A(x) é a funcio f{x).

. , . Y 198. Teorema 2
Consideremos f continua e ndo ne-
b X
gativa em [a, b]. O numerofEl fx}dx Se Alx) < g Hodt, entio A’ = fix)
a
representa a drea A sob o grafico de f(x)
no intervalo [a, b].  Demonstracdo
Seja x E[a, bl e h>0 com x+ h € [a, b
b
A= g f(x)dx @
: Sendo f continua em [a, b], ela ‘
- o serd em [x, x + h], e portanto admite v
a b x

um ponto de méaximo X\ €um ponto de

minimo x_ em [x, x + h].

Observacdo: Naturalmente, a letra que representa a varidvel independente

ode ser escolhida arbitrariamen val : B .
P a arbitrariamente, e vale que Raciocinando geometricamente, em

b b b termos de area, na figura ao lado, segue f("M)’__“___7
A= fix)dx = f(t)dt = flujdu = ... ete. que flx Jp——- —

. ] ) . )

f{xe) * h < Alx +h) - Alx) < fixp) + h

Logo, .
+ - Alx a X b X
v‘r f(xm) < ML(_)_ < ﬂXM) x+ h
Vamos chamar de A(x) a funcdo
que a cada x associa a drea sob o grifico
de f no intervalo [a, x] (ver figura). Quando h tende a zero, f{xy,) e fixm) se aproximam simultaneamente de
. Alx +h) - Alx) . . s 4
Segue que Ala) = 0, A(b) = Flsd f(x) enquanto que o guociente —  ‘Seaproxima da derivada a direita
° de Af(x), isto é:
= . f(x}dx, e de um modo geral. I | ) < A") < fix)
x Alx) Resulta que A’(x*) = f(x):
Alx) = S f(t)dt - Analogamente, sendo h < 0, considerando o intervalo [x +h, x], temos:
a a x b x f{xm) + {-h) < Alx) - Alx +h) < fixy) - (~h)
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f(xM)—w—— ————— /

f(xm) - 7

2 x+ h xl bl x
Segue que
Alx) - +
flxm) < BELZADER) )
Alx +h) -
flx) < AEERLZ AN )

€ como no caso anterior, quando h tende a zero, resulta que a derivada a esquerda
de A(x) éigual a f{x):

Hx) < A'{x7) < flx), isto §, A'(x7) = f(x)
Isto mostra que A’(x) = f(x) em {a, b].
dA *
Utilizando a notacdc A’(x) =dx © lembrando que A(x) =I f(t)dt, temos
a

o resultado

d X
ax ¢ }' fr)dt) = f{x)

a

bastante sugestivo, j4 que estabelece uma relacdo essencial entre dois conceitos que
nasceram de forma independente: o de derivada e o de integral.
b

Para calcular s f{x}dx, podemos procurar uma fun¢io como A(x}, tal
a

. b
que Ala) =0 e A’(x) = f(x), e teremos: A{h) = s F(x)dx.
a
Este procedimento pode ser simplificado se atentarmos para o seguinte teore-
ma.
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199. Teorema 3
Se F{x) ¢é uma fungdo qualquer que satisfaz a condicac F'(x)= f(x} em
[a, bl f continua em [a, b], entio F{x) = A(x] +c onde ¢ éuma constante e

4

Alx} = g ft)dt.

Demonstracdo

De fato, mostramos que A’(x) = f(x) e sabemos por hipotese que F'(x) =
= f(x); segue que a derivada de funcdo F{x) - A(x) é nulaem [a,ble entdo
F{x) -~ Alx) & constante, ou seja, Fix) - Alx} = c.

Sendo, entdo, F(x) tal que F’{x) = f{x), temos:

{F(b) = Alb) + ¢

Fla} = Ala) +¢c=0+c=¢

Logo, Fi{b) = A(b) + F{a) e entdo A(b) = F(b) - F(a)

b
200. Resumindo, o procedimento para determinar S f{x)dx, onde f é uma
a

funcdo continua em [a, b] deve ser o seguinte:
al procuramos uma funcdo Fi(x) tal que F'(x} = f{x)
b
b) vale que g f(x)dx = F(b) - F(a)
a
Observacdo: na justificativa do procedimento acima, utilizamos como hipotese
o fato de f ser ndo negativa em [a, b}; caso fix) < 0 uma pequena alteragdo
nos argumentos levaria & mesma canclusdo, de modo que a Unica exigéncia efetiva
para f ¢é a continuidade em [a, b].

201. Uma funcdo F satisfazendo a condicio F(x) = f(x) é chamada primitiva de
f ou ainda, integral indefinida de f. Se F & uma primitiva de f, entdo F(x) + c,
onde ¢ ¢é uma constante, também &. De um modo geral, representamos uma primi-

tiva genérica de f por | fix}dx. Assim, por exemplo, se f{x) = x2, sdo primitivas

. 33 x3
de f as funcoes 3 3 + 5, ou, de um modo geral,—3 + ¢, e escrevemos:
3

J.xzdx =% t+c

203-H




EXERCICIOS

Outros exemplos: ‘
H.303 Determine primitivas para as fungdes:

6
§ X
1. /xsdx:‘+c = v I
S 6 a) fix) = Vx d) fix) = 152
n+i ! 1
. X - = 2 .
2. [x"dx = 7 toin#Fa bl fix) = 3 ol f(")=xx21
. : c) fix) = xS
3. [1dx = Jdx = x + ¢
4. fcosx dx = senx + ¢
Y. Solugéo
5. JSEn x dx = -cos x + ¢ Lembrando das regras de derivacio j& estabelecidas, temos:
6. fexdx =" + ¢ etc 3
. : _ 1/, X7 2 3h
a) f{x} = x'*; Fix) = 35 3%
) X2
b} f(x) = x™%; F(x) = 5 3
-2/5+1 5
e _ = x-2/5. _x - 2,38
202. Como conseqiéncia de propriedades conhecidas para as derivadas, temos ain- o fxd =S Fix) <4 3"
‘da: 5
1
d) fix) = TR Fix) = arctgx
e) fix) = 1 - Fix) = x +-—
Jitxy + gbaiax = ftadx + [gixiax @ x
Em cada caso, F{x) + ¢ onde ¢ é constante, também é uma primitiva de f(x). Pode-
k constante 2
f(k - f{x))dx = k - ff(x)dx {(k #0) riamos escrever, genericamente: jx”zdx :?)(3/2 + ¢, etc.
H.304 Determine primitivas para as fungdes indicadas:
_ a) flx) = x3 -2x +7
Seguem mais alguns exemplos que Hustram a aplicacio das propriedades b} flx} = senx + 3cosx
acima. ch f{x} = x5 +3
1 f( 34 3 g x*? x7 3
- X7 +cosx)dx = fx dx + Jcosxdx=T+senx+c d) flx)=—3~ * 5
y : ¢ _x2r 1
2. ’5x3dx =5 ’x3dx = 5-% +c &) flx) = 7
. x2 H.305 Determine as integrais indefinidas indicadas:
3. +7 = =t +
_'(3)( ydx 3 5 7x c . al f(xa - 4x? - 2% + 1)dx d) J.;% dx
4. |(3senx + 4cosx)dx = -3 cosx + 4senx + c bl fsec2xdx ) j'(x3+1)d
y x? x? ¢} E(i)dx ) @
5. .’(x2~5x+3)dx=—§—-5—2—+3x+c x2
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H.306 Calcule:

5
a) J‘Vx dx c) ja x2 dx
3 1
b} _[\/x dx d} f ,_X,dx
e) 5_1 d
X
Ix
/2
H.307 Calcule j cos x dx.
0
Soluc¢do

Uma primitivade f(x})=cosx & Fix)= J cos x dx = sen x. Segue que

T

7
j cos x dx = sen g— sen 0 = 1

o

Também costumamos indicar os calculos como segue:

n kil

7 3 [
2cosxdx:senx 2=sen?~sen0=1
0 [i}

H.308 Calcule as integrais definidas:

1 n
a) x dx d) ¥ cosx dx
0 0

H.309 Calcule:
~1 1
a) 7 dx d) J' (-x2 )dx
v-1 ¢
r1 1
b) x2 dx e} I 2x% dx
Jog -1
1l
c) x7 dx
/-1
206-H

H.310 Calcule:

d) (x5 - 1}x dx

1
el l(\/¥+ 73 lax

L
H.311 Calcule a drea sob o grafico de f(x) = x2 -Gx+9, 1 <x < 4.
Solugido
A drea A serd igual a f{x)dx (ver figura). Logo,
v
3 2
= 2 _ _x_ - _x_
| Fix) = f(x 5x + O)dx = 3 5 5 + 9x
9 4 l e entdo
4
I g (x2 - Bx + 9)dx = F{4) - F(1) =
l | 1
l | .52 41 21
[ T3 86 2
oA
] | -
I o
1 4 X
H.312 Calcule a drea sob o gréfico de f entre x =a e x = b
a) fix) =4 - x2 e [a, b] = [-2, 2]
b) flx) = x2 + 7 e [a, b] = [0, 3]
cl f(x) = 3 +sen x € [a, b] = [0, %]
d) = vx +1 e {a, b] = [0, 4]
e flx) = e [a bl =0, 1]
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4
H.313 Calcule (-x? + Bx - 9)dx @ interprete o resultado obtido.
1
Solugic
3 2
Temos: Fix) = J.(—x2 + 5x - 9)dx = - ’; + 5; - 9x
a4

{-x2 + Bx - 9)dx = F{4} - F(1)
1

=(_%2) - (_ﬂ) =—._.6i= 21

6 6 T T2

Ondmero -21/2 & o simétrico da medida da 4rea indicada na figura abaixo:

*y

{Lembramos que a medida de uma area € um
ndmero sempre ndo negativo).
De um modo geral, se  f(x}) <0 em [a, b],

resulta gue
9 | \

£(x) >0 em [a, b] e f(—f(x))dx = - ff(x)dx. Logo, se f(x) <0 em
b

[a, b], f(x}dx = -A onde A & a drea da regido situada entre 0 eixo x e o grifico
a

de f no intervalo [a, b].

21

H.314 Calcule sen x dx e interprete o resultado.

Solugdo

Temos: fsen x dx = - cos x
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2 A
J sen'x dx = (—cos 27 - (~cos 0} = Y
0
=~1+1=0
Como sen x>0 em [0, 1!'] e sen x 0
em |7 27, Al
T x M
sen x dx = Ay {ver figura) ) s
°
Az
2T
sen x dx = — Ag (ver figura)
m
.
Como por simetria, sabemos que v
A; = Ay, segue que
T
J senx dx = A; +{-A3) =0
[ Ay
De um modo geral, se f(x) 22 0 em c .
[a, c],e fix} <0 em [c, b], entio, a by X
b Ay
[ flx)dx = Ay - Ay lver figura)
a

H.315 Justifique geometricamente, através de uma figura, as afirmacgdes:
a

a) se f & uma funcdo impar, J fix)dx = 0
-a

a a
b) se f é uma fungdo par, f fix)dx = 2 f fix)dx
-a o

= . _ _
H.316 Calcular as dreas da regifo compreendida entre as curvas y = x2 e y=-x2 +4x,
Solugdo

Nos pontos de intersecgdo das curvas temos:



"2=“"2+4"=’2X2—4x=0=>
= x =0 ou X = 2

A drea A pode ser calculada assim

2 2
A = f (-x2 + 4x)dx - xZdx
° 0

ou, equivalentemente:

2
= f [t-x2 + ax) - (x2)] dx
0

2
Temos, entdo: A = f (=2x2 + 4x)dx
0

€ segue que F(x) = f(-?xz +4x)dx =

2x3 4x2
3 Y3
8

e A=F(2) - F(0) = (-6 . g _o_8
0) (3+3) =3

H.317 Calcute 3 4rea da regifo limitada pelas curvas:

a)V= e Yy = x2
bl y =x2-.1 , Y=1-x2
hy=x2 ey ig
‘-‘”V= e Y =V x
el y=~senx ¢ Y= x2 - omx

dF
H.318 Calcule e sendo  F(x) igual a

X
a) J’ (5t + 2)dt
1

X

b} Vi oa
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IV. ALGUMAS TECNICAS DE INTEGRACAO

203. Até agora determinamos ff(x)dx utilizando as regras de derivacdo e algumas
propriedades das derivadas. Entretanto, o cdiculo de uma primitiva pode ndo ser
uma tarefa simples ou imediata. Vejamos alguns exemplos:

1. f2x cos x?dx = sen x* + ¢

2. fo x> -1 dx=§\/(x3——1F+C

3. fX‘COSX dx = x senx + cosx + ¢

4, fx-e" dx = xe* - X + ¢

Nestes casos, algumas técnicas sdo requeridas, a fim de determinarmos a in-
tegral indefinida. Nestas nocdes iniciais sobre integral, examinaremos duas: a inte-
gragdo por substituicdo e a integracdo por partes.

204. Integrag3o por substituicio

Consideremos o célculo de uma primitiva de f(x) = 2x - cos x*. Fazendo

a substituicio %% = u(x), teremos u (x} = 2%, e entdo flx) = u'(x) - cos ulx).
Lembrando da regra da cadeia, do calculo das derivadas, resulta que uma primiti-
vade u'(x) - cosulx) & senu{x), ou seja, que
fu'(x) cos u{x)dx = senu{x) + ¢
De um modo geral, se f(x) pode ser escrita na forma g{u) - u’, onde
u = ulx), entdo uma primitiva de f(x) serd obtida tomando-se uma primitiva de
glu) e substituindo u por u(x}, ou seja: :

Jixdx = falu) - uixidx = Glu(x))+ ¢
onde Gfiu) ¢ tal que G'(u) = glu).

205. No caso de f3x2 v x3d -1 dx, temos:

ulx) = x3 -1, u{x) = 3x?

U3/2

foz- x> -1 dx = f\/umu'dx=——+c
_ 32
3 _ 132
G +c=—2—\/(x3—‘|)3 +c

3/2 3
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EXERCICIOS

. H.319 Determine as primitivas indicadas:

a) f7 - sen 7x dx d} J-(x + 1117 dx

b} fcos 3x dx e} fesenx = cos x dx
c} fexz - x dx

Solugdo

[l

a) Fazendo wu(x) = 7x, temos u’{x) = 7 e segue que

7 sen 7x dx = u' *senu dx = cosu + ¢ = —€os 7x +¢

b) Fazendo uf{x} = 3x, temos u'(x) = 3 e segue que

’ fcos3x dx =%— fS * ¢cos 3x dx =% fu‘ » cosu dx =%senu +c =
_ ser133x te

¢} Fazendo ulx) = x2, temos u’(x) = 2x e segue que:

(x2)_ | _ 1 elx® _1 u e Y U _ 1 (x%)
fe x dx—2 f 2xdx—?fe udx-2e +c—3e +c
d} Fazendo wu(x} = x + 1, temos u'{x) =1 e segue que
18 (x + 1)'8
17dx = 17 .y ST L LI
f(x+1) dx = fu udx—18 + ¢ = 18 c
e) Fazendo wulx) = sen x, segue gue
fesenxcosxdx= feu-u‘dx=e”+c=esenx+c

H.320 Calcule as integrais indefinidas indicadas:
a) f(3x+7)15'3dx d} f3- 3x + 7 dx

b) fex -3 dx o f .
(x+1)2
c) f5-cos5xdx

H.321 Calcule:
3
al [+ x3ax & JVEx-1 dx
b} fx * cos 3xZdx el fﬁxl_n?- dx

c f(5x - 1)13dx

H.322 Calcule:
a} feaxdx d) fcos(3x + 1)dx
b} f(sen x)5 cos x dx e) f(3 - 2x)4dx
c) fsen 5x dx

212-H

206. Integragio por partes

Sabemos que para a derivada de um produto u(x} - v(x) vale a igualdade:
(ulx) = v(x))' = u'(x) « vix) + v'{x) + ulx).

Assim, segue que uma primitiva de (ulx) - v(x))’ é igual a soma de uma pri-
mitiva de u’{x)v(x) com uma primitiva de v'(x) - u{x} (a menos de uma cons-
tante), ou seja:

f(U(X) < vix))dx = fv(x) . u(x)dx + fu(x) « v{x)dx

Mas uma primitiva de  (u{x) « vix))’ é u(x} « v(x); logo:

ulx) - vix) = fv(x) - u'{x)dx + fu(x) » vi{x}dx

Isto significa que

Jvixi - u'ixjdx = ulx) - vix) - Jutx) - vixdx

e gue, uma primitiva de v(x) - u’(x) pode ser obtida através de uma primitiva

de wulx) « v'(x}, caso isto seja conveniente.

207. Por exemplo, procuremos uma primitiva de X - e*. Fazendo vix) =x e
u'{x) = &%, temos:
fx ce¥dx = Jvix) - u'(xidx
Como u'(x) = & = ulx) = ¢*

vix) = x == v'(x) = 1

fv(x) o uwix)dx = ulx) - vix) - fu(x) + vi{x}dx
segue que
fx . e¥dx = x - % - _fe"dx

X

=x . -e" +¢

208. Um outro exemplo: procuremos fx + Cos X dx.
Fazendo v(x) = x e u'(x) =cosx, segue que:

fx scosxX dx = fv(x) - u'{x)dx.
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Como u'(x) = cos x === u(x) = sen x
vix) = x == v'(x) = 1,
fv(x) « u'(x)dx = ulx) - v(x) - fu(x) < v'{x)dx
segue que:

_}x - cosx dx = X « senx - fsenx dx = x » senx + cosx + ¢

EXERCICI0S

H.323 Calcule:
a) fx-senx dx d) f(—3x+1) * cos 5x dx
b) f(3x +7) « cos x dx e) f(zx - 3) - el " Fyx
c) f(2x - 1)« e¥dx

V. UMA APLICACAO GEOMETRICA: CALCULO DE VOLUMES

209. Consideremos o sdlido de revolugdo
gerado a partir da rotagdo do grafico de
f em torno do eixo dos X, sendo /
fix) > 0 em [a bl (ver figura). i/‘“ /

\
!
Vamos descrever um modo de cal- 0 ‘@” l\ b /,
cular o seu volume V. T"“\\\ /

Se f fosse constante e igual a ¢
em [a, bl, o sélido gerado seria um
cilindro e teria volume V igual a

nct « (b-a) AN Y

214-H

Nao sendo f constante, vamos di-
vidir [a, b] em pequenos sub-intervalos Ar
e em cada um deles, aproximando f{x) Y
por uma fungdo constante, vamos calcular
o volume da fatia do sélido gerado como
se fosse o de uma fatia cilfndrica: o) -

|

Assim, o volume V sera, aproxima-
damente, a soma dos volumes das fatias
cilindricas consideradas, ou seja:

n .
v gz - {f{x;)]* - Ax
i=1

onde X € [xi,1, xi] e Ajx = xj - x;,

Lembrando da definicdo de integral, resulta:

b . b
V= J 7« [f{x)Pdx = 7 f [{x}]? dx

a a

210. No caso de um cone circular de raio da base r e altura h, Podemos 16
r:

f(x) :%x VA

h

Logo: V =17 f (L x)2dx =
e h

fix) /

h2
° 0 ~— | h o

2 3 2 13 S \ /
= e e — =T—— = ™~ \

hZ 3 23 ~ |/

0 A

_nrz-h
h 3

2154



211. No caso de uma esfera de raio r, podemos ter:

)

, | RESPOSTAS
\(x)

| A |

= j\j < ::PITULOI i v

fix) =V -x? bl

<
[
E
[ S—
3 -
-
[ 5}
T}
x
[ 5]
[ 5]
a
%
[
2
\‘N.
.,
=
»
t
b4
»
o
x
)
N
S

3 r
2, X 2 2 3 4 3
=7+ (r*x -— = o—=r" -7 {-—r =T,
| ) | . 3 { ) 3
H.2
<) Y al ¥
19
EXERCICIOS "
H.324 Determine o volume do tronco de cone gerado pela rotagio do segmento de reta AB, rv
em torno do eixo dos x, sendo A=(1,1) e B =(2 3). di b) Y
. = :
H.325 Calcule o volume do sdlido obtido pela rotagdo do gréfico de fix) = x2, x € [1, 3] .
em torno do eixo dos x.
SR | x
N v
H.326 A curva y =1T' x €[1, 4}, ao ser girada em torno do eixo dos x determina um sélido L\ ! _
de volume V. Calcule V. ! ' x
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2 H.63 a) -1 b} 1 ¢} ndo existe
a gl = x? e f(x) = tgx H38 a) 2a b o d)nﬂ
c) v el glx) = 2% e fix) = cosx H64 a) -3 b) 3 ¢} ndo existe
o .
fl glx) = senx e fix} - 3 o nall f .M men
x HE5 a) 1 by ¢ ¢} ndo existe
H8 flx) = x + 3, glx} =2° & hix) = cosx di O e) 1 f) ndo existe
1 1 1 2 1 i) ndo existe
Y M9 a1 = {le,a), 0, bl i, 0} H40 al b o5 ar -1 s
¢ hlix) = 1;7" - HE66 a=-10
N2
d) i“(x)=V3x+2 e 4 HE7 a =1
eb j7lx) = -
e 1\/: . . . H68 a- -4
f) p-lix} =— L L L
B i, I optixy = Ha1 a) 2 b} T c) ry d) -8
APITULO LIl
H.10 x quando x < 1 ) 3 c TuL
f-{x) ={2x-1 quando 1 < x < 2 ¢ H.70 a) +oo b) -9° c}l -o0
x+7 quando x > 2 ) d)} +oo gl -o0 f} -oo
S a3z o Y2 o 1 oy 4 2
HAT g~ 061y (x) = 5 4 q 3 H72 a) -o0 b) +oo c} +oo
8 d) -o0 e} +oo f} -oo
5 ) -o0 h} +eo i} -oo
H12 f~1{x) = 102% H.44 a) 1 b} -4 jg) et
x
HA3 f1{x) = 2+ arcsenx
HA6 al + b2 a -+ HT6 al +oo b} +eo ol oo
3 2 6 d) -oo g) -oo f) 4oo
v
8) -
CAPITULO I
HAT a) + b -2 a2 H.77 a} +oo
0.01 3 8 3 b} -oo se n for par e +oo se n for impar
H1§ 0 <6 < ‘3 c} +o0 se ¢ >0 e - se ¢<0
: H.48 a)% v} = ) -3 d) -0 se ¢>0 e yo0 se ¢ <O
H.16 0 <& < 0,0005 H8 a) +oo bl +oo
1 3 4 3 )
H.17 0 <6 <001 H.50 a) 3 bl 5 c) 3 d) > 2 .
H80 a} - b} — c) +oo
1B 0<Ix-21<cd o 0<§ 20000 5 3
: 3 e <73 1 n Va d -0 @0 0
H3 H.51 a) 3a b) — < — d)
Y g n m na 1 9
H.28 a) 2 gl — gt — h) 8 i1
L 3 8
b) 4 \F ne
5 e) —- . 3
1 o) 8 h} 5 io72 k) £

\ : ib 2

- d) -12 W2 H52 a) 1 bl & c) ndo existe HB2 a) 1 bl -1 < 2
\/ e 0 d) 2 e) +oo =
f 1 HS53 al 5 b} 5 c) 5 fl o gl i h) 0.~
8
, H54 a) 1 b) -1t ¢} nao existe H.84 al % b} +oo ¢ 0
H30 a) 2 b) 4 c) & d) 3 HES a) 1 b} -3 c} nédo existe
( } d -~ a0 -t
H4  gof = (1,1}, (2, 3), {3, B) 7 7 2
o -7 ok 9 3 h 3 HE6 al 2 b} 2 o 2 2
HE  (gofiix] = x3+ 1 g 0 hi 2
o) (x) = (et 117 i -g‘ H57 a1 b 1 ¢ 1 2
tFof) (x) = x® o
igog) (x} = x+2 Ha2 & H59 a) 1 b) -1 ¢} ndo existe H.85 a) 2 b} 1 c) 2
1 1
H6 thogof) (x) = 20x+2? H33 -3 86 o) o bl © o5
{fogoh) (x) = 22% + 2 4 2 1 H60 a) -1 b 1 ¢} ndo existe
M35 a) - T w5 ) 1 o) 5 CAPITULO IV
H7 2 g = Ixl e fix) = x2+1 H61 al -3 b} 3 ¢) ndo existe
b} gix) = senx g fix) = x2+4 1 1 7 3 a
1 1 1. , = b 2 )
U L 3T a5 g 98 ¥ g H6Z ot 7 bl -7 ol ndo existe H8C a) 3 9y
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a 2 a
d]T e 5 f) Y
) o B a2
g d ) i
LT
04
b} secla c) seca-tga
5
e 0 11 g)'-z"'

4} 721— m} V2 n}%’
1 1
p) 0 ql -7 r) -
t) 1
2
H93 a) O b} 1 c) 3
—
H94 a) 9 b) 2 c) e?
H.98 a} +oeo b) 0 el 0
e) +eo f} 0
H.96 a) 210 b) 36 c) e2
HY7 a) 81 b) 4 c) 1
el el f) e-l2
Ho8 a) I0932 b} -2 c) 2
H99 a} +oo b) -oo ¢} +oo
e) - f) +eo
H100a) 4 B ta 37 ) logw
H.101a) -1 b} 0 c) G4
H.103a) &3 bl e cl e
3
e) eT ) e? [:1} eab
1 1 1
H.104 a) "y b} ? c) e
H.106 a) 7 bl e ¢) o
e) et
H.107a) e bl e ! c) e2
2
H.108a) 2 b) 3n2 &) 5
el e fl e g 2°-n2
H.109 a} 1 bl dog c) 2
H110¢72
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d) e?

d) +oo

d) 10-!

dl 3

d 3

d} -eo

d) Iog%
d) eb

h) —

@ |-

d)e_5

dl e

2803
58n2

AT

CAPITULO V

H.112 a3} descontinua
bl descontinua
¢l continua
d} descontinua

H.113 a) descontinua
b) continua
¢} continua
d) descontinua

H.114 a) continua
b} centfnua
c} descontinua
d} descontinua

H.115 a) descontinua
b) descontinua
¢} descontinua

H.116a) a - -1 d)a:\/_?.
1 e)a_l_?
b)azfi =3
-47
¢l a= —
4

H.117a=r§+ 2kl kEZ

"CAPITULO VI

H.118 3
H1184
H.1203

H.1Z11

H.122 Nio existe

H.123 - v2

2

1
H.1245

.
H,1253\3[4——

HABN 4

H.127 Z€ro

HAI30. . 0T e)v=-J-X+‘I
bl y - -1 4
oy ny Y22
dl ¥y = -x +2 3 3

H.132-%m/s

H.134 53 m/s?

H.135#(x) = 0
g'{x) = 6x%
h'{x} = 15xi4

H.136 f'(x) = enx-!
g'ix} = sec?x
h'{x} = sec x « tg x

H.138y - elx - g2

H.1402) 32 m/s
b) 108 m/s?
c) t=3s
d) t =25

CAPITULO VIl

H.142a) 1'(x} - 88 x10
b} f'ix) = -5 x2
c) #{x) = 6x +1
d} f'{x} = 4x3 + 10x
el f{x) = 3x% + 2x +1
) #{x) = 2nx30-1 + 20 x™!
H.184a) £{x) = 15x% + 4x7 + 9x? + 8x + 1
b) f'ix) = 9x8 + Tx6 + $2x5 + 4x3 + 3x2
c) f{x) = B{2Zx + 3){x2 + 3x + 2)4
d) '{x} = 104 - (2x + 3)¥
e) Flx) = (3 + 3x?) - e*
) flx) = {1+ x) o e - senx
gl '(x} = 2a2% « x3 {2 +na)
h) f1ix) ~ 3+ e3X
i} Tiix) = 2x+1} « @
j} fix) = -5 « cos¥x + senx
k} f'ix) = senbx + cos3x {7 +cosx - 3 « sen?x)
Q) fix) =a - cosx - b« gen x

x2¢x+|

H.145 (0} = 4

H.146y = -3840 « x + (3840w - 1024)

H147v = -a+ e’ + (cost + sen 1)
a-2a-sentee’

-8

H.149 3} #ix} = -14 + x
b} fix} = -15 « x¢

. 2x + 1
c’”")"(x2+x+”z

) = -2
R M TY:
} Pix = 5x + 3
R e )

, x2 - 4x -7
R

, 2x +senx + x? < cos x - x2 +sen x
gl {x} = <

e

h) Fix} = o Xfsenx +eosx) + cosx

x2 « X

H.150 a) f'{x) = - cossec?x
b} f{x) = sec x - 1gx
¢} F'[x) = —cossec x * cotgx
d) fix) = 2« tgx - secdx
e} F{x) = sec x + {1gx - sec x)
f) f{x} = 2x +tgx + (x2 4+ 1) + sec?x

sec?x ¢+ (senx + cosx) - tax

- {cos x - sen x)

ix) =
o e (sen x + cos x)2
2 . 2%

g% x

h Fix) = - {tg x - seelx)

H151y = (%- Nix + 20

T 128 1
Fle—) = = —— = ——
H.AB2 f'{ ) = e’”‘+ 4
Co2x
H.1563a) y' = Ty
bl 1

1 1
c) {0, 0), (l,-z—), (-1,5)

H.165a) F'(x) = 4 « cos 4x

B) Flixt = - Tx *sen x z+ cos 7x
x
c} F'{x} = ab + cos bx
d) Fiix} = ={6x + 1) « sen(3x? + x + 5)
e} F'ix) = ¢* « cose®
fl Fix) =1+ 12 + sec24x
g} Fix) = a%"* . cosx - Cna
h) F'(x} = -3 + cossec?(3x ~ 1}
ib Fx) = (2x + B) « & T L fng
jb Fix) = -sen x + sec?{cos x)
W} F'{x) = 6 « tg?2x - sec22x
2) Fix) = 2 - "% . cos2x

Iy 2
H.156f(2)—0

HA57 -1} = 3 + &%
-2 2 P
H58y = 2 2‘-‘ .,+392 e
H.189 Sim: a] = cosx = ap
ay = cosi{x +%) = a3
ay = cosix + ) = ag
B nf
ap, = eosix +T) = agst
HiB1a) Pl = S+ 1
x x
bl #ix) = x"n-Cnx + 1)
ol lx) —a+ fnx + 210
x
sen x

d) F'{x) = cos x = Rnx + =2
x
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cos x + x - fn x -senx
x = cos? x
Zax tb
ax? + bx + ¢
gl -f'{x) = cotgx

e f'{x) =

fl Fix) =

h) fix) = x+f@nx - ¥%na
s 4
H.162a} {x} =TT

.
b} f{x} = 3
e} f{x) =%Vx7

dl f'ix) = - ==+ x

¥ =
{x) 2V

1 1 2
f) fixh = + TR b —
b red 2\/; IV 2 x3
a
) Fix} =
g * 24/ ax+b
Zax+b
h Fix) =
* 3vax? +bx+c
, b
iV Fix) =
44/ ax + bx32
b f fa-ch+[bx2 +20a +c)x +b)
! x _2\/(ax’+bx +clcx? + bx +a)3
4ab
Kl fiix} = = 35— ——
3/ {ax + bi{ax - b)$
+
0 #ix) =—"'3_'8x+
3V 1+ x + x2
6x2 + 3
m} f'(x)=3—‘
3¢/ (x2 +1)2
2
o) Fix) = 15x2 +8x +3

24/3x+2

5
) w8
S e O Sy Sy oy

x-3
2{x - 1)3/2
sen\/:
24/ x
fix) = —SEnX
2V cos x

1
fixh = —
tx} 1 -x2

p) t'ix} =

q) f'ix)

B

s

1

R 200 +x) - fna

3
H.163 a) f'{x) = FQ_E
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b) f{x) = e
X V1~ x6

1

cb fix} = T

1
d)f(x)=2x+\/1-—x2

1 1

RV Vg

. x
f) #(x) = arctgx +1—:—,—5

V1 -x2 carcsenx - 3x
3\6/ x*{1 - x2)3{arc sen x)?2
n ik [ B
x} = ~ -
V1-x2 - arceos x
1
iy fix) = i———

- 201 + x2) Varc g x

. 2x? 3
i} fix) = arcsen x2 +—7=—— _ 3x2e%
1 - x4

gl f(x)

1-2x
k) fix) =
X 24/ xe?x - x2

arc sen x + arc cos x

) )=
1-x2 sarcsenx * arc cos X
11 9
1G4y = 7 x -3
H.165 (3, 2/2)
H '|67l
) 9
2
H.170a) '(x) = (sen x)(x ), [2x = Bnsen x + x2 - corg x|

b P = kP X2[3 - Rnx + 1]
¢} fix} = x(e") ce™ . [fnx +%]
d) fix) = (€59 L [3 + sec?3x + x + tg 3x]

H.171a) f'ix) = 4x3 + 10x
{x) = 12x2 + 10
'{x) = 24x
¢¥ix) = 24

a0 ¥ezs
b} ({n)(xl " e ™ ¥ Ew”
c) f(")(x) - e %n EN"
d 1™ < 17, e, ¥a Ene

e} f(")(x)\= cos{x + L:), YneEIN"

H.172 a) vl = -aw senlwt + @l
b) vi0} = -ac seny
) alt) = -at coslat + Yo
d) al1] = -aw?2eos (o + )

H173A =6 e k=2

CAPITULO VIl
H.1756 Sim.
H.178 Ndo, ndo existe f'(2}

H.177 Ndo, ndo existe 10}

H.178 f(x} = x2, no intervalo ’—1, 4], tem derivada nula

para x = 0 e, no entanto, f(-1) = 1 5 fi4) = 16;

1
glx) =TT’

1 =
para x =0, f{-2} = {2} =+ e, no entanto, g nao é con-

3
tinua na intervalo.

H179¢ =2
T
H.180c=2_\/
3
H.'I3'|c=4 3
3
H183cf1—
) T2
8
H.184c=ﬁ

Hi86c = 1 + V5

H.188 f ndc ¢ continua em |
H.189f ndo é continua em |
H.190 f ndo é derivivel em x =1 €|

H192f :x <<-2 ou x 27
I ki

gi g * 2kn<x<T+2k1r, KEZ
h:—%[+ 20m < x < %+2kﬂ, kEZ

i-1<xg0 ou x2=1

HI1941:x -2 ou 0L x<1
gix £0
h :ndo existe x
i: ndo existe x

H.195 crescente para x <1 ou x 2§
decrescente para 1 & x 5

H,196 crescente para x = -1
decrescente para x

H197crescente para x < -2 ou -1 <x K1 ou x =2
decrescente para -2 < x -1 ou 1 K x 2

H.198 crescente para x << -1 ou x =1
decrescente para -1 < x <1 e x%#0

H,199 crescente para -3 < x < -

decrescente  para

H.200 decrescente para todo x € IR

no intervalo [—2, 2], tem derivada nula H-201% crescente para x < 2

decrescente para x > 2

H.202 crescente para x =0
decrescente para x <0

H.203 crescante para - sx K1

1
2
decrescente para X < - 7 ou x =1

H.204 crescente para todo x © IR,

H.205 crescente em IR,
decrescente em IR-

H.206 crescente para - L + kTS x5 %+ kT, kEZ

12
decrescente para ?—g+ KT < x 11—1211 + kT, k €2

H.207 crescente para T + 2k7T < x < 20 + 2k
decrescente para 2k <\ x K @ + 2kT

H.210 \ ol

RN o
T 135
45° ~
g//ﬁ TR \\l
T Ll X
5 . -
H.214 x = - = & ponto de maximo

2

H.215 x = 2 4 ponto de minimo

x =3 é ponto de minimo e
H.216

x = -3 é ponto de madximo
H.217 x = 2 ¢ ponto de inflex3o

x =6 & ponto de méximo e

X = % & ponto de minimo

H.218

H219 x = —% é ponto de miximo
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. kT ) _ conc. posit. para x > 0 H.283
H220 | x == (k €7) & ponto de mdximo e H2sh . AR ., .2RV2 H.273 | conc. negat. para x <0 o
2k + 117 ) ) 3 3 ponto de inflexdo: (0, O)
x = ———— {k € Z) & ponto de minimo
. 3r . .
X = T& kT {k € Z) é ponto de mdximo H.274 conc. negat. para x < -1 ou 0 <x <1
H.221 o H.2488cm ponto de inflexdo: {0, 0)

x

= T+ kT (k € 2) ¢ ponto de minimo
H24%9a 4kmde B e 6Ekmde C

|
!

conc. posit. para x < 2

H.222 x = et e ponto de minimo

H247r=R+/2 e h-4R {conc. posit, para x >1 ou -1 < x <0
p

H250%, - "1!+L4 e 8, - Tr4+L4 3 H.275 conc. negavt‘ par~a x > 2 ¢ x
H.223x = 0 ¢é ponto de minimo ponto de inflexao: (2, 0) H.284
. A i fix)
H226x - -1 ¢ ponto de miximo e H251 5 =5 conc. pasit. pars -VE <x <0 ou x>VE
x=1 é ponto de minimo conc. negat. para x < - \,/E ou 0 <x <\/G_
L H.252 4 V' 3A H.276 —
H.226 f(2) = -5 & valor minimo pontos de inflexdo: {0, 0}, (\/E, ——530 )

H227HV2) = 292 + 8Y-2 ¢ valor minimo H2836 - arccos - Y32 ;33‘ E, /50)
© T

' B} \
) = 2 é valor mgximo ¢ H.254 x = 1 é ponto de minimo

-
H.228 4 H conc. posit. para x <1 ou x >4—
=1} = -7 € valor minimo 3

H.255 { : = -1 é ponto de minimo e

4
=1 ¢ ponto de maximo H.277 J conc. negat. para 1 < x <..é. H.285

£{0) = 0 é valor minimo e fix)

H.229 {f(-Zl = 4e~2 ¢ valor minimo

H286 | * 0 €ponto de minimo e pontos de inflexdo: {1, 1) e (& 12,
. x = -2 é ponto de midximo - 327
H.230 ndo tem extremos
H.257 x = 0 & ponto d fnim Sn an
H.2Z31 (1) = 0 & valor minimo x poato de minimo H2787 + 2m <x <=+ 2k, kEZ

H258x =0 ¢ to d V0
H.232 -v3, 6 \/5) ¢ ponto mdximo e x pontoe ge mimmo 1270 3 /
W3 ,-6+/31 ¢ ponto minimo H.259 ndo tem extremante X x < oo x #0

15 x
H.233 (= , =) ¢ ponto mdximo 2 1 ixi _ ‘/3_ 19 /\/E 18
2'3 H.260 (e?, 4’] é ponto Maximo H.280 8 ‘38 e K 5 ' 736

H286ap = 3, 2; = 0,8 =~ 6ea3 =2

H.234 (\3/_2' —37—_)9 ponto minimo H261x =1 é ponto de maximo absoluto e H.281
4 x = =2 ¢ ponto de minimo absoluto - fix) H287ay = a; = a3 = 0, a = __G_’ 24 :1?
1 . = -1 & ponto de méximo absoluto e
H236 We , —— } ¢ ponto méximo x po
2e pe H.Zﬁzx =2 & ponto de minimo absoluto H.288

&

H236a = _% e b= 5> H-mx = n? ponto de m|:ni.m0 absoluto e '
x=1 é ponto de mdximo absoluto 1
H.2371 = 35 H.265 (1, 2) — |
L
H.238 x = 2 & ponto de minimo absoluto 4R 4\/2 R ' ¢[: x
x = B & ponto de maximo absoluto H.267 h =3 e r- 3
H.239x = 6§ ¢ ponto de minimo absoluto H268h 4R e r=RV?2
ndo existe mdximo absoluto . H.289
\3/_ \3/_ H.282
8v 3 6V
H269 —— , y6v ., —/— f
H.z41an=1;(32—”+zkn-fz) e 5-0 3 2 x fba)
H.270 18 24
b)t:1—(2krr-Q) e s=2a em € em 1
k I 13
a H.2717 dias L 12 2
H243x =y =—
x=ve3g / . N %
c-b T 9
H.244 5 R H272= 3 [

~—~
[ Y I —
»®
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TESTES

LIMITES

THA

TH.2

TH.3

228 -

{ITA-69) Sejam IR o conjunto dos nimeros reais e C um subconjunto de IR. Defi-
nimos supremo de C como sendo o numero L satisfazendo as seguintes condigSes:

1) L>2x xEC

22) LU<L ==3x€c! x>L

Seja C o conjunto dos numeros naturais menores do que 11. Assinale a afirmagéo
verdadeira, relativa ao conjunto C:

al L=9 d) L =12
b} L =10 e} ndo existe L.
c) L=11

(tTA-70) Seja B um subconjunto do conjunto dos nimeros reais IR. Dizemos que um
nimero b é um ponto de acumulagdo do conjunto B, se para qualguer nimero real
positivo k, arbitrariamente dado, existir um elemento ¢ de B tal que 0 < Ib -cl <k.
Nestas condi¢gSes b = 10 & ponto de acumulacdo do conjunto dos

a) naturais menores do que 10

b} naturais menores ou iguais a 10

¢} racionais maiores do que 1 e menores ou iguais a 9
d) racionais maiores do que 1 e menores do que 10
e} nenhuma das afirma¢8es anteriores é vélida

2 _
(GV-71] O fimite, lim %
x»2 X2
a) ndo existe d) é2
b} é 4 e) & +oo
c) é zero
H

2 _
TH.4 (PUC-71) O fimite: lim .- 4x*4
. x»2 X-2

a) ndo existe d) vale O
b) ndo € nenhum nGmero real e) vale 4
c) vale 2

TH.5 (CESCEA-74) O valor do limite tim 2
x»2 X~ 2

a) 0 b) 12 c} 16 d) 8 e) ndo sei.

TH6 (PUC-70) O lim 20— X2 =2x
X3 x2 -3x +2 :

a) 0 b) 1 c) 2 d 4 e) 6

TH7 (PUC-73) fim 205X *3
x> X -3x2 +2
5 4 2 1 7
a) > 2 £ - e
3 b} 3 c) 5 d) 3 e) 3
4 _ .4
TH.8 (PUC-71) O limite: lim =— =2 Lape:
x>a X -2@

a) a3 b) 2a3 ¢} 3a3 d) 423 ) 5ad

TH.8 (PUC-70) O limite lim {7;5—\/7 vale:

X7

A5V b0 o7 &) VT e 1

V1+x -1
TH.A0 (PUC-71) lim 5 —— 6 igual a:
x>0 Vs 1T+x -1
a1 2 3 2 3
a} 3 b) 5 c) 5 d) 3 9)7
3
V2x+6 -2
TH.11{PUC-74} lim ——— 4 igual a:
x>1 x -1
A x a1 a2 1
a) 2 b) 5 c) 3 d} 7 e)?

TH.12(CESCEA-72) Assinale a afirmagdo falsa:

. 3x2 +

a) lim 222X _ 4 by gim 30X
x>0 x x>0 X
. x2 -3x + 5 1

d} L:Too “‘W = -7 e) ndo sei.




) 2
THA3(PUC-78) fim /34 EX*3 i a:
X>00 x2 -5

al -2 b} -1 c) 0 d) 1 e} 2

TH.14 {CESCEA-73) Assinalar, dentre as afirmagdes seguintes, a correta:

al lim (1 +9" 4 b) lim e =
>+ 0o n ns+oo M+ 1
n2 +4n +5 . +1
¢ lim ———nr5 d) tim (-1 o
oo M3 +2n2 +5 0 n>+00

THAS(PUC-72) tim (Vn+1 - V)
oo '

al 0 b} 1 cl 2 d) 3 e} 4

TH.16 (MACK-75) O tim (Vx2 + x+1 - Vx2 -x+1) &

X>r 00

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e} oo

TH.17 (FUVEST-77) Sabe-se que

.1 - cos2x . sen?x
lim 2 = lim 2 =
x>0 x o X

1 -cosx

Conclui-se que lim

)
X0 x

a} é;— b) 60 ¢} éinfinitoc d) é indeterminado e} ndo existe

TH.18 (FEI-66) O limite de senxm‘ , quando x tende a zero, é igual a:
al 1 b) O c) 7 d) oo e) Nenhuma das anteriores.
TH.9 (PUC-72) tim 39X
x>0 X

al 0 b) 4 ¢l 2 d) 3 el 1

TH.20 (PUC-7Q) Sobre o lim x - sen~)1(—, pode-se afirmar:

x>0
a) ndo existe b) é1 c}l é zero d} é oo e) n.ra.
TH.21 (PUC-74)  lim —3X 7% & jgual a:
X - sen x

x>0

a) 0 b) 2 cl 3 d) 1 e) 4

230-H

TH.22 (FEI-67) Se lim (1 —1;) *» tgax = 3, entdo:

x>0 i
al a=3 b) a = -1 c) a=-3
d) a=-o0 e) nenhuma das respostas anteriores

TH.23 (CICE-68) O tfimite lim (x +®n senx), onde fn = logaritmo neperiano, & igual
x>0t

a.
a) +oo b} -oo cl 1 d) 0 e) m

X
e +senx -1

i +0 , onde #n = logaritmo neperiano, é igual a:

TH.24 (CICE-68) Olimite lim
x>0

a) 2 b) 1 c) 0 d) e e] +oo

x
TH.26 (PUC-71) Sendo e a base dos logaritmos neperianos, o limite  lim -1 vale:
x>0
a) 0 b} oo c) -1 d} 1 ) ;—
ax -1
TH.26 (PUC-73) O lim x , com a>0 e a¥1 ¢igual a:
x>0
a) logge b} logga c) 1 d e e) a
TH.27 (CESCEA-73} Dadas as afirmagGes
1. lim 2% = 400
X>+ 00
2. lim a“=+00 se 0<a<1
K>+ OO
3. 0lim (x2 -x}=0
X>+ 00
entao
a) todas as afirmagbes sdo falsas
b} somente as afirmacdes 1 e 2 sdo falsas
c} somente as afirmagdes 1 e 3 sdo falsas
d) somente as afirmacBes 2 e 3 sdo falsas
e) todas as afirmagdes sdo verdadeiras.
TH.28 (CESCEM-74) 1im [5 + (1 +l)“] vale
n>oo n
a) Se b) es c) 5-e d} 5+e e) 5%
231-H



. 1
TH.29 (PUC-71) Se lim (1 +7)x = e, entdo, para k real e nio nulo, o limite

X> 00
lim (1 +-1kx
X> oo
vale:
al ke bl e ¢ K& dle+k e

TH.30 (CESCEM-73) O valor de lim 2% -—*n

oo n?
a) 0 b) 08 «¢) 2 d) +oo e) inexistente
n

TH.31 (CESCEM-71 A seqiiéncia (:—I); n=01,2, ..

a) é crescente b) é decrescente c} tende para um

d} tende para zero e) ndo tem limite

TH.32 (CESCEM-74} A sequéncia (an)y S

fa+ 1)
_dn+ 1)
n- nl
n
tende para

a) 0 b)% c) 1 d) e e} +oo

TH.33 (PUC-70) Sobre a fungdo

_ 1, se x 3
y—f(x)_{+\/x—3, se x >3

pode-se afirmar:

a) é definida e continua % x € R

b) é definida e continua somente para x >3

c) é definida % x € IR e descontinua somente para x = 3
d} é definida e continua somente para x < 3

e) nenhuma das respostas anteriores

TH.34 (FEI-68) Assinale

a) se todas as proposigdes P, Q, R forem verdadeiras
b} se forem verdadeiras somente P e Q

c) se forem verdadeiras somente P e R

d) se forem verdadeiras somente R e Q

e) se todas forem falsas
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Uma funcdo fi(x) ¢ derivdvel num intervalo (a, b). Entdo:

P: f é continua em cada ponto de (a, b}
Q: Se num ponto x se tem f{x) > Q a fungio é crescente nesse ponto
R: Para dois pontos quaisquer x; e x, de (a, b), tem-se

f’()(l + Xz) = f'(xl) + f'(XZ)

f(x) = x_)(‘;_:TZ) ; g(x) = cotg 2x; hix} = 47 sjo
f q h
a) 2 2km x >0
Ll - .
b) 2, -2 k 7 ndo existem
w ~ .
c) [0 -2,2 | kmt 5 | ndo existem
d) -2 kmw infinito
e) nenhum dos anteriores
DERIVADAS

TH.36 (FEI-68) Indicando por Df a derivada de uma fungdo f, tem-se:

TH.35 (MACK-74} Os pontos de descontinuidade em IR das fungdes f, g e h, dadas por

1 1 1 Du
a) D(L-) = Do b} D{uv} = Du « Dv c) D(U) = R
d) Diuv) =v « Du-u + Dv e) nenhuma das respostas anteriores
TH.37 (PUC-71) A derivada primeira da fungio vy = e é
1 k
, 1 A .k
al v = -3 b) ¥V = - 353 chvi= -
k 1
d} y' = -— e) y'=-
x? K2x
x2 -1 -
TH.38 (PUC-72) Se vy = T (x 7 -1), entdo:
al.y'=x b}y =1 c) vy = 2x d) y =2 e) nenhuma das anteriores.
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TH.39 (FEI-67) Sendo gix} = :_% entdo a derivada g'( ;—) ¢ igual a: TH.48 (MACK-73) Sejam g{x} = sen x; f(x) = cos 2x; h{x) = V 3x - 2x2

1 2 9 m 1 . - . =
—_ = = i "{—) = - ——= (g’ & a fungdo derivada da funcdo g)
al 2 b) 3 c) 3 d} 5 e) nenhuma das respostas anteriores 1} g'( 3 2 g G ¢ao g
. x2 2) 12 = -
TH.40 (PUC-78) A derivada da funco y = <~ 7 Noponto x = 2, é: 4
3) h'(1) = -2
a) 2 b} 3 c) 4 d 0 e) 1
entdo
. ~ 1+2
TH.41 (PUC-74) A derivada da fungdo vy = . : no ponto x =1 é: a) se apenas as afirmativas 1) e 2) sdo verdadeiras
b) se apenas as afirmativas 2) e 3)sdo verdadeiras
a -2 b -3 ¢ d -5 e -4 c) se apenas as afirmativas 1) e 3) sdo verdadeiras
d) se todas as afirmativas sdo verdadeiras
TH.42 (FEI-66) Sendo f(x) = (5 - 2x)8, a derivada f{3) ¢ igual a: e) se nenhuma afirmativa é verdadeira
a) -8 b) 1 cl 8 d} 16 e) nenhuma das respostas anteriores

TH.49 (CICE-68) Sendo e a base dos logaritmos neperianos, a derivada da funcdo
y = o %l no ponto x = O:
a) & igual a 1 b} é igual a -1 c) éigual a £1

d) é igual a *e e) ndo existe

TH.43 (EPUSP:87) Sendo f{x) = 5 +V 9 +x2 , a derivada f'(4) vale:

a) 0 b) 4 c 15 d} 26 e) nenhuma das respostas anteriores

. PUC- A i f do f = . lcul 5 . .
TH.44 (PUC-70} A derivada da fungdo f(x} = tg x, calculada no ponto TH.50 (PUC-71) A derivada da fungio y - eIt:.\gex &
X = Z— vale: al x b) e* ch 1 d) 0 e) 2
a1 b2 c)—‘/i aX2 a0 3x -
2 2 TH.51 (CICE-68) Sendo y = #n cos ), 0 €x < T, aderivada primeira de y em re-

21
lagdo a x no ponto x = — ¢é igual a:
TH.45 (CICE-68) Seja y{x) a funcdo y(x) = ti_x x #0, y(0) = a. Podese afirmar que no v 3

onto x = O: - _3__ - 1_ _n 3_77
L a -3 b} - 2 ¢ -5 di 0 el
a) y{x) é descontinua qualquer que seja a
b) y(x) é continua qualquer que seja a TH.B2 (E.E.LINS-68) Se f(x) = 2%+ fnx, entdo:

c) yix) & con'tl’nua se fora=20 a) (1) =3-e2 b) F(1) = 2+ 62 ) #(1) = 0
d) yi{x) é derivivel se for a = Q ,
e} yix) é continua se for a = 1 d) ¥(1) = e2 e) nenhuma das respostas anteriores
TH.46 (EPUSP-66) A fungio vy = lsen x| TH.53 (E.E.LINS-67) A derivada da fungiio y = arctg vV x &
' 1 1
. L 9
a) ¢ descontinua nos pontos da forma km (k inteiro) a} T3 b) T = X Vx ¢l 2x

b} ndo é derivdvel nos pontos da forma k7

¢) é derivavel em qualquer ponto S B
d} é derivavel mas ndo é continua dl 2vx {1+x)
e) nenhuma das respostas anteriores

e) nenhuma das respostas anteriores

TH.54 (PUC-71) A derivada primeira da fungdo y = arc tg 1 s-e;oxs x
i =sen’ 3 i imei ~Ir- vale: 1
TH.47 (PUC-70) Sendo f{x) =sen”2x entdo sua derivada primeira calculada para x =g vale a) cos x +sen x b) 3 c) sen x - cos X
1
" . " e o d) cos 2x el —
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TH.55 (PUC-71) Se y = senlarc sen x) + coslarc cos x}, a derivada primeira y' serd igual a:
a) x+1 b) x -1 c) 2 d) -2 e) 3

TH.56 (EPUSP-88) Seja y = y(x) uma funcdo derivavel tal que y{1) >0 e x2 + y2 =2,
A derivada de y(x) no ponto x = 1.

a) ndo existe b) é igual a 1 c} é igual a -1

1 .
d) é igual a el e) nenhuma das respostas anteriores

TH.57 (CESCEA-73) Seja f{x) = 3x2 + 4x - 1, x €|R. Entfo, a derivada de f, no ponto
x =1, é

a) 0 b) 10 c) 9 d 6

3
TH.58 (GV-71) A derivada da funcio dada por y =~§3— -1 noponto x =0 vale:

a) -1 bl%— g1 A2 eo

TH.59 (CESCEM-72) O valor numérico do polindmioc derivado de P{x) = 3x% + 12x - 7 para
x =-1 vale:

a) -16 b) -7 c) 0 d) 3 e} 24

TH.60 (MACK-74) A derivada da fungdo f dada por

1 x x2
fix) = 2x 3x2 4
5 6x 2x2
é:
a) 3x2; b} ndo existe; c) ~4x3 - 4; d) 15x4; e) 6x%.

TH.61 (CESCEA-72) Assinale a afirmagdo falsa:

a) a derivada da funcdo fix) = x & fx) = 1

b) fix}] = k, k constante — f'(x} = 0 c) fix) 1 = (1) = lim (l -1)
X x
1 1 x>1
d) Hx) = = (1) = lim > &) ndo sei.
X x>l X - 1

TH.62 (CESCEM-74) Se f'(x) = 6x, podemos afirmar que f(x) vale:
a) 6x2 + 3x + k b} 3x2 + k ¢) 6x!2 +k d} 3x + k e} x6 + k

TH.83 (PUC-71) Seja:

x se 1 g£xg?2
= f(x) = 5*%
Y (x) {-x se x > 2

Pode-se afirmar que a fungio fi(x):
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a} tem o limite -2 no ponto Xg = 2

b) é derivivel no ponto xg = 2

c) é descontinua no ponto Xg = 2

d) ndo é definida no ponto xg = 2

e) assume o valor -2 no ponto xg = 2

TH.64 (EPUSP-68) Considerese a funcdo f definida por f{x) = 2?x + 1, para x =1, e
fix) = x2 -1, para x > 1.
a) f & continua em qualquer ponto.
b) f ndo é definida no ponto x = 1,
c) f ¢ derivdvel em quatquer ponto.
d} a derivada de f tem limite quando x tende a 1.
e} nenhuma das anteriores.

TH.65 (PUC-70) Sobre a derivada da funcdo vy = fix) = |x - 7], pode-se afirmar:

a) flx) = M wvx €R

b) f{x) = 0, W¥x € IR

c) Fix) =1, se x>0

dl fiix) = -1, se x <0

e) nenhuma das respostas anteriores

TH.66 (MACK-73) Seja f a fungio definida por fix) = Ixl © grafico da funcdo ' (f'éa
funcdo derivada da fungdo f} restrita ao conjunto

] (-
- o0 1—1 [1 o0 é
]
\ ' /
Y Yy Yy
a) b) c)
1L, — N b
i | }
-1 I . [ 1 - 1 [ .
I 1 x -1 | -1 1 X
_—1 1 -1 .
h
Y v }
d) el
1 k=
-1 1 -1 | N
i i X i 1 X
4- —{-1
-1

237-H



DERIVADAS — APLICAGCOES

) - 2 v
TH.67 (CICE-68} O valor de 2 parao gqual afungdo y=a*x * e X® tem um maximo no
1 1
é igual a:
ponto  { /5 * \/5) ig

2
a) \/; b) \/; c) /e— d) \/gt e) indeterminado

TH.68 (FUVEST-78) Sendo b e c reais, a fungdo f, definida por
fix) = x4 + bx2 + ¢,

tem um ou dois pontos de minimo {ver figura). Terd dois pontos de minimo se e so-
mente se:

al b2 -4c =0 bl b? -4c >0 cl b <O dl ¢ <0 e) bc <0

1
TH.69 (PUC-71} Uma fungdo real de varidvel real y, cuja derivada primeira é y' = 33 para
todo x # 0, possui a propriedade:
a) y tem valor maximo para X = 1
b) y tem valor minimo para x = 1
c} é sempre crescente

d) é sempre decrescente
e} é crescente se x >0 e decrescente se x < 0

TH.70 {PUC-71) Na fungdo y = x3 - 3x2Z + 4x - 12 as coordenadas do ponto de inflexfo sdo:
a) (1, -10} b) (2, 10) ¢} (-1,200 d) (-1, <10} e} (2, -10)

TH.71 (EPUSP-68) No intervalo -1 < x <1 a fungdo 2x/{x2 + 2)

a) tem ponto de minimo e ponto de mdximo.
b) tem ponto de minimo mas nao de maximo.
¢) tem ponto de mdximo mas ndo de minimo.
d) tem ponto de inflexdo horizontal.

e} nenhuma das anteriores.
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TH.72 (CICE-70) Seja f(x) uma qualquer fungdo estritamente crescente no intervalo {a,b) e
possuindo derivada segunda f"(x) continua em f{a, b). Pode-se afirmar que:
a) a derivada f(x}) de f(x) ¢é positiva em (a, b)
b) f"(x) ¢ positiva em (a, b)
c) Se f'(x) se anula em algum ponto xo de (a, b), entdo f"(xg) = 0O
d) f'(x) & negativa em {a, b)
e) todas as afirmagdes sdo falsas

TH.73 (GV-73) Dentre todos os nimeros x e y tais que 2x + y = 60 existe um par
aeb para o qual o produto xy € o maior possivel. Entdo b - a vale:

al 0 b) 10 c} 50 d} 1% e) 5

TH.74 (COMBITEC-COMBIMED-75) Cada extremidade de uma haste PQ de comprimento 8
é forcada a mover-se em uma guia, como indicado na figura.

"—-x(t) —“‘

Se ao ponto Q se imprime um movimento definido por x(t) = 4 sen 3t, a velocidade de
P em qualquer instante t é:

-2 sen 6t
A —V/— b) 4 cos 3t
V4 -sen?3t
-6 sen 6t

c) 12 cos 3t d) —Fp———
V4 - sen23t
e) 4 V9 - 4cos?3t
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TH.75 (PUC-72) A altura do cilindro circular reto de volume V méximo, que pode ser inscrito
em uma esfera de raio R é:

2R 2R

,a)“\/R? b)% c) \/? d)jﬂ—\/,‘,— e)“\/?—

fix) - f{xg) e

TH.76 (IMACK~74) Sendo f'(xg) = lim f(x) = % [l0gex) =17, ¥ x>0,

X>Xg X - Xq
. eX
podemos concluir que L = iim € igual a:
x>l 1 - X
a) 0; b} -1; ch 1; d) 2; e) -2

TH.77 (CESCEA-73} A equacdo da reta tangente & curva y = xZ no ponto {1, 1) &

al y =2x -1 b) y = x +2 ¢) y =3x -2 d) y = x

TH.78 (PUC-73) A equacdo da tangente d curva y = x2 +1 no ponto da abscissa x =1 é:
bl x+y =0
e) 2x -y =0

al 2x +y =0 c) x-y=0

d) x -2y =0

TH.79 (MACK-73) A equacg3o da reta tangente a curva y = x3, no ponto x = 1 é:
al y =6x -4 bl y = 3x
d y=3x -2 e) y=6x+5

¢l y=3x~-3

TH.80 {(MACK-74) Uma tangente a curva f(x) = x2 é paralelad reta 8x -2y +5 =0, Entioo
ponto de tangéncia é:

al (-2, 4); b} (2,4); ¢) (4,2); d) (-4,2); e) nenhum dos anteriores.

TH.81 (FUVEST) A equagdo da reta que ¢ tangente a curva de equagdo vy = X [x] no pontr

{-1,-1), &
al y = 2x by = 2x - 1 cl y = 2x -3 d) y = -2x e) vy =2x + 1

TH.82 (GV-71) O ponto (x, y} do 19 quadrante no qual a tangente ao gréfico da fungdo dada
por y = x3 - Bx ¢ paralela ao eixo dos x € tal que x2  vale:

al 0 b} 25 cl 4 d) 2 e} nenhuma das alternativas anteriores

TH.83 (MACK-74) Seja a curva de equacdo y = tgx. A tangente a esta curva no ponto de
abscissa x = 7/4 ¢ perpendicular a reta:

al x-2y+3=0 b) 2x -y +3 =0
di x+2y +3 =0 e) x+y =0

c) 2x +2y -3 =0

TH.84 (E.E.LINS-68) O ponto de contacto da tangente a curva y =V x2 - 16 e paralela a
reta 65x +3y -2 =0 é:

a) (5, 3) b} {5, 3) c) (-3, 5}
d} (-3, -5) e) nenhuma das respostas anteriores
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TH.85 (PUC-78) A equacdo da reta tangente a elipse da equacao

X2 yZ 12
"§§'+T_1 no ponto P=(3,—5) é:
129 123 SRR
a) vy s—fﬁ(x-m b)y——5—=ﬁ(x—3) C)V—?=-1—6(X‘3)
12 1 12 9
dl y+—= =-_1{x - 3) - E T 5g X -
5 3 E)V 5 20"‘ 3)

2
TH.86 (CESCEM-73) Dado o trindmio do 29 grau y = x2 + bx +b 4+4 , © seu polindmio de-

rivado tem como grafico uma reta tangente ao grifica do trindmio. Entdo, a ordenada
do ponto de tangéncia.

a) ¢ sempre igual a 2, qualquer que seja o valor de b.

b} & igual a 4 para b = 0.

c) éigual a b para b = 3. ’

d) ndo pode ser determinada, pois a condicio de tangéncia ¢ impossivel, na hipétese.
formulada.

e) éigual a 5 para algum valor de b.

TH.87 (FEI-67) Se a derivada da fungo f(x) & Xt

. entdo f é crescente nos inter-’

valos: )
a) (1,00 e (0,1)
dl {-1,1) e (1, +o0)

b} (-o0 -1} e (-1, 1) c) {-o0 -1) e (1, +cd

e) nenhuma das respostas anteriores
TH.88 {(EPUSP-65) Se a derivada dé um polindmio Pix) apresentar o seguinte gréfico

Y

Ne—
w——

/1
a) P{x) serd crescente de 1 a 2 e decrescente de 2 a 3
b} P(x) terd trés zeros reais e distintos

c} P{x) apresentard um maximo para x = 2

d) P{x) se anulard para x = 1
e} nenhuma das respostas anteriores

TH.88 {CONSART-75) Sabendo que a fungdo derivada f' & estritamente crescente e que
f'(3) = -1, o grifico que pode representar f &
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\\ {A) (B) \ c)
0 3 3 4/ \o f|5/ .
I " 0 |
A A ——— —1\ -
1 (o) i (E)
3 —
0 [ -

0 3 —
TH.90 (PUC-71} A fungdo vy = x3:
a) tem valor maximo para x = 0 d) ndo tem mdximo nem minimo
b} tem valor minimo para x = 0 e) ndo tem tangente no ponto x = 0

¢} tem um extremo em x =0

TH.91 (PUC-71) A funcio y = x3 - 3x tem um ponto de minimo relativo para x igual a:
1
a) 0 b) 1 c) -1 d 3 e) 5
TH.92 [CICE-70} O maior valor de x2 - [xl + 1 nointervalo [-3, 3] &:
a) 2 b) -3 ¢y 0 dl 6 e) 7

TH.93 [CICE-68) Ofs) extremols) relativols) do grafico da fungdo y = Ix2 + 4x| sdo:
al (-2, -4), (0, 0} b) (-4, 0), (-2, -4) cli-2, 4), (-2, -4)
e} (-4, 0}, (-2, 4}, {0, O} d) (-2, -4)

TH.94 (PUC-74) O ponto de mdximo da fungdo
y = 3x5 - 256x3 + 60x - 1 no intervalo [-E—, 3] e

a) xg =0 b) xo = -1 ct xg =2 dl xg =1 e) xg = -2

t

TH.95 (USP-67) A fungdo v = 73
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a) tem méaximo no ponto x = Q.

b) tem minimo no ponto x = O,

c} ndo tem médximo nem minimo.

d) tem mdximo e minimo

e} nenhuma das afirmagdes anteriores é verdadeira.

+1

- x2
TH.96 (PUC-78) A fungio y = -2 (x # + 2) tem um ponto de mdximo para x igual

a:

a) 1 b} 2 ¢} -1 dl 0 e} -2
TH.97 (FFCLUSP-69) Para que a equacdo algébrica

X3 - 4+m)x2 + (4+4m)x -4m =0

admita o valor 2 como raiz dupla, o valor de m deve ser:

al #2 b) 2 ¢l >0 d) <3 e} n.ra.

NOCOES DE INTEGRAL

TH.98 (CESCEA-74) Na figura abaixo, a reta r & tangente ao grafico da fungdo dada por
y = x2, no ponto (2, 4). Determinar a 4rea hachurada da figura sabendo que ela vale
2/3 da tangente do dngulo o

H——— 2,4

A
r

a) 8/3 b) 10/3 c) 4/3 d) 14/3 e) ndo sei,

TH.99 (EPUSP-67) A derivada da fungdo f(x) é1j——x2' Se fi0) =1, entdo (1) ¢
igual a:
1

i
a) 0 b} 2 ¢ Z+ 1 d} nenhuma das respostas anteriores
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TH.100 (CICE-68) Seja yix) uma fungdo cuja primeira derivada vale y' = 15x2 -6x + 2. Sa-
bendo que y{1) =5, yi{x} ¢ igual a:
a) 3xZ + 2x d) 5x3 - 3x2 +x +2
p) 3x3 - 2x + 4 e) 6x3 - 3x2 + 2x
c) 5x3 - 3x2 + 2x + 1
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