Grupos e Aneis Livres e a forma canonica de
Jordan

Leandro Martins Ciolleti



Capitulo 1

Teoria de Grupos

1.1 Grupos

Iniciaremos estudo de um estrutura algébrica de grande uso na atualidade,
Os Grupos, que sao utilizados em Fisica, Computacao e outras areas do
conhecimento.

Considere um conjunto GG qualquer, vamos agora a primeira defini¢ao
destas notas.

Definicao 1.1.1 Lei de Composicao Interna: dado um conjunto G, uma lei
de composicao interna em G, € uma funcao

®: GxG— G
(91,92) — 9192

no caso em que G possui tal fun¢ao denotamos (G, -), apenas para dizer que
G € um congunto com uma lei de composi¢ao interna.

Exemplo: O conjunto dos niimeros naturais com a soma (N, +) é um con-
junto com uma lei de composicao interna, ja (N, exp) nao é um conjunto com
uma lei de composicao interna, pois exp(1) ¢ N. Vejamos a definigao formal
de Grupo.

Definicao 1.1.2 Grupo: € um conjunto com uma lei de composicao interna,
tal que para ¥gi, go, g3 € G temos;

1. associativadade de ®, i.e: (g1 ® g2) © g3 = q1 © (g2 © g3);
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2. existe elemento neutro da operagao ©, i.e, e € G tal que gOe =e®g =
g para todo g € G,

3. para todo elemento g € G, eziste ¢ € G tal que g© g =g ©g=e, e

este elemento é denotado por g~ *.

Exemplos: (Z,+), (Q\{0},.) e o conjunto dos complexos de médulo 1, com
a multiplicacao complexa, sao exemplos de grupos.

1.2 Grupos de Permutacoes

Discutiremos a respeito de um caso muito especial de grupo, os Grupos
de Permutacoes.

Dado um conjunto X, denotaremos por | X| o nimero de elementos de
X. Se X é um conjunto finito e o : X — X uma bije¢cao ou permutagao dos
elementos de X, denotaremos por xo a imagem de x por o. Definimos ainda
o Grupo Simétrico dos Elementos de X por Sym(X) = {o; 0: X — X éuma
bijecao}, se | X| =n = [Sym(X)| = n!, e denotamos S,, = Sym({1,...,n}).

Teorema 1.2.1 Seja supp(c) = {x € X : x # xo} o suporte de o. Se
01,09 € Sym(X) e supp(oy) Nsupp(o2) = @, entdo o109 = 0907.

Demonstracao: se x € supp(oy1) = (v01)oy = xoy e (vo3)o; = xoy, € 0
resultado segue, analogamente para os casos em que x € supp(oz) e & €

X\ (supp(o1) Usupp(oz)).

Uma permutagao o em Sym(X) é um objeto normalmente denotado por

T Ce Tn
10 ... Xp0 )
Definimos como a ordem de o e denotamos por O(o), como sendo o menor

nimero natural n tal que ¢ =id, se n é a ordem de ¢ entao a lista

(.TZ' xT;0 l’i0'2 Cen xm"il)
¢ chamada de um n-ciclo, um 2-ciclo é dito uma transposicao.

Proposicao 1.2.1 Qualquer ciclo de tamanho k é o produto de k — 1 trans-
posigoes.
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Demonstracao: tome (z; ... ) e escreva como (1 x2)(z1 3) ... (1 xk).
N

Teorema 1.2.2 Toda permutacao € o produto de ciclos independentes.

1.3 Grupos Abelianos Livres

Seja A um grupo aditivo abeliano, o qual freqiientemente denotaremos por

(A, +).

Definicao 1.3.1 Grupo Abeliano Livre: seja F um grupo abeliano. Diremos
que F € um grupo abeliano livre se existe X C F tal que para todo grupo
abeliano A e toda aplicagio ¢ : X — A, existe uma unica extensao de ¢ a
um homomorfismo de F em A

Inserir o Digrama

Dado um conjunto X vamos construir um grupo abeliano livre F, que
chamaremos de grupo abeliano livre F com base em X. Considere o conjunto
F =Af; f: X — Z}, vamos munir este conjunto de uma operacao + que
o tornard um grupo abeliano. Se f,g € F. Definimos f + g em cada ponto
x € X por (f+g)(z) = f(z) + g(x). E claro que f+ g € F e que (F,+) é
um grupo abeliano. Agora para cada x € X definimos a fungao

1, sey==x
0x(y) = {0, caso contrario.

Agora tome X = {d,;7 € X}. Observe que X C F. Considere uma aplicacao
¢ : X — A qualquer. Mostraremos agora que ¢ pode ser extendida a um
homomorfismo ¢ definido em todo F tomando valores em A. Com efeito,

considere a aplicacao ¢ : F — A definida por ¢(f) = Z f(z)p(,). Note

que rxeX
V(f+g) = > (fl)+g(x)e(,)

= D f(@)e(d) + > g(@)p(5)

= W)+l

logo ) é um homomorfismo. Para todo 6, € X temos

V() =Y 0.(2)6(8,) = 6(0-)

zeX
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O que mostra que ¢|x = ¢ e que F é um grupo abeliano livre.

Acabamos de aprender como construir um grupo abeliano livre a partir
de um conjunto X qualuger. Quando |X| = k < oo, denotaremos por
Fy o grupo livre obtido pela construcao acima. E interessante notar que
F, = 7ZF. Este fato deve ser demonstrado pelo leitor como exercicio. Quando
| X | = oo normalmente nao temos um modelo concreto deste grupo. Porém
se construimos F a partir do seguinte conjunto

F={f:X—>Z:|{zreX: f(z)#0} <oo}

segue que podemos enxergar cada elemento de F' como uma sequéncia in-
finita. Outro fato sobre grupos abelianos livres e que Fj, 1, = Fj, @ Fy,.

Proposigao 1.3.1 Qualquer subgrupo A C F}, € finitamente gerado.
Demonstracao: demonstraremos por indugao em k;
e se k=1, F; 27, todo subgrupo de Z é ciclico;

e suponhamos verdadeira a proposicao para k — 1, seja A C F} e tome
N ={(0,...,0,n) : n € Fi}, observe ainda que N < F}, daf % >~ F_q,
e as classes laterais de N sao,

f+N:(f17"'7fk‘—1afk)+N:(fla-~‘7fk—170)+N7

agora defina a aplicacao { b= B

. (fla"'?fkflafk)'_)(fla"')fkflao)’
temos que 7(A) < Fy_1, que pela hipétese de indugao é finitamente
gerado, digamos, por {by,...,bs} e temos a; € A tais que 7w(a;) =
b;, i =1,..., s, assim considere a € A e observe que

m(a) = myby + ... + mgbs
e que para o elemento b € A dado por
b=mia; + ...+ mgas € A,

temos que 7(a) = 7(b). Logo segue da defini¢ao de m que a — b € N.
E claro da definicao de N que temos N = Z, e portanto N deve ser
gerado por um elemento. Seja c este gerador. Assim podemos afirmar
que existe m € N tal que a —b = mc, e dai tiramos a seguinte igualdade
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a =myai+...+msas+me. E concluimos por fim que A é finitamente
gerado. [ ]

E interessante observar que todo conjunto nao-vazio de subgrupos
de F}, pelo Lema de Zorn, possui um elemento maximal. No entanto,
podemos demonstrar tal fato sem evocar o Lema de Zorn; pois se A =
{subgrupos de Fy}, temos que se A; € A nao é maximal (onde a rela¢ao
de ordem parcial em A é A; ”é subgrupo de...”), entao existe A; D Ay,
estritamente, se A, nao é maximal, e assim por diante conseguimos
uma cadeia de continéncia estrita

Ay C Ay C Az C ...

Consideremos agora o conjunto U = U A;. Como U C Fj, ele é finita-
i=1
mente gerado. Sejam {aj,...,as}, seu geradores. Claramente cada

a; pertence a algum A;. Pela definicao da cadeia deve existir um
n € N tal que {ay,...,as} C A, Mas isto implica que 4, = A e
logo A, O A,+1 D A,, uma contradigao. [ ]

Definigao 1.3.2 Grupo Livre de Tor¢ao: dizemos que um grupo A €
livre de tor¢ao se na=0 implicar a=0; equivalentemente, a ordem de
todo elemento do grupo € infinita.

Teorema 1.3.1 Se A ¢ finitamente gerado e livre de torcao, entao
A = Fy para algum k.

1.4 Soma Direta

Definigao 1.4.1 Soma direta de grupos: sejam As, ..., A, grupos abelianos,
definimos;

A:AlX...XAn:Al@...@An:{(al,...,an):CLiEAi},

como a soma direta dos grupos Ai, ..., A,.

Podemos tornar o conjunto 4 definido acima, um grupo munindo
A com as operagoes de grupo tomadas componente a componente.
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Seja A um grupo abeliano e By, By < A, tais que {B;, B2} é a
decomposi¢ao direta de A, i.e, A= By + By e By N By = 0 defina,

agora defina o homomorfismo;

11 : A—>B1€BB2

a — (m(a), m(a))’

observe que kerIl = kerm; N kermy = {0}, nos diz que II é injetivo,
vejamos que II é sobrejetivo; qual seria a imagem inversa de (a; +
Bs,as + By)? Para ver isto basta escrever a = a; + ay e verificar
que (a; + By, as + By) = II(a; + as), comprovando realmente que II é
sobrejetivo. Logo podemos dizer que II é um isomorfismo. Utilizando
0 2° Teorema dos isomorfismos constatamos que sao validas também
as seguintes relagoes:

— A B, B,
B =2 =B+ —~_ "2
' B 1+Bl By N By’
= ./4 Bl Bl
By= % =By+ —~__ "1
>7 B, 2+B2 BN By

Definicao 1.4.2 Subgrupos Linearmente Independentes: dado um grupo
AeA, ... A, < A, dizemos que A, ... A, sio linearmente indepen-
dentes se

a+...+a,=0, a; € A,.

Entao a; = 0 para todo i=1,...,n; e neste caso A = A + ...+ A, ¢
{Aq,... A} € decomposi¢io direta de A

Proposicao 1.4.1 Se{A,..., A,} € decomposi¢io direta de um grupo
abeliano A, entio A= A1 & ... A,

Demonstracao:
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Provaremos este resultado fazendo uma inducao em n. Sabemos que a
proposicao é verdadeira para n = 1, suponhamos que a proposicao seja
verdadeira para n—1. Ponha A, = Ay +...+ A, veja que A NA, =0,
poissea e AiNA, =a=a+...+a,= —a+a+...+a, =0
Como a € Ay e {A;,..., A,} é decomposigao direta segue que a = 0,
portanto {A;, AL} é decomposigao direta de A = A = A; & A}, e pela
hipétese de inducao A, = A, @ ... ® A, e o resultado segue.

Proposicao 1.4.2 Sejam Ay, ..., A,, grupos abelianos com B; < A;,
com A= @Ai e B EBB“ B < A, entao
i=1 i=1

A A
5=DF5

Demonstracao:
Seja {A4,...,A,} decomposicao direta de A, B; < A;, B= > B; =
{bl + ...+ bn . bz € BZ}, entao
A 5 A+ B
B B

— A
pelo 2° Teorema dos Homomorfismos, segue

— Ai+BN A;
A="F T ZnE

agora devemos mostrar que A; N B = B;, esta claro que B; C A; N B.
Reciprocamente, tome a € A, NB=a=b;+...+b, = —a+ b +
it by =0=b0+...+(bj—a)+...+b,=0=b—a=0=a € B,.

Observe que Z‘Zi = g ={a+ B: a € A}, pois temos a + B =

(ay + B)+ ...+ (a, + B) com a; € A; e portanto a; + B € A; Que a
decomposicao ¢ direta segue da fato (a; + B) + ...+ (a, + B) = B =
(ay+...4a))+B=B=a€B=a+...+a,=b+...+b, =
Z(bl—az):OﬁaleB [ |



Capitulo 2

Teoria de Anéis

2.1 Anéis

Um Anel é um conjunto A com duas operagoes de composi¢ao
bindria, a saber, uma dita adi¢ao e outra a multiplicacao dos elementos
de A, denotamos (A, +,.). Este conjunto, juntamente com estas duas
operagcoes, possui as seguintes propriedades:

1. (A, +) é um grupo abeliano;

2. as duas operagoes sao associativas; isto é, dados a,b,c € A =
(a+b)+c=a+ (b+c)e (ab)e = a(be);

3. temos a distributividade da multiplicacao a esquerda e a direita;i.e
a,b,c € A= (a+b)c=ac+bc; a(b+ c) = ab+ ac;

4. existe elemento neutro da multiplicacao; i.e, 3 e € A tal que
ae =ea=aVaec A

Nao restringimos a nossa definicao de Anel a anéis comutativos, isto
é ab = ba paratodo a,b € A, porém a grande maioria dos resultados que
vamos extrair desta estrutura terao como hipdtese a comutatividade do
anel em questao. Neste texto sempre que a estrutura comutativa for
esséncial anunciaremos que ela serd usada, a menos que o contexto
deixe claro.

Definigao 2.1.1 Dominio: Dizemos que um anel A é um Dominio se
A € um anel, com a sequinte propriedade. Se a,b € A sao tais que
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ab = 04 entao, oua =04 oub=04. Onde 04 € o elemento neutro da
adicao de A,

No estudo de grupos, vimos o conceito de subgrupo, analogamente na
teoria de anéis temos o conceito de subanel.

Definigao 2.1.2 Subanel: seja A um anel, um conjunto B C A tal
que (B,+,-) € um anel, é dito um subanel de A, onde + e - sao as
operacoes definidas em A

Definigao 2.1.3 Homomorfismo de Anéis: sejam A,B anéis, con-
sidere uma aplicacao f : A — B tal que, para todo ay,as € A tenhamos

flar +az) = f(ar) + f(az) e faraz) = f(a1)f(az),

Uma aplicagao com tais propriedades € dita um homomorfismo de anéis.

O niicleo de um homomorfismo é definido como o conjunto ker f = {a €
A . f(a) = 0}, é interessante observar que kerf é um subanel de A,
mais que isso, kerf é um ideal de A, objeto que definimos a seguir.

Definicao 2.1.4 Ideal de um Anel: ideal de um anel A, € um subanel
7 tal que, se a € A e b €T, entdo temos que ab € L e ba € T.

Abaixo temos alguns exemplos concretos dos conceitos definidos
logo acima. Exemplo: kerf é um ideal.

Exemplo: Seja G um grupo aditivo, considere o conjunto, Fnd(G) =
{f: G — G; féhomomorfismo}, as operagoes fi + fo : g — fi(g) +

f2(g) e fife :— fa(fi(g)), tornam End(G) um anel.
Se G um grupo livre possuindo n geradores xy, ..., x, e f € End(G).
entao existem a;; € Z tais que

Tif = anTi 4+ ...+ QGnTp, 1 =1,...,n.

Assim podemos escrever xf = Ax, para alguma matriz A, ., com en-
tradas em Z.

Seja A um anel comutativo e Z um ideal de A. Temos que Z < A
pois, pela definicao de Z, temos que 2Z = Zx. Podemos conseguir
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homomorfismo de A = 2 = {a +Z : a € A} com o anel A, para

T
tal tome ¢ : A — % como sendo a projecao canonica. Operando com
este homomorfismo, vemos que o quociente % estd bem definido e as

operagcoes
(a1 +I) + ((IQ +I) = a1+ ag +Z
(a1 +7).(aa+ 1) =aas +Z,
tornam % um anel chamado de Anel Quociente de A por 7.

O 1° Teorema dos Isomorfismos
Teorema 2.1.1 Se f: A — B € um homomorfismo de anéis, entdo

)=

Este teorema nada mais é que uma versao melhorada do 1° Teorema
de Isomorfismos para grupos. Como resultado temos que um homo-
morfismo se decompoe como abaixo:

A LB
proj. canénica l T inclusao
2 — Im(f)

Em um grupo tinhamos o grupo normal, nao obstante, na Teoria de
Anéis, temos os ideais desempenhando o mesmo papel.

Se A é um anel comutativo e a € A entao o conjunto ad = {ax: x €
A} <A é um ideal de A. Os ideais da forma a.A sdo chamados de Ideais
Principazis.

Exemplo: Em Z, todos os ideais sao principais.

Seja 7 < Z, se T nao é principal, entao tome n = min{Z N Z~y}, se
i€I\nZ = i=nb+r, 0<r<nmasr=1i—nb¢&Z, contrariando
a escolha de n. Conseqiientemente todo subgrupo aditivo de Z é um
ideal.

Denotemos por U(A) ={a € A: 3b € A;ab = ba = 1} o conjunto
dos elementos invertiveis em A. Pode-se mostrar que U(.A) é um grupo
multiplicativo. Caso U(A) = A\{0}, dizemos que A é um Corpo.
Exemplo: de corpos, Q,R,C,Z, (com p primo).

Em um anel comutativo A, o ideais {0} e A sdo chamados de ideais
triviais de A.
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Proposicao 2.1.1 Se A € um anel que s6 possui ideais triviais, entao
A ¢ um corpo.

De fato se a € A\{0} =>aAd=A=a"'e A= A\{0} CU(A)
m

Em um grupo tinhamos o conceito de grupo livre, ja em um anel, temos
o conceito de Anel de Polinémios.

Definigao 2.1.5 Seja A O X um anel comutativo. Diremos que A €
anel livre com base X, se toda aplicacdo ¢ : X — B, onde B é um anel
comutativo, extende-se unicamente a um homomorfismo ¢ : A — B.
Os elementos de A sao ditos polinomios com coeficientes inteiros e
variaveis em X.

2.2 Mobdulos e Algebras

Modulos

Vamos introduzir agora uma nova estrutura algebrica que chamaremos
de Modulo. O leitor que ja conhece a definicao de espacos vetoriais
sobre um corpo K, vera que esta nova estrutura é uma generalizagao
de espacos vetoriais.

Definigao 2.2.1 Seja A um anel unitario e M um grupo abeliano adi-
tivo, um Mddulo sobre um anel A € uma aplicacao,

¢: A — End(M)

a ma

em um mddulo definimos as operacoes M x A — M:
1. (my + mgy)a = mia + maa;
2. m(ay + az) = may + mas;
3. m.1l=m;

4. (may)ay = m(ayaz).



CAPITULO 2. TEORIA DE ANEIS 12

Como exemplos de A-médulos temos os espacos vetorias sobre um
corpo K; seja V um espago vetorial sobre um corpo K, temos que
V é um K-moédulo, onde o médulo é dado por

v: V. — End(K)

v kv

Todo grupo abeliano é um Z-modulo. Todo anel é médulo sobre si
mesmo

Definigao 2.2.2 Submddulo: considere um A-modulo e N < M um
subgrupo abeliano aditivo, dizemos que N é um submodulo se , para
todo ne N e todo arA, temos na € N

Como fora observado antes um anel é um modulo sobre si mesmo, e
neste caso os submodulos de um anel, sao ditos ideais de um anel;
simbolicamente

{submddulos de A}={ideais de A}.

Sejam M, N médulos sobre um mesmo anel A, considere a aplicagao
f: M — N, dizemos que f é um homomorfismo de médulos se f(mq +
me) = f(my) + f(msa) e f(ma) = f(m)a. Para um exemplo considere
U,V espacos vetorias sobre um corpo K, toda e qualquer transformacao
linear T : U — V é um homomorfismo de mdédulos. Endomorfismos
sao homomorfismo de médulos de um anel A.

Definigao 2.2.3 Mddulo Quociente: seja M um A-mddulo e N < M,
um submodulo, se % tem a estrutura de A-mddulo, tal que a projecdao
M

canonica T : M — & € um homomorfismo de mddulos, entdo % é dito

o modulo quociente de M por N.

Definicao 2.2.4 Soma Direta de Mddulos: se M,N sao A-mddulos,
definimos
Me&N = {(mmn): meM, ne N}
(m,n)a = (ma,na)

9

como a soma direta de modulos

Agora vejamos o que podemos falar a respeito da geracao de modulos.
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Definigao 2.2.5 Conjunto Gerador: seja M um A-mddulo e S C M
um subconjunto. Dizemos que M ¢ gerado por S, ou que S € gerador
de M, como maodulo se todo m € M se escreve como m = mqS, + ... +
mysy, S; € S. Além disso dizemos que M € finitamente gerado quando

S € finito.

Exemplo: Considere o espaco vetorial R™, sabemos que R"” é um R-
modulo e seu conjunto gerador é

B={e,..,en} CR",

onde e; = (0, ..., \1/_/ , -y 0).

posicao i
No caso em que um A-médulo M é gerado por um conjunto finito S, e
este é o menor conjunto que gera M, dizemos que S é uma base para
M e definimos a dimensdo de M como a cardinalidade de S.
Exemplo: seja K um corpo, o anel de polinomios K[z] é um K-mddulo
que nao ¢ finitamente gerado, pois a sua base é {z"},ez.,. O espaco
vetorial R” é finitamente gerado. Freqiientemente nos referimos aos el-
ementos de uma base como um conjunto linearmente independente, ou
seja nenhum elemento de uma base S = {sy, ..., sy} é escrito como com-
binagao linear dos demais, equivalentemente um conjunto ¢ linearmente
independente somente quando tivermos que a combinacao linear trivial
de seus elementos sé é possivel se o médulo que forma esta combinagao
for o médulo nulo, em simbolos:

mis1+ ...+ mps, =0 m; =0Vi=14,....k

. Com base no que acabamos de ver podemos definir um subconjunto
L.I(linearmente independente) de um A-médulo como sendo um sub-
conjunto £ C A tal que a tnica combinagao linear nula de elementos
de £ for a trivial, dai podemos redefinir base como sendo o maior sub-
conjunto L.I de M que gera o médulo M (prove!).

Definicao 2.2.6 Moddulo Livre: um A-mddulo M € livre com base S
se toda aplicagao ¢ - S — M', em que M’ € um A-mddulo, extende-se
unicamente a um homomorfismo de A-maodulos.
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Exemplo: sejam U e V espacos vetorias sobre um corpo K, sabemos
de Algebra Linear que para definir uma transformacao linear T : U —
V', basta defini-la em uma base de U, portanto espagos vetoriais sao
exemplos de modulos livres. Mais gerlamente se M é um modulo livre,
o conjunto M" = {(mq,...,my) : m; € M} éum A-mdédulo e o conjunto

B={e,...,en} CR",
onde e; = (0,..., 1 ,...,0) é uma base livre para M™, podemos ver que

i
M™ também é um modulo livre pois seja

p: B — M
& = ple)
Podemos extender ¢ a um homomorfismo ¢ : M™ — M, tal que para
todo v = mye; + ... + mpe, € M tenhamos ®(v) = myp(er) + ... +
mup(en).

Definigao 2.2.7 Mddulo Cliclico: dizemos que um A-mddulo M é ciclico
quando o seu conjunto gerador tem um unico elemento, em simbolos;

VYm, € M, 3a € A; my = ma.

Exemplo: mA = {ma : a € A} é submédulo e se m gera M =
mA = M. Entao temos que o homomorfismo de A-mddulos, com M
um modulo ciclico;
v: A — M
a +— ma’

nos da via 1° Teorema dos Homorfismos que M = %, onde ZT< A. E
obtemos o seginte resultado.

Todo maodulo ciclico € isomorfo a um mddulo quociente da forma %
onde T4 A.

Definicao 2.2.8 Anéis de Ideais Principais: um anel A é um anel de
ideais prinicpais se todo ideal de A € da forma aA para algum a € A

Exemplos: Z é um anel de ideais principais. Em virtude de todo
corpo nao possuir ideais nao-triviais, resulta que todo corpo é um anel
de ideais principais.
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Definicao 2.2.9 Anéis Fucliceanos: um anel é euclideano se existe
uma fungao 6 : A — N tal que para todo a,b € A, existe c,r € A com

a=bc+r,
O(r) < 6(b) our =0.
Exemplos: em Z, 6(n) = |n|; em K|z], 0(p) = grau(p).
Teorema 2.2.1 Todo anel euclideano € anel de ideais principais.

Demonstragao: seja Z <A e i € 7 tal que a funcao #(i) é a menor
possivel. Temos que i A CZ C A, tome j € Z\iA. Desde que A é um
anel euclideano;

| =ic+r, onde §(r) < 0(c) our = 0;

mas 6(i) é o menor possivel, se r # 0 = r = j — ic € Z contrariando a
defini¢ao de 6(i), portanto devemos ter r = 0, dai j = ic € i.A, agora
contrariando a escolha de j. Logo, todo anel euclideano ¢ anel de ideais
principais. [

Definicao 2.2.10 Se A € um anel, dizemos p € A € primo se p = ab
implica que a € U(A) ou b e U(A).

Definicao 2.2.11 Seja p um elemento primo de um anel A. Se sempre
que ab € pA implicar que a € pA ou b € pA, entao diremos que o anel
A € um anel fatorial.

Definicao 2.2.12 um ideal T € primo se e somente se, abe I entao
acZl oubel.

Proposicao 2.2.1 Se um ideal, de uma anel comutativo com unidade

A, € primo, entao % ¢ dominio, e reciprocamente.

De fato se Z é primo, entao para ab € Z temos que a € Z ou b € 7,
agora considere o anel 2 = {a+Z : a € A} se (a1 +I)(ar +7I) =
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aa+7Z =17 = a1 € Zouay €71 =
imediata.

LIPS

¢ dominio. A reciproca é

[ |
Exemplo: em Z, nZ ¢ ideal primo < n é primo.
Suponha que n nao seja primo entao existem 1 < a,b < n € Z tais que
n = ab , dai ab € nZ, mas por hipbtese a € nZ ou b € nZ, suponha
que a = kn = n = knb = n(l — kb) = 0, como Z é dominio n = 0
oul —kb=0=n=0oub=1, uma contradicao, logo n é primo.
Reciprocamente, se n é primo, caso ab € nZ, teremos que n divide a
ou n divide b = a € nZ ou b € nZ.

Definigcao 2.2.13 Ideal Maximal: o ideal mazximal de um anel A € um
tdeal proprio I com a sequinte propriedade, quando existir ideal J de
A, tal queZ C J C AentaioZ =7 ouJ = A.

Teorema 2.2.2 Seja A um anel comutativo unitario e T um ideal de

A. Entao é € corpo se e somente se, T é maximal.

Demonstragao: suponha que exista ideal Z C J C A com Z # J =
dr € J\Z = =+ 7T # Z, desde que % é corpo, existe y +7 € %
talque ay+Z =147 =ay—1€Z,comor € J = a2y € J =
1 e J = J = A. Reciprocamente se 7 é maximal, suponha que
exista x +7Z # 7 = x ¢ Z, assim obtemos Z C Z + (x) C A, como
7 é maximal= (r) = A, e portanto existe y € Z e a € A tal que
ytar=1=>1-a el = (a+I)(z+1)=14+T=>X+TIT¢
invertivel e é é corpo.

Definigao 2.2.14 Anel Fatorial: um anel A € fatorial se todo ideal da
forma aA,(a € A primo) é um ideal primo.

Dai todo Dominio de Ideais Principais (DIP) é fatorial. Pois se A é
DIP e piA é primo, devemos mostrar que pA é um ideal primo: seja
ab € pA = p divide ab = p divide a ou p divide b = a € pAoub € pA.

Algebras
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Agora faremos a introducao de mais uma estrutura algébrica, a qual é
conhecida como Algebra.

Definicao 2.2.15 K—Algebm: Seja K um anel comutativo e A um anel
qualquer. Dizemos que A € uma K-Algebra se:

1. (A,+) € um K-mddulo;
2. k(ayaz) = (kay)as, k € K, a; € A.

Exemplo: (M, s, (R),+,.,.. 7 € R);
para A, B € M,«,(R), temos as matrizes A+ B, A.B e rA.

Para uma K-algebra também podemos discutir sobre geradores.

Definicao 2.2.16 Conjunto Gerador de Uma K-dlgebra: dizemos que
S C A € um gerador de A, como Algebra, quando todo elemento a € A
se escreve como

a = k’ls?u...é‘?lt + ...+ ]{,’TS;ZM...S?M, kl S K, Sj eSe N S ZZO‘

Analogamente ao caso dos mddulos, dizemos que uma K-algebra é fini-
tamente gerada se S ¢ finito.

Exemplo: o anel K[z] é uma K-algebra finitamente gerada por {1, z}.
Neste exemplo, é interessante observar que K[z] nao é finitamente ger-
ado como médulo, porém é finitamente gerado como Algebra.

Definigao 2.2.17 Algebra Livre: dizemos que uma K-dlgebra € livre
com base X se toda aplicagao ¢ : X — B, em que B € uma K-dlgebra,
extende-se unicamente a um homomorfismo de K-dlgebras.
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Proposicao 2.2.2 Todo polinomio de grau n, sobre um dominio, tem
no mdximo n raizes.

Demonstracao: Faremos esta demonstracao por inducao em n. Se
n = 1 entao temos f(t) = at +b. Suponhamos que t; e ty sdo raizes de
de f. Entao at; +b = 0 = aty+b logo at; = aty e portanto a(t; —ty) =0
como f esta sobre um dominio e a # 0 segue t; = t5. Supondo que
o resultado seja verdadeiro para n — 1. Suponha entao que grau de f
seja n e que « seja uma raiz de f. Considere o ideal

I=A{feFlt]: fa) =0} < F[{]

E fato que este ideal é gerado por (t — ) e assim podemos escrever
f = (t — a)g para algum g € F[t] tal que grau(g) = (n — 1). Se § é
também uma raiz de f e § # « segue que (3 é nescessariamente uma
raiz de g. Mas pela hipotese de inducao (8 pertence a um conjunto de
cardinalidade menor ou igual a (n — 1) e portanto f tem no maximo n
raizes. [ ]

Corolario 2.2.1 Se F' é um corpo finito, |F| = n entao U(F') € ciclico.

Demonstracao: Ja que U(F) é um grupo comutativo sabemos que
U(F) = Cy x ... x Cy onde cada C; ¢é ciclico. Se U(F) nao ¢ ciclico
entao existe m < n — 1 tal que &’ = 1 para todo a € U(F'). Mas isto
quer dizer que o polindémio f(t) = t™—1 tem pelo menos |U(F)| =n—1
raizes, mas isto contradiz o teorema acima. [ ]

Definigao 2.2.18 Seja A um anel e M um A-Mddulo. Entao dize-
mos que M € Notheriano se todo conjunto A # () de submddulos tem
elemento mazimal.

Dito de outra forma M nao possui cadeia infinita crescente de submoédulos.
Proposicao 2.2.3 Todo Mdédulo Notheriano € finitamente gerado.
Demonstracao: Seja M um moédulo Notheriano e considere o con-

junto
A = {submddulos finitamente gerados}
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Seja N € max(A), onde max(A) denota o conjuntos dos elementos
maximais de A. Se N # M tome m € M \ N qualquer. Entdo temos
N+mAC Ae N C N+ mA o que contraria a maximalidade de N.

Usando a notacao N = {Médulos Notherianos} temos que:
1. MeN,N<M=NeN

2.M€./\/,N<M:>%€N

3. NGN,%GN:HWEN

4. Para cada M € N e para cada sequéncia L; C Ly C ... C M a
sequéncia Li+N C Lo+N C ... C...étalque L;+N = L; .1 +N
para ¢ > 15 e a sequéncia Iy NN C Ly NN C ... é tal que
L;NN =1L;;y NN para i > 1.

A demonstracao destes fatos serd deixada como exercicio.
Suponha que A, B e N sejam submddulos de M e que A C B e

ANN = BNN
A+ N = B+ N

entao A = B.

Por hipétese A C B. Agora vamos considerar b € B segue da
segunda relacao que podemos escrever b = a + n e dai concluir que
n=>b—a € B, pois a,b € B. Observe quen € NN B = NN A logo
N € A mas entao b € A.

Teorema 2.2.3 Se M, e My sao Mddulos Notherianos entao My @ M,
€ também um modulo Notheriano.

Demonstracao: Temos que arrumar uma prova deste fato.

Teorema 2.2.4 Um anel A € Notheriano se, e somente se, todo ideal
I <A ¢ finitamente gerado.

Demonstracao: Vamos inicialmente provar a reciproca. Considere

uma sequéncia Iy C Iy C ... C A. Eseja I = U I,, usando a hipdtese
n>1
de I ser finitamente gerado podemos escrever

[:21A+7/k14 onde ij E[j;
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mas isto significa que todo elemento de I pertence a I,. E como I}, C [
temos I, = I, o que prova que A é Notheriano. Agora vamos supor
que A é Notheriano. Vamos construir um conjunto de geradores indu-
tivamente. Seja i; € A\ {0} se <i; >& A, tomamos iy € A\ < iy >,
construimos entao o ideal < 71,15 > se < 11,19 >; A, tomamos um
elemento i3 em A\ < i1,is > e continuamos esta construgao . Como A

¢ Notheriano a sequéncia < i1 >C< 11,73 >C ... é obrigatoriamente
finita. Portanto existe k € N tal que < 71,...,i >= A e o teorema
esta totalmente provado. [ ]

Proposicao 2.2.4 Seja A € N, e M um A-Mdédulo. M € N se, e
somente se, M ¢ finitamente gerado.

Demonstracao: Se M ¢é finitamente gerado, podemos escrever M =
miA+ ...+ miA e logo a aplicagao que denotaremos por ¢ definida

abaixo: .
sobre

AR P25 M

€; — my

¢é sobrejetiva. Pelo primeiro teorema dos homomorfismos temos M =
Ak

Ker(p)
MeN.

como AF e Ker(p) sao finitamente gerados concluimos que

Se M € N segue do teorema anterior que M é finitamente gerado.

Teorema 2.2.5 (Teorema da base de Hilbert) Se A é um anel Nothe-
riano entao Alt] também é Notheriano.

Demonstracao: Seja I < Aft]. Consideramos f € A[t] e denotamos
por ¢(f) o coeficiente principal de f. Definimos o conjunto

Jn ={c(f) - f € I egrau(f) <n}

E fato que J, <A. Vamos supor que c(f), c(f1) e ¢(f2) sejam elementos
quaisquer de J,, e a € A. entao é facil ver que ¢(f1)+c(fa) = c(fi+f2) €
Jn. E que ac(f) = claf) € J,.

Vamos definir agora o seguinte conjunto

R, ={f € Alt] : grau(f) < n}
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Observemos que R,, é um A-submdédulo de A[t] finitamente gerado,
pois é gerado por {1,¢,t%,...,t"}. Como vimos acima, R, deve ser
Notheriano. Entao é claro que I N R,, também é Notheriano e gerado
por fi,..., fr. Vamos verificar agora que I é gerado por INR,,. Faremos
isto construindo indutivamente polindmios cuja a soma é exatamente
f. Com efeito, Sejam f € I e ¢(f) seu coeficiente principal. E fato
que existe um polinémio, g € I N R, tal que ¢(g) = ¢(f). Portanto
grau(g) = [ < n. consideramos entdo o polinomio gt™~!. Observe que
este polinomio pertence a I N R, e que f — gt™ ! é tal que grau(f —
gt™ 1) < m. Procedendo indutivamente contruimos o polinémio f com
elementos de I N R,,. [
A inducgao a que nos referimos no final da prova nos permite a cada
etapa baixar em algumas unidades o grau do polinémio f usando alguns
polinomios do ideal I N R,,. E observamos que a prova realmente se
concretiza pois a soma destes polinomios utilizados é realmente f!

Corpo de Fracoes

Nesta secao faremos a construcao classica de um corpo a partir de
um dominio. E usaremos esta construgao para provarmos um resultado
importante a respeito de aneis de polinomios.

Seja A um dominio. Considere o produto cartesiano

Ax A={(x,y) :z,y € A}

Definiremos em A x A\ F = {(z,y) : y # 0} a seguinte relacao de
equivaleéncia.

(T1,y1) ~ (T2, y2) & F a1, a2 € A\ {0} tais que 142 B 201
Yraz = Y2aq

Verificaremos uma, das trés propriedades de uma relagao de equivaléncia.
Suponha que (x1,11) ~ (T2,92) € que (za,y2) ~ (x3,y3). Entao temos

CL2<3?1,Z/1> = al<372,?/2>
bs<$2a92> = b1<x3,y3>
a153<9€173/1> = 0152@373/3)

Por comodidade denotaremos as classes de equivaléncia pela notagao

x
de fragoes . Isto é, daqui em diante — denotara a classe de equivaléncia
Y
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de um par ordenado (x,y). Usando a relacdo de equivaléncia acima
podemos verificar que, com a soma definida abaixo, {fragdes , +} é um
grupo abeliano.

1 i T2 _ Yaln " Y1Ta _ YaT1 + Y12
hn Y2 Y21 Y21 Yol

e definindo o produto de classes por

Ty X2 T1X2

Y1 Y2 B Y1Y2

o conjunto A x A\ F' é um corpo. Este corpo serd denotado por Q(A)
e chamado de corpo de fragoes do anel A. Serd importante em muitos
casos ver A como um subanel de Q(A). isto é feito via 0 homomorfismo

de inclusao de éneis a — 1= {a, 1)/ ~.

Nossos proximos resultados seguirao no sentido de estabelecer uma
equivaléncia entre as trés afirmacoes abaixo, para anéis fatoriais A

1. aiao =0=a; =0o0uay =0.
2. Todo elemento primo gera ideal primo.

3. Sea € A\ U(A) entao a pode ser escrito como produto de ele-
mentos primos.

Lema 2.2.1 (Lema de Gauss) Seja A um anel fatorial, se f € Alt] é
primo em Q(A)[t] entdo f € primo em Alt].

Demonstragao: Se f é primo em Q(A)][t] entao existem g, h € Q(A)[t]
tais que f = gh. Como nossos polinomios estao sobre Q(A) entao

h
podemos escrever g = N op = ?1 para a,b € A e ¢g1,h; € Aft]. Logo
a

A . g M ,
nosso polinomio f pode ser reescrito como f = = - n e dai temos

a
fab = gihy. Seja p divisor primo de ab. Seja A = A/pA, observe que A
é dominio, pois pA é primo. Assim podemos definir um homomorfismo
de reducao mod-p de A[t] — A[t] que manda p — p. J4 que p|f temos
que 0 = abf = gi-h; em A[t]. Logo g1 = 0 ou hy = 0. Vamos supor que
seja g1 = 0 entao sabemos que todos os coeficientes de g; sao divisiveis
pg2 - ha
ab

por p e portanto g; = pgy com gy € A[t]. Logo temos f =
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e utilizando este processo recursivamente esgotamos todos o divisores
primos de ab e nosso teorema esta provado. [ ]

Teorema 2.2.6 (Critério de Fisenstein) Se A é um anel fatorial, f €
Alt] e existe um elemento primo p € A tal que a,, ¢ A,a,_1,...,a9 € pA
e ag & p*A. Entdo f € irredutivel.

Demonstracgao: Veja que podemos escrever
ant" + ap_1t" . Lag = f = gh

onde g =bt* +...+bpeh=ct!+...cocomk+1l=nekl>0.
Neste caso é claro que ay = bycg supondo que by ¢ pA temos ag € pA.
Segue da hipétese que ¢by, = a,, ¢ pA. Seja r € N o menor possivel tal
que ¢, ¢ A. Como sabemos

a, = Crb() -+ C,,«_lbl —+ ... Cob,«

Lembrando que estamos supondo que by ¢ pA e que pela definigao de
¢, este também nao pertence a este ideal, temos que byc, ¢ pA. Veja
que ¢,_1by, ..., cob, € pA, pela escolha de r. Dai segue que a, nao pode
pertencer a pA o que é uma contradicao . [ ]

Teorema 2.2.7 Se A é um anel fatorial, entao A[t] também é um anel
fatorial

Demonstracao: Seja f € A[t]. Vamos escrever f como produto de
fatores irredutiveis pertencentes as anel Q(A)[t]. Isto é

f=1fi---fn onde f;ieQ(A)[t] éirredutivel

Sabemos pelo lema de Gauss que existem ¢y, ..., g, € A[t] polinémios
irredutiveis em A[t], taisque f =a-g;...g, ondea € Aea=p;...p
com p; primo em A. [ ]

Teorema 2.2.8 Todo Mdodulo finitamente gerado sobre dominio de ideais
principais € soma direta de Modulos Ciclicos
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Demonstracao: Vamos supor que M seja finitamente gerado sobre
um dominio de ideais principais A. Ja mostramos anteriormente que
n

usando o primeiro teorema dos homomorfismos, temos M = — onde
N cC A™. Existe um homomorfismo ¢ : A™ — A" tal que M = ——.
Ker(y)
Sejam
I Y1
X = : base de A™ e Y = : base de A"
Tm Yn

E fato que podemos representar o homomorfismo ¢ por uma matriz

Tnen sobre A e dai Xy = TY . Usamos agora o fato que a matriz T é

associada a uma matriz diagonal. Diremos que a = (ay,...,a,) € A" é

unimodular se a; A+ . ..a,A = A. Que nos permite concluir que existe
n

(by,...,b,) € A™ tai que Zaibi = 1. Observe que se uma matriz P é
i=1

invertivel entao suas linhas sao unimodulares.

Lema 2.2.2 Para toda linha unimodular sobre um DIP existe uma ma-

triz P invertivel tal que P contem esta linha.

Demonstracao:remos a demonstracao por indugao no niimero de lin-
has e colunas da matriz. Consideremos o cason = 2, assim a1 A+asA =

A e tome a matriz ¢ a2
—by by

) de modo que aib; + asby = 1 =
—by by

de tamanho < n. Considere a n-tupla (aq,...,a,) e considere o ideal
Z=aA+ ...+ a,_1.A = aA(pois por hipétese estamos em um DIP),
assim podemos reescrever a; = aa;/ e existem b;’s tais que (a1/, ..., a,_1/)
¢ unimodular, pois a1b;..., a,—1b,—1 = a = ajb;...,a,_;b,—1 = 1. Pela
hipétese de indugao, (ai/,...,a,_1/) é uma linha de uma matriz in-
vertivel, a primeira linha, digamos, de P. Seja Q = P~!, entdo o
produto matricial

det< @ ) = 1. Suponhamos que o lema esta provado para linhas

O
=

(Cll an) = (CL,O, "'a07an)a
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o resultado é uma linha unimodular = aA + a, A = A = (a4, ...,a,) é
uma linha de uma matriz invertivel R e é uma linha de

P 0
(o 7)n
como queriamos. [ ]

Dada uma matriz T'. Dentre as matrizes associadas a 1T', encontremos

uma matriz 77 com elemento ¢, tal que t.A é maximal. Podemos supor
que

t

Tl - :

caso tenhamos

T, =1 :
0
es ¢ tA = tA+sA =rA D tA, contradizendo a escolha de t,
logo todo elemento de T7 € tA, se a matriz que temos em maos nao é
como 77, digamos que temos uma matriz S, e esta matiz seja tal que

ZSZ']‘.A = .A, Se S11 ¢ S

como toda matriz é associada a uma matriz diagonal, para a matriz T’
anteriormente citada podemos conseguir uma matriz diagonal tal que

ty ... 0
(N
0 ... t,

onde Y t;A = A. Donde concluimos ;

Teorema 2.2.9 (Forma Candnica de Jordan)Seja A € M,,«,,(C), entdo
a matriz A € conjugada a uma matriz J da forma

Jo... 0
J=10 . |, onde

Jr
A1 0
0O X ... 0

Ji=10 ~ : 0|, osJ;’s, sdo tinicos a menos de permutacdo.

0 co 1
0 A0
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*Obs: Este texto foi baseado em algumas notas de aula do curso de
Algebra Avancgada, ministradas pelo professor Victor Guerassimov do
Departamento de Matemdtica da UFMG.



