A Teoria Axiomatica dos Conjuntos

1 Axioma da Escolha
Nesta secao damos algumas formulagoes para o Axioma da Escolha.

Defini¢ao 1.1 (Axioma da Escolha) Dada uma familia nao vazia C de conjuntos ndo vazios
e disjuntos dois a dois, existe um conjunto FE que contém exatamente um elemento de cada
conjunto da familia C. O conjunto E é chamado de conjunto escolha da familia C.

Exemplo 1.1 Seja A um conjunto infinito. Entao existe uma func¢ao injetora f: N — A.

Solugao: Definimos f da seguinte forma. Como A é nao vazio, existe zo em A. Seja f(0) = zo.
Dai, como A é infinito, A—{z(} é ndo vazio. Logo existe x; em A—{zq}. Seja entdao f(1) = z;.
Pelos mesmos argumentos, existe xo em A — {z,,z1}. Seja entdo f(2) = xy. Desta forma f é
dada por f: N — A tal que f(n) = x,, onde x, € A — {xg,21,..., 2,1}

E claro que f é injetora. Mas f esta definida? Mostraremos que os argumentos ingénuos
dados acima podem se tornar rigorosos a partir do Axioma da Escolha.

Seja C' = {Cp}neny = {(x,Bn);x € Bplnen, onde B, = A — {xg,21,...,2,_1}. C é uma
familia nao vazia de conjuntos nao vazios, disjuntos dois a dois. Pelo Axioma da Escolha, existe
E = {(z, B,); x, € B,}, conjunto escolha para C, isto é, E contém exatamente um elemento
de cada conjunto C), de C.

Definimos entao f : N — A tal que f(0) =z e f(n) = z,, onde (z,, B,) € ENC,. Desta
forma f estd bem definida e é injetora, como queriamos.

Na sequéncia consideraremos algumas formulagoes equivalentes ao Axioma da Escolha.
Antes disso, definiremos alguns conceitos imprescindiveis para o entendimento das formulacoes
consideradas.

Definicao 1.2 Dada uma familia de conjuntos, o produto cartesiano da familia ¢ o
conjunto

HAi ={f:1— UAi i f € funcao e f(i) € A;}.
iel i€l

Defini¢ao 1.3 Seja S um conjunto nao vazio e P(S) o conjunto das partes de S . Uma
funcao escolha para S é uma funcao

v:P(S)—{0} — S

tal que y(A) € A, para todo A € P(S) — {0}.



Formulacao 1 (F1)
Dada uma familia nao vazia de conjuntos nao vazios C' = {A;}icr, indexada por I, existe
uma fungao f : 1 — UAi tal que f(i) € A;, para todo i € I. Tal funcio é chamada uma
icl
fungao escolha para a familia C.

Formulagao 2 (F2)
O produto cartestano de uma familia nao vazia de conjuntos nao vazios € nao vVazio.

Formulacao 3 (F3)
Todo conjunto ndao vazio tem uma func¢ao escolha.

Segue agora as demonstracgoes das equivaléncias:

i) Axioma da Escolha equivalente & Formulagao 1

AE = F1

Seja. C = {A;}ie; uma familia ndo vazia de conjuntos nao vazios. Consideremos
C" = {A; x {i}}ier. C' satisfaz as hipéteses do Axioma da Escolha, logo existe um conjunto
escolha E para C'.

Definimos entao f : I — U A; da seguinte forma: f(i) = z;, onde x; é o elemento escolhido

iel

em EN(A; x {i}). Logo f estd bem definida e f(i) € A; para todo i € I, como querfamos.

F1 = AE

Seja C' = {A;}ie; uma familia nao vazia de conjuntos nao vazios, disjuntos dois a dois. Logo
existe f: [ — U A; uma funcao escolha para a familia C'. Consideremos E= f(I), o conjunto

i€l

imagem de f. Pela escolha de f, para cada ¢ € I, f(i) é tinico em A;. Logo E é um conjunto
escolha para C.

ii) Formulagao 1 equivalente & Formulagao 2

F1 & F2

Ao analisarmos a Definigao 1.2, vemos que dada uma familia C' de conjuntos, uma funcao
escolha para C' é um elemento do produto cartesino da mesma e vice-versa. Sendo assim, existe
uma funcgao escolha para C', se e somente se, o produto cartesiano da familia C' é nao vazio.

iii) Formulacdo 2 equivalente a Formulagao 3

F2 = F3
Seja S conjunto nao vazio. Considere I = P(S)\{0} = {a € S : a # 0} e a familia
{A4}aer dada por A, = « para todo « em I.

A familia {A,}aer satisfaz as hipéteses de F2, logo HAa # (), ou seja, existe funcao
a€cl

f:[—>UAa

a€cl



tal que f(a) € A, para todo a em I. Como U A, = S e f(Ay) = f(a) € A, segue que

aesS

[P0} — S
¢ uma funcao escolha para S.

F3 = F2
Seja C' = {A;}ic; uma familia ndo vazia de conjuntos nao vazios. Considere S = UAZ"
il

S é um conjunto nao vazio. Logo, por F3, existe v : P(S) — {0} — S uma fun¢ao escolha para
S, isto é, v(A) € A, para todo A € P(S) — {0}.

Desta forma, a fungao f: I — UAZ- dada por f(i) = v(A;) estd bem definida e f(i) € A,,

icl

para todo ¢ € I. Logo f pertence ao produto cartesiano de C, concluindo que o produto
cartesiano de C' é nao vazio.

2 O Lema de Zorn:

Na Matematica, um teorema de existéncia afirma a existéncia de um objeto que pertence
a um certo conjunto e que satisfaz certas propriedades. Muitos teoremas de existéncia podem
ser formulados de modo que o conjunto subjacente seja um conjunto parcialmente ordenado e
a propriedade crucial seja a maximalidade ou minimalidade. O Lema de Zorn é considerado o
teorema mais importante deste tipo.

O Lema de Zorn garante a existéncia de um objeto maximal (minimal) que é inatingivel por
um processo finito, a partir da hipotese que todo subconjunto totalmente ordenado é limitado
superiormente (inferiormente).

Definiremos agora alguns conceitos da Teoria dos Conjuntos para que posteriormente
possamos enunciar o Lema de Zorn:

Definigao 2.1 A relagdo R sobre um conjunto A é uma relagao de ordem se R ¢ refleziva,
anti-simétrica e transitiva.

Definicao 2.2 A ¢ um conjunto parcialmente ordenado se a relacio < € uma relacao de
ordem sobre A.

Definigao 2.3 Sejam (S, <) um conjunto parcialmente ordenado e ) # A C S. Um elemento
x € S € um limite superior (limite inferior) de A sea <z,Vaec A (x<a,VaeA)

Definicao 2.4 A € um conjunto totalmente ordenado se para quaisquer x ey em A, temos
r<youy <2z

Definigao 2.5 Um elemento m do conjunto A é elemento maximal (minimal) de A se
nenhum dos elementos de A € estritamente maior (menor) que m, isto €,



Vee A;m<z (m>z)=x=m.

Lema 2.1 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto ndao vazio parcialmente ordenado por <, tal
que todo subconjunto totalmente ordenado em S admite um limite superior (limite inferior)
entdo, S admite um elemento mazimal (minimal).

Daremos agora uma ilustracao do Lema de Zorn:
Afirmagao: Todo K-espago vetorial V' # {0} admite uma base.

Seja S = {B C V'; B é linearmente independente sobre K'}. Temos que S é parcialmente
ordenado por C (inclus@o). Como V # {0}, existe v € V tal que v # 0 e entdo, {v} ¢é
linearmente independente sobre K. Portanto, S # ().

Sejam (B;);er um conjunto totalmente ordenado em S e B = U B;. Temos que B é um

i€l
limite superior de (B;)icr, pois B; C B, Vi € I. Pelo lema de Zorn, existe B um elemento
maximal de S. Assim, B é linearmente independente sobre K (pois B € S).

Mostremos que V' = [B]. Sejav € V.
e vEB=v¢c|[B

e v ¢ B=> BU {v} é linearmente dependente sobre K

Sendo B linearmente independente e BU {v} linearmente dependente, temos que v € [V].

Assim, V = [B]. E portanto, B é uma base de V.



Nosso objetivo nesta seccao é demonstrar a equivaléncia entre o Axioma da Escolha, o Lema
de Zorn e o Teorema da Boa Ordem de Zermelo.

Definigao 2.6 Sejam S um conjunto e A uma familia de subconjuntos de S e Ay € A e B
subfamilia de A diremos que, B € uma torre se:

(i) Ap € B
(i) Be B= A, CB
(i) Be B = ¢(B)eB

(iv) C for totalmente ordenada = UC € B.

ceC
Note que {torres} # () pois {Ag} é uma torre.

Definigdo 2.7 Seja By= ()| B

B:torre
B € By € dito normal se B é compardvel com qualquer elemento de By

Lema 2.2 Considere o conjunto S e seja A uma familia ndo vazia de subconjuntos de S com
a propriedade que, se B for uma subfamilia de A totalmente ordenada por inclusdo, entdo

U B € A. Suponhamos ainda que ¢ : A — A seja tal que p(A) D A e que p(A) — A contenha,
BeB
no mdximo, um elemento. Nestas condigoes A contém um conjunto A tal que p(A) = A

Demonstragao: Seja By = ﬂ B. Claramente By é uma torre e Ay € By.

) B:torre
Seja B € By um elemento normal, e defina

B={CecBy; CCBoup(B)cCC}
Mostremos que B é uma torre.

(i) Ap € B, VB torre = Aj € By
(ii) B € By = B € B,VB torre == A, C B

(i) ¢ e BIL ¢ c B ou p(B) c C.

(iii-1) o(B) c ¢ ‘=&Y



o [BCe(©)  [CCBC(C)=¢(C)=B ou C=B(
(iii-2) C € B7=""{ ou ~J ou
p(C)C B p(C) e B

p(C) = B ou ¢(C) =¢(B) = ¢(C) € B
p(C)eB
() ¢(C) — C tem no maximo um elemento

(iv) Seja C uma subfamilia totalmente ordenada de B

ccB=|JccB

CeC=CeB={ou cee

p(B)cC =B c|Jo=|JoeB

ceC ceC

Logo, B é uma torre

e Mostremos que B = B
Como, B C By (defini¢ao de B ) e By C B (definigao de By e B é torre).
Segue que By = B

e Mostremos que By ¢é totalmente ordenado.
Seja B' = {elemento normal de By}.
Usando o fato que By = B e B é uma torre conclui-se facilmente que B’ é uma torre.
Temos que B’ C By (definicao de B' ) e By C B’ (defini¢ao de By e B')
Logo, B = B,.

Assim, todo B € By é normal, ou seja quaisquer doi elementos de By sao comparaveis.
Portanto, By é totalmente ordenado.

Finalmente provemos a afirmacao do lema.
Seja A = U B.
BeBy
Como B, é uma torre e B, é totalmente ordenado temos que A € By e ¢(A) € By.

Logo pela defini¢ao de A, concluimos que A D ¢(A).
Sendo ¢(A) D A por hip6tese do lema, obtemos a igualdade

A=p(A).

Corolario 2.1 Seja S um conjunto parcialmente ordenado, no qual todo subconjunto
totalmente ordenado tem supremo. Seja f : S — S uwma fungao tal que f(x) > x, para
qualquer x € S. Entao existe pelo menos um x € S para o qual f(x) = z.

6



Demonstracao: Suponhamos zy € S e seja A a familia de subconjuntos A C S com as
seguintes propriedades:

1. Xo € A,
2. A é totalmente ordenado.

Se B é uma subfamilia de A totalmente ordenada, segue que:

UBE.A (%)

BeB

De fato,

1. 20€ B,YBEB =1y € UB
BeB

2. B é totalmente ordenado, VB € B = U B é totalmente odenado
BeB

Logo U B e A
BeB
Define-se ¢ : A — A como segue:

AU{f(x)} se z=sup(A) e x€ A
p(A) = {AU }supll}} se sup(A])O(gé)A '

Logo, p(A) D A e ¢(A) — A tem no maximo um elemento.

De (x) temos que A satisfaz a condigdo do Lema anterior.

Assim, existe Ag € A tal que p(Agy) = Ap.

Seja xo = sup(A) € Ay, entao pela definigao de ¢, xy € Ay

Como, AU {f(z0)} = p(Ay) = Ao, temos que f(zo) € A ou seja f(xg) < zo.
Sendo f(z) > x, Yz € S pela hipdtese do coroldrio, concluimos que f(zg) = o

Teorema 2.1 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) Azioma da Escolha

(2) Qualquer conjunto parcialmente ordenado, no qual todo subconjunto totalmente ordenado
possui supremo, contém um elemento mazximal.

(3) Qualquer conjunto pacialmente ordenado contém um subconjunto totalmente ordenado
mazimal.

(4) Lema de Zorn: Qualquer conjunto parcilamente ordenado, no qual todo subconjunto
totalmente ordenado tem limite superior (ou limite inferior), contém um elemento
mazximal (minimal).

(5) Teorema da Boa Ordem de Zermelo: Qualquer conjunto pode ser bem ordenado.




Demonstracgao:
(1) = (2)
Seja S um conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto de S totalmente
ordenado admite um supremo ().
Por (1), existe v : P(S)—{¢} — S uma funcao escolha para S (y(A) € A, VA € P(S)—{¢}).
Para x € S defina:
A, ={yeS;y>ux}

Seja f: S — S tal que
_ J(A), se Ay # 0
f(x)_{:t, se A, = ¢ '
Como, f(z) =xse A, = ¢ e f(x) € A, se A, # ¢ temos que f(x) >z, Vo € S.
Da hipdtese (%), segue do coroldrio acima que: Existe zo € S tal que f(zo) = xo.
Logo A, = 0, ou seja, y < xo,Vy € S.
Donde se conclui que xg é um elemento maximal de S.

(2) = (3)
Seja S um conjunto parcialmente ordenado e considere A uma familia totalmente ordenado
de subconjuntos de S.

Como sup(A) = U A, segue, por (2) que A tem um elemento maximal Ag.

AeA
Assim Aj é um subconjunto de S totalmente ordenado maximal de A.

(3) = (4)

Seja S um conjunto parcialmente ordenado, tal que todo A C S, totalmente ordenado possui
um limite superior.

Por hipétese (3) existe Ay C S,totalmente ordenado maximal de S.

Seja xg um limite superior de Ag, isto é, x < xg, Vo € Ag

Temos que xy é um elemento maximal de S pois:

reS ex>xy=x¢ A

Dai A’ = Agu{z}, talque A C A’ C S, o que é um absurdo pois Ay é um elemento maximal
de S.

(@)= () )
Seja S um conjunto, e denotemos por S uma subfamilia de S dada por:
S ={A C S, com uma boa ordem <}

Sejam A, B € S e define-se:



ACB
A=<Bse sz, y€A <,y z<py.

VeeA dbe Bx<b

Temos que S é parcialmente ordenado pela relacdo <.
Seja A uma familia totalmente ordenada de S e tome

A* = UA.

AeA

Vamos bem ordenar A*.

Seja x,y € A", entao r € A ey € B para algum A, B € A.

Sendo A totalmente ordenado por inclusao temos, A C B ou B C A. Assim existe C' € A
tal que z,y € C.

Define-se v <, yse x <c y, V C € A tal que z,y € C.

Temos que:

e =<, é uma relacao de ordem

e A* é bem ordenado por =,, pois A* = U A, e A é bem ordenado para todo A € A
AcA

e A= A* paratodo Ae A

Logo todo A € S totalmente ordenados tem um limite superior. Por (4), S contém um
elemento maximal A.

Mostremos que A = §

Suponha o contrario.

Seja 19 € S — A, entdo tomando A = AU {xg} temos que A é bem ordenado por <7

r<gysr<yser,yc A

r<gx9sex €A

Logo A =< A e isto contradiz o fato de A ser um subconjunto maximal de S.
Logo A =S, ou seja, S pode ser bem ordenado.

(5) = (1)

Seja S um conjunto, entao por (5), podemos supor que S é bem ordenado.
Define-se v : P(S) — {0} — S por v(A) = menor elemento de A.

Temos que v é uma fungao escolha para S pois v(A) € A, VA € P(S) — {0}.



3 Equipoténcia de Conjuntos - Conjuntos Finitos e In-
finitos - Conjuntos Enumeraveis.

3.1 Equipoténcia de Conjuntos

Definicao 3.1 Dois conjuntos A e B sdo equipotentes se existe uma funcgao bijetora entre eles.
Notacdao: A ~ B para indicar que A e B sao equipotentes.

A~ B << df : A — B bijetora.
Proposicao 3.1 Dados os conjuntos A, B e C,
1. A~ A;
2. A~ B= B~ A;
3. A~BeB~(C=A~C.

Observacgao: Para provar que dois conjuntos sao equipotentes, basta mostrar que existe
uma funcao bijetora entre eles e para demonstrar que dois conjuntos nao sao equipotentes,
deve-se mostrar que nenhuma aplicacao entre eles pode ser bijetora.

Exemplo 3.1 N e N — {0} sao equipotentes.
f: N — N* tal que f(z) =x+ 1 € bijetora

Exemplo 3.2 R e ] — 1,1[ sdo equipotentes.
f:R_>]_171[7 f(ﬂf)

= —— ¢ bijetora.
1+ |z

Exemplo 3.3 [0,1] e [a,b] sdo equipotentes.

£ 00,1] = [a,b; f(z) = a(1 - 2) + ba.

(0,1) e (a,b) também sdao equipotentes pela mesma fung¢ao.
Exemplo 3.4 N e Z sao equipotentes.

x e
5 se x € par

[ N—=Z; f(x) = (4 1) ¢ bijetora
— , sex € impar
2
Exemplo 3.5 [0,1] e (0,1) sdo equipotentes
Temos que

11
= - —,...JUA
[Oal] {071a2a37 }U

111
={z,-,-,..JuA4
(071> {273747 }U
onde A=10,1] —{0,1,% 1 .}

ORECR)

: io f - _ ! 1 { bij
Considere a fungao f : [0,1] — (0, 1) tal que f(x) Csex=2npeN ¢ bijetora
n

x, se r€A
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Os numeros naturais sao definidos por:

0={0},1=1{0},2=1{0,1},..

Proposicao 3.2 (Principio de Dirichlet)
m,n e N & m=n.

Demonstracgao: E claro que se m = n, entao m e n sao equipotentes. Devemos demonstrar a
reciproca.

Seja m fixado. Mostremos, por inducao, que se m ~ n, entao m = n.

Com efeito, se m ~ 0, entao existe bijecao f : m — 0. Como 0 = ¢, vem m = ¢ = 0.

Suponhamos m ~ n+ 1 =n'. Seja f : m — n' bijetora e k = f(m — 1). Consideremos a
bije¢ao g : ' — n’ dada por g(k) =n, g(n) = k e g(z) = x para x # n, k.

Entao go f : m — n’ é tal que go f restrita a m — 1 é injetora e aplica m — 1 sobre n. Assim
m — 1 ~ n e, pela hipétese de inducao m — 1 = n.

Assim m ={0,1,....m —1} ={0,1,...,n} =n+ 1 =n' e a prova estd completa.

Corolario 3.1 Se f:n — n € injetora, entao f é bijetora.
Proposicao 3.3 A e P(A) nao sdo equipotentes.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista uma bijecao f : A — P(a). Considere
o conjunto P = {z € A;x ¢ f(x)}. Como f é bijetora, existe y € A tal que f(y) = P.
Relativamente a y tem-se:

yeP=y¢ fly) =P =y ¢ P (absurdo)

y¢ P=yc fly) =P =yec P (absurdo)

Logo nao existe f bijetora (sobrejetora) de A em P(A) e, em consequéncia, A e P(A) nado
sao equipotentes.

Proposicao 3.4 R e N nao sao equipotentes.

Demonstracao: Mostraremos que N e o intervalo ]0, 1[ ndo sao equipotentes. Como ]0,1[ e R
sao equipotentes, decorre que R e N nao sao equipotentes.

Observamos que todo elemento x €]0, 1] tem uma tnica representagao decimal infinita:
r=0,2129...T,....

Sunponha que exista f : N —]0, 1 bijetora tal que f(i) = x;. Podemos escrever os elementos
de |0, 1[ como uma sequéncia |0, 1[= {x1, 2, T3, ...}, com x; = 0, 1;x9;X3;....

Tomando x = 0, ayasas... coma; =1 sex; #1ea; =2sex; =1

x €]0,1] e z # z;, para todo ¢, de modo a concluir que f nao é sobrejetora, o que é uma
contradi¢do. Em consequéncia, |0, 1[ e N nao sao equipotentes.

O processo dado acima é conhecido como método da diagonal de Cantor.
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3.2 Conjuntos Finitos e Conjuntos Infinitos

Defini¢ao 3.2 Um conjunto F é dito finito se F € equipotente a {0,...,n — 1}, para algum
n € N. Caso contrdrio, F é infinito.

Proposicao 3.1 O conjunto dos numeros naturais € infinito.

Demonstragao:

Supondo que N seja finito, temos que N ~ {0,...,n — 1} para algum n € N. Assim, existe
f:N—={0,...,n — 1} bijetora. Desta forma, a restri¢cao de f a {0,...,n — 1},
fn:{0,...,n—1} = {0,...,n — 1} é injetora, logo bijetora. Como N # {0,...,n — 1}, f nao
pode ser injetora (contradi¢ao).

Portanto, N ¢ infinito.

Proposicao 3.2 Um conjunto equipotente a um conjunto finito € finito e um conjunto
equipotente a um conjunto infinito € infinito.

Proposicao 3.3 (i)Se A C B e B € finito, entao A € finito.
(ii)Se A C B e A ¢ infinito, entdo B € infinito.

3.3 Conjuntos Enumeraveis
Definigao 3.3 Um conjunto enumerdvel se finito ou equipotente ao conjunto N.
Proposicao 3.4 Se X enumerdvel e Y C X entaoY é enumerdvel.

Demonstragao: Se X enumeravel entao X finito ou existe f : N — X uma bijecao.

Se X finito, Y finito, pois Y C X.

Se existe f : N — X bijetora entao X = {f(0), f(1),...}.

Se Y finito, Y enumerével.

Se Y ¢ infinito, devemos encontrar g : N — Y| uma bijecao.

Seja K = {k € N; f(k) € Y}, entao temos que K # (), pois Y # () e f sobrejetora. Sendo
K C N, existe ky o menor elemento de K, defina entao g(0) = ko.

Se Ky ={keN; f(k) €Y ek > ko}, ks = minK; e defina g(1) = f(k;).

Se K, ={k eN; f(k) €Y ek, >kn1}, k, = minK, e definiremos g(n) = f(kn),....
Logo, temos g : N — X, de onde podemos concluir que Y é enumeravel.

Proposicao 3.5 O conjunto dos nimeros reais € infinito nao enumerdvel.
Proposicao 3.6 Se A ¢ infinito e existe f : N — A sobrejetora, entao A € enumerdvel.

Demonstracao: Se f : N — A injetora, entao nao ha nada a provar.

Suponha que f : N — A nao seja injetora. Assim, para cada y € A que possua mais de
uma pré imagem em N, pelo Axioma da Escolha, podemos escolher um tnico elemento x € N
tal que f(z) =v.

Procedendo dessa forma, podemos construir um subconjunto B C N tal que f: B — A é
bijetora. Como N enumeravel, B enumerdvel. Portanto, A enumeravel.
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Proposicao 3.5 O conjunto dos nimeros racionais positivos € enumerdvel

Demonstracgao:
Considere o diagrama:

1 1 1 1
2 3 1 5

/ / / /

2 2 2 2 2

1 2 3 1 5

L/ / / /

3 o3 33

1 2 3 4 5
/ / /

1 4 4 1 1

1 2 3 4 5

|/ /

5 5 5 5 5

1 2 3 4 5

Uma sobrejecao f : N — Q7 ¢ obtida enumerando os elementos da tabela seguindo as setas
no diagrama acima.
Como Q7 ¢ infinito e existe f : N — Q7 sobrejetora entao Q* ¢ enumeravel.

Observacao 3.1 O conjunto dos numeros racionais negativos € enumerduvel
A demonstracao andloga a da proposicao anterior.

Proposicao 3.6 A unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Demonstracao: Seja X, enumeravel, Vk € Ne X = UXK' Como cada X é enumeravel,

k=0
entao existem f1 N — X, ... f, : N — X, ..., bijetoras.

Seja f: N x N — X tal que f(m,n) = f,(m). Tem-se que f sobrejetora.
Como existe g : N — N x N uma bijecao, entao a composicao fog: N — X sobrejetora e
isto garante a enumerabilidade de X.

Corolario 3.1 O conjunto Q dos niumeros racionais enumerdvel.
Exemplo 3.6 O conjunto de todos os niumeros algébricos é enumerdvel.

Demonstracao: Considere a familia de conjuntos {P,} , onde P, é o conjunto de todos os
polinomios com coeficientes inteiros e com grau igual a n.
Seja {A,,} uma familia de conjuntos, onde A,, = { raizes complexas de p(x); p(x) € P,}.
Agora, fixado um j € N, sabemos que P; tem um numero finito de elementos. Como um
polinémio de grau n tem n raizes complexas, no maximo, A; tem também um ntimero finito de
elementos.
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Seja A = U A,. Observe que todos os elementos de A sdo ntimeros algébricos. Como a

neN
uniao de conjuntos enumeraveis é também enumeravel, temos que A é enumeravel. Queremos

mostrar que A é o conjunto de todos os nimeros algébricos, que serd denotado por (Nyy) -

Como todos os elementos de A sao algébricos, temos que A C Ny, Resta mostrar que
Nalg CA.

Seja o € Ny, entdo a é raiz de um polinémio g(z) com coeficientes inteiros. A cada
polinémio g(x) estd associado um tunico grau k, logo g(z) € Py, k € N . Assim, a € Ay e
conseqiientemente, a € A.

Portanto, A = Ny, e como A é enumerdvel, temos que o conjunto dos nimeros algébricos
¢ enumeravel.

Proposicao 3.7 Se X e Y sao enumerdveis entao X XY enumerdvel.

Demonstracao: Sejam X = {z1,29,...} e Y = {y1,99,...}.

(z1,91) — (21, 92) (x1,23) — (@1,Y4) (71,9s5)
e /! e /!
(2, 1) (2, y2) (2, Y3) (2, Y1) (2, Ys)
| / e /! e
(3, 1) (23,92) (3, Y3) (23,9a) (3,9Y5)
Enumerando os pares (z1,v1), (21, %2), (x2,y1), (23,v1), (T2,92),..., e seguindo as setas,

concluimos que X X Y enumerével.
Corolario 3.2 O produto cartesiano finito de conjuntos enumerdveis um conjunto enumerdvel.

Demonstracgao:
Se X1, Xo, X3,..., X, sao enumeraveis entao X; x Xy enumeravel pela proposicao acima.
Como (X7 x X3) x X3 ~ X7 x Xy x X3 enumerdvel. Segue da proposigao anterior que
X x X9 x ... x X, enumeravel.

Proposicao 3.8 A enumerdvel se, e somente se existe uma funcdo injetora f: A — N.

Demonstragao:

(=) Claro, pela defini¢do de enumerabilidade.

(<) Se existe uma funcao injetora f : A — N entdo, A equipotente a um subconjunto B
de N. Como N enumeravel, temos que B enumeravel. Como a composicao entre as bijecoes
de A em B e de B em N, nos dd4 uma bijegao entre A e N. Portanto A enumeravel.

Proposicao 3.9 Todo subconjunto infinito contém um subconjunto enumerdvel.

Observacao 3.1 Uma consequéncia desta proposicao a definicao de Dedekind para o infinito:
»Um congunto infinito se, e somente se equipotente a um de seus subconjuntos proprios”.
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3.4 O Teorema de Schroder - Bernstein

Teorema 3.1 Sejam X e Y dois conjuntos tais que X equipotente a um subconjunto de Y e
Y equipotente a um subconjunto de X. Entdo, X eY sao equipotentes.

Um enunciado analogo é o seguinte:

Teorema 3.2 Se f : X — Y eg:Y — X sao funcoes injetoras, entdo existe uma funcao
bijetora h: X — Y.

Demonstracao:
Sejam f: X — Y eg:Y — X injetoras. Suponhamos que f e g nao sao sobrejetoras, caso
contrario nao ha o que demonstrar.

f g f g

=Y - X = = N =

------ g (@) =g N z) —a

z € Im(g) = g '({z}) estéd definida.

reX= { x ¢ Im(g) = = ¢é dito 0-ancestral.

1 T{z}) € Im(f) = f (g7 ({x})) estd definida.
g ({zh) ey = { fj g Im(f)=x édito 1-agncestral.

Para cada =« € X temos trés possibilidades: x tem infinitos
anscestrais, o niimero de anscestrais de x é par ou o nimero de anscestrais de x é impar.

Denotamos por X, X,, X; os subconjuntos de X formados pelos elementos que tém
infinitos anscestrais, que tém ntmero par de anscestrais e que tém numero fmpar de anscestrais,
respectivamente.

Tem-se que X = X; U X, UX;.

A funcao F : X — Y definida por

Fz) = f(zx) se v € X; UX; ou x é um O-anscestral
= g (z) se z € X,p>2.

¢ bijetora.
Portanto, X é equipotente a Y.
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4 Numeros Cardinais

4.1 Nocao de niimero cardinal

Intuitivamente, ntimero cardinal de um conjunto é o que héd de comum entre todos os
conjuntos que sao equipotentes ao dado conjunto.

A notagao A para numero cardinal é devida a Cantor que usava duas barras sobre A para
indicar dois niveis de abstragao: o primeiro que se abstrai da natureza particular dos elementos
do conjunto, e o segundo é com relacao a ordem.

Na teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, a nocao de ntimero cardinal é um conceito
primitivo da Teoria e para caracteriza-la é necessario um novo axioma

Axioma de Numeros Cardinais

A cada conjunto A esta associado um objeto j, o numero cardinal de A, tal que

j = § se, e somente se, A é equipotente a B

Definimos os cardinais finitos (nimeros cardinais de conjuntos finitos) assim:

0=9, 1=1{0}, 2=1{0.1} ... n={012. .. n-1}

Denotamos por

Ny=N, N =PN), N,=P/PN) .. c=Rk

Outras notagoes usadas para nimero cardinal de A: |A|, ¢(A), card(A), #A.

Definicao 4.1 Dados dois nimeros cardinais u e v escrevemos u < v se existem conjuntos A
e B que representam u e v, respectivamente, tais que existe uma aplicacdo injetora de A em B.
Representamos por u < v o fato de u < v e u # v.

Proposicao 4.1 A definicio anterior nao depende dos representantes A e B escolhidos para
u e v, respectivamente.

Demonstracgao: De fato, se u = A=A ev=DB= ?, entio AL A e B S B, com F e G
aplicagoes bijetoras.
Se existe uma aplicacio injetora f de A em B, a aplicacdo G, fo F'~! de A’ em B’ é injetora.

Proposicao 4.2 A relacio definida acima é uma relacdo de ordem parcial, para qualquer
conjunto de numeros cardinais.

Demonstracao:

e Seja u = A. Existe uma aplicacao bijetora id : A — A tal que id(z) = z.

Logo, u < u e portanto, a relacao 7 <7 é reflexiva.
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° Sejamu:j,vzﬁew:a
Seu < wvewv < w,ouseja, se existem aplicagoes injetoras f : A — Beg: B — C
entao, a aplicagao gf : A — C é injetora.

Logo u < w e portanto, a relacao 7 <7 é transitiva.

e A propriedade anti-simétrica é consequéncia do teorema de Schroeder-Bernstein.

De fato, sejam u = Aev=DB.
Se u < vewv < u, ou seja, se existem aplicacoes injetoras f : A — Beg: B — A
entao, pelo teorema de Schroeder-Bernstein, existe uma aplicacao bijetora h : A — B.
Logo, por definicao, u = v e portanto, a relacao ” <7 é anti-simétrica.

Teorema 4.1 (Cantor) Para qualquer conjunto A, tem-se A< (A).

Demonstracao: Considere a aplicagao f: A — P(A) dada por f(z) = {z}. Temos que f é
injetora, de modo que A< P(A).

Ja foi provado que A e P(A) nao sao equipotentes, o que implica A #* m Assim, temos
4 < P(A).

Observagao 4.1 O teorema de Cantor implica que dado qualquer nimero cardinal, sempre
existe um numero cardinal maior que o numero cardinal dado.

Observagao 4.2 Do teorema de Cantor, seque, ainda, que

Ng <Ny <Ny <L <N, <L
Proposicao 4.3 Nao existe o conjunto de todos os nimeros cardinais.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existe o conjunto A de todos os niimeros cardinais.
Dado a € A, existe um conjunto A, tal que A, = a.

Seja B = U A, e P(B) o conjunto das partes de B.

acA

Temos que P(B) ~ Aﬁ C B, de modo que P(B) < §, contrariando o teorema de Cantor.

Proposicao 4.4 R=c= Ny

Demonstracao: Temos que 8; = P(N) = P(Q), pois N ~ Q.
Definimos f: R — P(Q) tal que f(a) = {z € Q; = < a}.

Temos que f é injetora, pois dados a,b € R, com a # b. Supondo, sem perda de generalidade,
que a < b, entao existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b.

Assim, ¢ € f(a) e ¢ € f(b), donde segue que f(a) # f(b).
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Mostramos, com isso, que R = ¢ < N;.

Agora, P(A) ~ C(A) ={f :N— {0,1}; f é funcao}.

De fato, se B C A, defina fg: A — {0,1} por fg(x) =0sex &€ Be fg(z)=1sex € B
(fp é a fungao caracteristica de B).

A fungdo que a cada B C A associa a funcao caracteristica fg é uma funcao bijetora de

P(A) em C(A).
Segue que P(Q) ~ P(N) ~ C(N).

Definamos F' : C(N) — [0,1] tal que F(f) = 0, f(1)f(2)f(3)... (uma representacao
decimal infinita constituida de zeros e uns).

Se f,g € C(N), com f # g, entdo existe n tal que f(n) # g(n). Logo F(f) # F(g), donde

segue que F' ¢ injetora.

Assim, 8y = P(N) = C(N) < [0,1] =c=R.

Como a relacao 7 <7 é anti-simétrica temos que N; = ¢ = R.

4.2 A Hipoétese do Continuun

A hipétese do Continuun diz que nao existe nimero cardinal x tal que
Ng <o <Ny
Cantor se ocupou com esta questao e pelo que consta, foi o 1ltimo problema da Teoria dos

Conjuntos ao qual ele se dedicou.

Em 1963 um matemaético americano P. Cohen demonstrou que tal hipétese é independente
dos axiomas da Teoria dos Conjuntos: nao pode ser demonstrada e nem refutada.

Ele mostrou, além disso, que se houver uma contradicao na Teoria dos Conjuntos acrescida
dessa hipotese, esta contradigao existe na teoria sem admissao da hipotese.

A hipétese de que entre dois alef’s consecutivos nao existe nimero cardinal, é conhecida
como a hipotese generalizada do continuum.

4.3 A Aritmética dos Numeros Cardinais
4.3.1 Adicao

Sejam u e v dois nimeos cardinais e sejam A e B dois conjuntos que representam,
respectivamente, os numeros cardinais v e v. Podemos supor que A N B = ¢, pois caso
contrario, tomando A’ = Ae B'= B\ (AN B) temos que AUB = A'"UB’, com A'N B' = ¢.

Definicao 4.2 Definimos a adi¢ao de nimeros cardinais da sequinte forma:

u+v=AUB.
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Proposicao 4.5

1) uw e v nao dependem da escolha dos representantes disjuntos A e B.
2) u+v=v+u (vale a propriedade comutativa,).
3) u+ (v+w) = (u+v)+w (vale a propriedade associativa,).

4) up < vy oeuy < vy = uy 4 uy < vy + vy (compatibilidade com a ordem).

Demonstracgao:

1) Se A= A B = B’ sdo tais que AUB=¢e AAUB' = ¢, entadao AUB ~ AU B’, donde
AU B = A’U B’ e portanto, a adigao esta bem definida.

2) u+v=A+B=AUB=BUA=B+A=v+u

3) ut(vtw)=A+(B+C)=A+(BUC)=AU(BUC)=(AUB)UC=AUB+C =
(A+B)+C = (u+v)+

4) Sejam u; = Azl, Uy = AZQ, v = ?1, Vg = ?2, fi: AL — By e fy: Ay — B, injetoras.
Suponha A1 N Ay = ¢ = B1 N Bos.

Dai, F': Ay U Ay — By U By dada por F(z) = f;(x) se z € Ay, i = 1,2 é bem definida e

injetora.

LOgO, A1 U AQ S Bl U B2 e portanto, U1 + V1 S U9 + Vo.

4.3.2 Multiplicagao

Definicao 4.3 Definimos a multiplicacao de nimeros cardinais da sequinte forma:

AB=A4AxB
Observagao 4.3 Aqui nao hd necessidade de A e B serem disjuntos.
Proposicao 4.6
1) A multiplicagao de nimeros cardinais estd bem definida.
2) AB=BA (vale a propriedade comutativa,).
3) (jﬁ)ﬁ = j(ﬁﬁ) (vale a propriedade associativa,).

4) (j + F)ﬁ —AC + B.C (vale a propriedade distributiva da multiplicagcao com relagao a
adi¢do ).
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Demonstracgao:

1) AvAeB~B =—=AxB~AXxB = AxB=AXxB.

= (AUB).C = (AUB)xC = (AxC)U(BxC) = A x

4.3.3 Potenciagao

Definicao 4.4 Definimos a potenciacdo de nimeros cardinais da sequinte forma:
u=Aev="0 u’ = AB,

onde AP = {f: B — A; f¢é funcao}.

Proposicao 4.7 Valem as sequintes propriedades:

1) Seu= A entdo, P(A) = 2%,
2) u’tY =yt uv
3) (ww)? =u".ov
4) () = ur
Demonstracao: Primeiramente, mostremos que a potenciacao estd bem definida.

Sejam A LAeBAL B’, onde f e g sao aplicacoes bijetoras de A em A’ e de B em B/,
respectivamente.

A funcio F : AP — AP dada por F(a) = fag™' é bijetora, donde segue que
AB ~ AP ¢, em consequéncia, a potenciacio estd bem definida, pois ndo depende da escolha
dos representantes para os numeros cardinais envolvidos.

1) Temos que P(A) ~ C(A) ={f: A — {0,1}; fé fungao}.

De fato, se B C A, defina fg: A — {0,1} por fg(z) =0sex € Be fg(x)=1sex € B
(fB é a fungao caracteristica de B).

A fungao que a cada B C A associa a funcao caracteristica fp ¢ uma funcao bijetora de

P(A) em C(A). Como C(A) = 24, decorre que P(A) = 2“ se A = u.
2) uwtr=A =A =ABWC = AB x AC=ABAC=A A =uu".

A demonstracao dos itens 3) e 4) ficard a cargo do leitor.
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